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 ����� !"  ! �# �� $ %#��� &
''()� ���� *+ #�� ��

��� ��#�� #�� ��#��, ���� -+ #�� �� ��� ��#�� #�� #�� .�, ���� /+ �!�� �0� ��

��� ���� ��#�� #�� #�� .�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 12


��' 3�� "! ���.� ���4 %#��� �� ��� &
'�2�)5 #!� ��� ��������� !" ��.�� � 4 � 0#�

3Topt+ &#) 6�!#� ���#. ��� "�#�� 0 �� 4�! ����� �� !�� ���0 !" ��� ����

��#� �#�#� � �� ���  4������� ��#��� ����4!�� &�) ����!"�� "�#�� Nmax/N
C

.����� ��������� !" ��.��� ��������!� !" �� &#)� � � � � � � � � � � � � � � � 17
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8� � �� �4 �#��� ��� ��� ���� �5 ���� 
 #!�  !���#�� .� 4���  ! �# ��

$ %#��� &
''��), μ1  � ��� ��#�� �#���� ��� ��� ���� �  4������� �!5 ��!��

0��! μ1 = 05 ��� �!��  4������� �! �����!� #���4�� ��� ��#�� �� ���� ����
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��
 ����� 0 �� � " � � !�� #!� ��� !"�  ! %#��� �� ��� &
'�2#), Q15 Q2 #!� Q3

#�� ��� "�!��#� 9�� ����� !#��� ����� � !" ��� �#���#� � ! � ���#��4�!��� � � 1:


��2 �!���#�� .� ����� !" ���0!  ! %#��� �� ��� &
'�2#), &#) ;���<����� !" ��<

���!�� ���0 !" !��4#� ��� ��#� p ������� #"# !�� Q1 #!� &�) Q2 �������

#"# !�� Q1 ��� ��� � ������ ����� 4����� ;� !� S1  � ��� �� � �#� � ����#� �!

�� !�5 0����#� �� !�� S2 #!� S3 #�� ����!�#�� � ����#� �! �� !�� �! ���

����<����� !" �#��� �� ��� #!� ��44��� � #!� ��44��� � 4���� ������� .���� 1:


��� ���� 4��#�  !���#� �!+ 4��� =�4� !" ���4 ���� 
 �� ���� � #� ���!� ��

>� $ %#��� &
'�:#), P  � ��� #? #� ��#�5 0 �� u1 #!� u2 �� !" ��� 4��#�

#4�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1(


��7 ��#��� ����4! 0 �� � !<��!!����� ����� ��#!�� �����#�4�  ! � �� ��� &
'�()� 1�


��1 
?��� 4�!�� �! ����������� ��#��� ����4! 0 �� � ����  ! @�4#� $ % �� #4�

&���')� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :'
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��� �������� ������� �� �� � �! �� � 
 "� ��#��"�#�$� %������� ���& #'� �()

����&��#� �� ������� �� ��� *
+�
,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

-�� �#". ��&%����� "� ���&�#��� �"�"&�#��� �� #'� ����#����� �#".� %�"&)

����&�/ L �� #'� #�#"� ����#' �� #'� &"�� %�"&)����&� ���&��#0 au "� 

al "�� #'� ����#'� �� #'� ����� "� ��1�� �����"�&� ������#�$��.0 βu "� βl

"�� #'� "����� %�#1��� #'� &"�� &�&%�� 1�#' #'� ����� "� ��1�� �#".�

������#�$��.0 ltn ��������#� #'� ������"� ����#' �� #'� �#". tn! 1'��� t = {u, l}
��������� ��� #� #'� ����� "� ��1�� �#".�! "� n = {1, 2}� 2�����#�.!

lu = lu1 = lu2 "� ll = ll1 = ll2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3

-�
 ��" ��� �#��� ��� #'� ����#����� �#".� %�"&)����&�� �� �#��� �4-! "�� �#".�

"�� "���&� #� ��&"�� �#�"��'#0 T0 �� #'� ����� 1�#'�� #'� ��1�� �#".� �� �#��

�0 ww,m �� #'� &� )��"� $��#��"�  ����"��&��# "�#�� "���.��� ����)1���'# "� 

Tl,w = Tl1,w = Tl2,w "�� #'� ����#������� ������ 1�#'�� #'� ��1�� �#".� #�

����#��"�# #'� &� ��"� ����)1���'#  �5��#���0 Tu,i = Tu1,i = Tu2,i "� Tl,i =

Tl1,i = Tl2,i "�� #'� ����#������� ������ "����� 1�#'�� #'� ����� "� ��1��

�#".� ������#�$��. #� �&���$� %������� ������&"���0 P �� #'� ��&������$�

"(�"� ��" 0 Tl,R = Tl1,R = Tl2,R "�� #'� ���� �"� #������� 1�#'�� #'� ��1��

�#".� 1'�� #'� �.�#�& %������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

-�- ��&����.��� #'� �6��# ���& #'� ��" � �� ��" ��� �#�� �/ ww,a(x) �� #'�  �)

5��#��� ����#��� �� " ��&��.)������#� %�"& �� �� " &� ��"� ������#�"#� 

$��#��"� ��" Qa ��������#��� #'� ����)1���'# �� #'� �����"�&�0 ww,c(x) �� #'�

 �5��#��� ����#��� �� " ��&��.)������#� %�"& �� �� "  ��#��%�#� $��#��"�

��" qw ��������#��� #'� ����)1���'# ���& #'� &"�� %�"&)����&� &�&%��� � 7+

-�3 8����&"#��� �� #'� �.�#�& �� �� ����)1���'# �� ��" ��� �#�� �/ Δw,c �� #'�

�� ) ����"��&��# "� ww,m �� #'� &� ��"� $��#��"�  ����"��&��# �� #'� &"��

&�&%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7�
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�� ������ �� ��� ��� �� ������� ���� � ��� ��� !��"����� �� ���� ���#�! �!�

��!�$�� �!�� � �%�&���� "�����'�'� #��� '���! � '����!��� ����!�#'��� ����

�� ��������� qw( )*&�+ ���%� ��� �!��&#��� ����!�� �� ��� ����&���� ������

�'���!�( )*&�+ ������� ��� ������,�� #��� �� ��� !����&���� ���� �� ��� ����

���#�!( Rw �� ��� $�!��"�� !��"���� ��!"� �!�� ��� ����&%�����( Nax �� ���

�-��� ��!"� %����� ��� ���� ���#�!( wp(x) �� ��� ������,�� #��� ��.�"����

�'�"���� ��! ��� !����&���� ���� �� ��� ���� ���#�!� � � � � � � � � � � � � /�


�� *���!������ ����! ������� ���� � Δp,c �� ��� ���&������"����� �� ��� ����

���#�!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /



�0 ������� ��� ,��� �!���!������ ��!"�� 1Tx,i−a, Tx,i2 %����� ������� ���� 
3 %��!�

�'#�"!��� )x+ !��!������ �����! ��� '���! 1)u+2 �! ��%�! ����� 1)l+2� � � � � � � /�


�/ 4-��� ��!"� ��,������� %����� ������� ���� 5 P �� ��� �-��!�����&�������

�-��� ����( Pi ��� Pf �!� ��� ����!��� �-��� ��!"�� %����� ��� ���� ���#�!(

Fu,i ��� Fu,f �!� ��� ����!��� �-��� ��!"�� %����� ��� '���! "!����!�( Fl,i ���

Fl,f �!� ��� ����!��� �-��� ��!"�� %����� ��� ��%�! "!����!�( Tu,i ��� Tu,f �!�

��� ������� �!���!������ ��!"�� %����� ��� '���! �����( Tl,i ��� Tl,f �!� ���

�!���!������ ��!"�� %����� ��� ��%�! ����� ������� �� �������� �� Tl,w� � � � � /�


�6 ������!�" ��.�"���� �������� �� �!���!����� ������ #���&"��'��� �� �������

���� 5 )*&�+ �� ��� �������� ,�'!� ��! ��� ����!������ �� ��� ��� �� ���

'���! "!����!�( )*&�+ ���%� ��� #����� �� ��� ��%�! "!����!�3 ��� )*&
+

���%� ��� !����&���� ������ �'���!� �� ��� ���� ���#�!( Δc �� ��� �����

���&���!������ ������"����� �� ��� ���� ���#�!( Δau ��� Δal �!� ��� ���&

���!������ ������"������ �� ��� '���! ��� ��%�! "!����!�� !����"��$���� � � /0
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��� ����� �� ��������� ��� ����������� ��� �� ���!"#�$�!�� %��� α < 1.0&

��� '���� ���%� ��� #����#�$ ��#($��' $��� �� ��� ���!"#�$�!� PC �$��"

��� �'����� ��)����� #�!��������� �� ������$ �����������' ���#�� %����� ���

����� ��� $�%�� ��� � *Tu,i ��� Tl,i �����#����$ +� ,��� ���� ���� �� � $���

������ ���� � �����#� ���#� ��� ��$��������� ���%��� Tu,i ��� Tl,i �� -.��

�����'� 
/� *
�0�+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 12


��� ������ ��#($��' $���� ���! 3435�� $����� ��#($��' ���$ ���& 67��� �8 ���"

������� ��� ��#($��' $��� �� ��� ��'��!��� ���-$� ���� ��� ��9�#���� � !!�"

�� ����� !������: 67��� 08 ���������� ��� ��#($��' $��� �� ��� ��'��!���

���-$� ���� ��� ���������$ � !!��� ����� !������� � � � � � � � � � � � � ���


��0 �$$��������� �� ��#($��' ��'��!���� � *� !!����#+ ��� 0 *����� !!����#+� � ��0


��
 ;$��� �� ��� ���$ ��#�$$ ������� #����#�$ ��#($��' $���� PC ��� ��!���#�$$ 

*�
+ ������� �$��!��� $���� Pu ������ ��� $�%��"��� ��$����� �����������'

$���$ Tl,i/Topt1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��<


��< 
.�����$$ "���$��� �.��$ $��� P ������ ��� ���"���������' ����$�#�!��� E
�� ��� !��� !�!��� %��� Tl,i/Topt1 = 1.0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��=


��> ?�!�������� �� ��� �.�����$$ "���$��� �.��$ $��� P ������ ��� ���"���������'

����$�#�!��� E �� ��� !��� !�!��� ���%��� Tl,i/Topt1 = 1.0 ��� 2.0� � � � ��2
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$�% ��� $�%� � � ��������� �� ���� 
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*�� +���� ��� ���� '��" ������� ��� +��� � '!�,����# Q1 �� � � -������� �����

�� � � ���� ���'�� ���� ���!����� ���� +��� � '!�,����# 2Q1 �� � � ����

���'�� ���.���� �� � � ����� -������� ����� ���� � � ���" ����������& �!�.

�����" �������� �� � ������ ������!����� ������# l �� ��/��� �� � �  ���.����� 

� � ���� ���'�� L/2# N & S ��� M ��� � � �����.��������� �0��� �����& � ���

����� ��� ������ ��������-��"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)1
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6����'7 �� �%� ���������� �� ������ (%��� �%� ����� �� (��%�� � �����*� �����

�&�� ��� ������$ 4
����7 �� ���������� "' 100%×(Fi,regression−Fi,theory)/Fi,theory�

(%��� i = {1, 2}$ μ ��� σ ��� �%� ���� ��� �������� ��&������ �� �%� ���5
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� �� !$ 4�
7 ���������� �%� ������� ���� �%� ������ "��#���� ����'��� (��%��

<8<=��$ 4�%���������7 ���������� �%� ������� ���� �%� �%��������� ��������

�6�������$ 4	���������7 ���������� �%� ������� ���� �%� ��������' �"������

�9������ ���������� �6�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/2
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��� 2�"# � 3 �"�4 �5�� "�5 �(��" �������� /0�� �1 �� "# (�������

��� 2�"# ��"�"����� �5�� "�5 �(��" �������� 6# � ����� ��� �� �"����

�� ��"����� �! "# � "�� "# � ����� ��� �  '�� ������ �� 0�� � � ��� �

7���� W1 ��� W2 � �� �"�4 �58 2�"# �� ��.� ������� ���"��� ��� � �����

�����"�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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,�� - 3 �" � �#�� �� "# �� �"� �� � �"�5 � ( ��9������: -9� �� � � "��� �
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"# � � ����< � ��������" � �� "# #���<��"�� ������� � �" �� "# ��� � ���

��2 � �������� "��� � �� �"�4 �5; W (x) ��� Wu(y) �� "# �#�� ����"����

�� "# ���� � �( � ��� "# ��� � �������� � �� �"�4 �5; θcm ��� θa �� "# 

� �� �"�4 ���� � �" "# ��" �� �"��� �� "# ���� � �( � "� "# #���<��"��
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������� � �"� ������� ���� "# 4 �"���� � 3 �"��� �� "# ( ��9������ ���

���� ��� �5 �'��� ����� ����� � �� �"�4 �5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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�#��" ���� ������� � �" E ��� "# ���(�59�5�� "��� ��� �� $�� � ���"� �� 
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���������� ����� �� P ������ E  ��� αl = 0.1 �!" φs = 4.8 mm  ���� α
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���������� ����� �� ��� �0����$ %���������� ���" P ������ u1 �!" u2  ���

αl = 0.11 α = 1.0 �!" 2�3 φs = 1.6 mm1 2�3 φs = 8.0 mm1 2%3 φs = 4.8 mm- B

�� � �����%����! ���!� �!" ���!�� Si ���'  ���� ��� ���$� ���%'�! �! �����!%���
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u1 �!" u2 ��� ��� %�������!"�!( "���������! ���9�� "���%��"- ��� ����� 

%��%��� ��� ��� �!����� �����%����! ���!� 2B3 �!" ��� ��������!� ���!�� 2Si3

���� ��� ��(!������ �� ��� ���$� ���%'�!�!(  ���� ��� ����� �� "��%�!��!����-

�! ��� "���������! ���9���1 ��� "����" ��!�� �������!� ���%' ���$� �!" ���

����� �! ��� ���%'�� �� ��� �����9%����! ��%��� ��� �������;����! ��������� � �5�
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���� �� ��(��� 
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5�


�4 
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εTtn ����������	
 �����	 ���
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ΦP� ΦW ���� ��	� �� �
� ����� ���� �	� ��������

� ������������

Φ ����� ���� ��	� �� �����	�� �����

ΦW,c� ΦW,a ���� ��	� �� �
� ��������

� �� �
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ηtn ������	�	
 �����
 ��� ���� tn
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� �� �
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 �
� ���	 ������
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��� �� ��� �����  �����
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��� au/al

βu ����� ������� ��� �
�� ������ 
�� ����� ��
"�

βl ����� ������� ��� �
�� ������ 
�� ����� ��
"�

φs #�
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�����

φco� φao ������� ��
������ �� ��� �
�� ������ 
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l′tn ������� ������ �� ��� ��
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���� 
���"��� 
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��"  ��������!� ��
�

lw,tn� lp,tn ������� �� ��� ��
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���� 
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�� ��������� ����� ��!��"

Ec '����(� ������� �� ��� �
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���
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Ac �����&�� ����
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Aa �����&�� ����
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Pu 	������� ����
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 Tl,i ��$�� �� ������������ #����� &��$�� �$� ����� ��� ��&�� ���!� �������� ��!

�� ����� � ���������� ���#�������

Tl,w−a ������� ������������ #���� &��$�� �$� ��&�� ���!� �� ���������� ���#)&���$�

Tl,w ��$�� �� ������������ #���� &��$�� �$� ��&�� ���!� �� ���������� ���#)&���$�

T0 *���� &��$�� �$� ��&�� ���!� �#��� ����!��� ���#)&���$�

Vu,f 
 Vl,f *���� $���"����� #����� �� �$� ����� ��� ��&�� �������� ���� �������� ��!

�� �$� ������� �# ��������
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Δau! Δal �����$�������� ��� ��������� �# �$� &  �� ��� ��*�� ��������� ��� ��������

#��� ������ ��������

Δc �����$�������� ��� �������� �# �$� ���� ���%�� #��� ������ ��������

δc �������+��  &���� ��� ������� �����$�������� ��� �������� �# �$� ����

���%��

δm �������+�� �������� ��,������ �� �$� ���� �� �# �$� ���� ���%��

Δw,c! Δp,c �����$�������� ��� ��������� �# �$� ���� ���%�� �#��� �  ����� ���#�*���$�

���  �������� ��� ��������

Δp,au! Δp,al ������� ��� ������� ��#��������� �# �$� &  �� ��� ��*�� �������� ��� ���

������ #��� �  �����  ��������

Δsu! Δsl ���������� �# �$� &  �� ��� ��*�� ����� ��� �������� #��� ������ ��������

κ ����%������ #����� �� ������� �$� �������� �$� � #&�������
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�� %�� ����� �% ��� �
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������ ������������ �� � �� �� ��!����� �� ����� � ��  �!���� �"� "�#� "�� ���$� ! �!�%

�"� �$&� �' �"��� ���!������ ����� �� ��� ����� ����$�� ����	 �"$� ����� "�(� ���� ���

(����#�� $� �� �� �'  ������ ��$#"� '� �$'�$�# �"� ! �!� $��� !���� ��� $�� ����� �!���

'� �� )$�# �$�"$� �"� �*��(��$��	 +� �*��!��% '� � �!��$,� ������ ����������� ����

��,��� �� +-	. $� /-	�% $�� ���'���$#"� $� 18.62 kg% ��� �"� ��"$�(�� �������  �$�# ��!��$��

$� 125.17 kN0 "���(� % '� �� �������� ����������� �$�" �"� ���� �!��% �"� �$�$���

��$#"� �' ����� �� ��"$�(� �"� ���� �������  �$�# ��!��$�� $� 21.69 kg	 �"$� $�!�$�� �"��

�"� ����� ������!�$�� ��� ��  ������ �� 14%	 ����$�� $�# ��#$��� $�# ! ���$��% �"� ���

������ �' �"� ������ ����� � ��� �� ! ��'�� $�����% ��� �"� ���#�" �' ���" !$��� �"����

�� �$�$��� �� ���� � � ���!� ���$�� ���(��$����	 ��� ���$� ��($��� ��� �� $�������� �� �"�

��� �' �"� ��$� ����� % �"$�" ��� ��1��� �"� ����� ���#�" ��� �*$�� '� �� �� ��!!� �

�"� �*��(��$��	 �"� �������� ! ����� ��� �� ,�$�"�� $� �$��% $�����$�# ����$�# ����� �

��� ! ��� ���$�# �����	 
� ���$�$��% �"�  $�)� �����$���� �$�" $�!��� �� �"� ����� �"����

�� ����$�� ��% ���" �� ! ��� ���$�# ����% ���!� ��� � �2���� ��� $�� $��$� $�!� '���$��� �'

�����	

����� �" �� �"� ��!� �' �� ���� �� ������ �"��� $� +$#� � �	�3�4 ��� �� '���� $�$�$����

' �� �"� �56�� 3�"� 7 8� #�% �56-0 9���"% �56.4 �$�" �!��$,� �� ) �� ���� �$�$�# �"�

���)�$�# ��"�($�� ������$����� 3:�$�" �� ���% �5.;0 8������% �5..4 ��� �"� $�!� ����

 ����$���"$! ������� �"� ��(��� �' ! �����$��$�# ��� �"� � $�$��� ���)�$�# ���� 3��'�& �� ���%

�5.54	 �"� �� ) ! ������� $� :�$�" �� ��� 3�5.;4 ��� (� $,�� $� ���!�� 3�5..4 ��� ���!��

�� ��� 3�5<�4% ��� $�!� '���$�� ����$�$($�� ��� $�(���$#���� $� =��# 7 ���!�� 3�5<>4	

�*!� $����� ��� ���� $��� ����$�� �� � ��������� �� (��$���� �"� ���)�$�# ��"�($�� 

3?���" 7 =$��$���% �55�0 
� � ��1� �� ���% >��<0 ���'� � �� ���% >��>% >��-4	 :����@������%

�"�  ����$���"$! ������� ! ��� ���$�# ��(��� ��� ����$��� !�������)�$�# ��"�($�� �' ������

�� ��� ��� ���� �$��� ���� $����� 3�"�� �� ���% >��>4 ��� �"�� �"�� ��$�����% '� �$��$���

!�������)�$�# ��"�($�� 3:�$�� 7 =����% >��<% >��5�4 ��� �"� � $��� ���$(� ���)�$�#

���� � 3:�$�� 7 =����% >��5�0 =���� �� ���% >��-�0 A� 7 =����% >��.�4	 
��$#� #�$�����

'� �� ��� �$�" ��� $��� ���$��� � ���� � "�� ���� ���� ! ������� 3=���� �� ���% >��-�0
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������� �� ���� �����	 
� ��������� ��� ���  ��  ���! �!�"��� #���� ��� ��� ��� $�"���  ���

%���  �#���� �� &� �'� �� ��� (����� ���)�� %*�!�� "��� ��$���!'� �*�  ��+�!��' ��� �� �,� �-

��� ���  �� $�!�.-��"��  ���! "�"+�� *��� �! � +��� ���� ��,���� +' ���/������!� �� ���

(���0� ������+� ��� 1���� �� ��� (����+�	

2� � �- �*� �-���"�������� �� ���$* *� +��� $���#$��� -�� �����$�! "�"+�� %*��� �*�

����$���� �- �*�  �!-.%��,*� ��� �*� �3��! !��� *��� +��� $�!!�����	 ��%����� �*��� � �

��������! ��"��� -�� ���' !��,  ��#� �� +� # �� �� �*� *���4����! �!���� -�� �3�"�!� ��

 #����� �3$������� %��� �� �*� $�� ��#$���� �- !��,�  $�!� -�#������� � � ����� ����� ��

5�,#�� �	6	 � $�� +�  ��� �� 5�,#�� �	�� �3� ���,  �.$�!!�� 7 #���  ��#� 8 ��� $#�����!'

# ��9 �*� � ��� $�� ��#$��� -��" *���' �#+#!��  ���! $��  . �$����  #$* �*�� �*�  ��#� $��

%��* ���� �*� ����* ���  #�� �3��!!' �� $��/#�$���� %��* �*��� $�� �����+!�  �!-.%��,*� ��

+�����,	 
� *� +��� ��"�� ������ �� �*� �-���"�������� �� ���$* %��� �*�� �*� "� �

�:�$����  ��'�� $�!#"� $�� ��$��� � �*� !���.$���'��, $���$��' �- � $����������! $�!#"�

+' �� ����� �- "�,���#��	 ���$�� �*� $#�����  �#�' $�� ���� �*� �:�$� �- �!�$��,  ��'��

$�!#"� �� �*� *���4����! �!���� �*���+' $��������, �*�" ����  ��'�� +��".$�!#"� %*���

�*� �3��! !��� ��� �*�  �!-.%��,*� �$� ���*�,���!!' �� ��$* ��*��	 �*� ������#$� ��%

$�"�!�3��' �� �*� "�$*���$ �- �*�  ' ��"  ��$� �*� $�!!�������' �- �*� !�����, ���  �!-.

%��,*� �� !��,�� �3� � 	 �*�  �!-.%��,*� ������#$� � ����$�����!��' �*�� �  �"�!�� �� �*��

-�#�� �� $�+!�. ��'�� +���,� � %*���  ��' ��� ��,#!��!' # �� �� ���#$� �*�  �!-.%��,*�

��;�$���� �- �*� ��$�� �*���+' ��$��� ��, !���.$���'��, $���$��' (2����4�.�,#���� �� ����

���<�	 �#�����!'� �*��� � �  �"�!�� ������#���' +' ���#$��, �*� !��,�* �- �*� #����

������� �- �*� $��  ��"� �  *�%� �� 5�,#�� �	6� �� ������� � ��� #�%��� -��$� -��" �*�

�����"������ �� ������	 �*� ���+!� �*� "��� +��".$�!#"� "�"+�� �� +� ���.$�"+����

+' � $�����!!�� �3���� �� $�#�����$� �*� �:�$� �- �*�  �!-.%��,*�	
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������ ��	
 ��
 ��������� ����������� �� � ����������� ������ ����������� �� �� ����������
����� �� ��
� � ����������� ������ ����������� �� ��������� ����� �� ����� ���� P ���
����� ���!� ������� ����� Qa ���� �!� �������� ��� qw ���� �!� ����������� �������" �����
����� ��� ����� �� ������� ������������ ����� T �!�� ��� ���! �!� ����������� ������� ���
��������� ����� ����� ����������� ������ ��� �������� ������� �� �����������
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��� ��� ���� ��� ������� �� �! ��� "#����� #����#�� "#����� �#�$

�	 �� #� ��% ��� "���&�'��%��( ���� ��'# ��� ��� '%������ %���&��##���( ��"�����) �!

��'�%�&������#�� ��� ����&������#�� "#���#����� ������ ����&��%'��� '���# ��%!&

*��(�� �����( �#���(���%%� �� ��� �+��%%� ���"#���� � %���	

,	 �� '�� ��� ����%'����� �! ������� � � �� ����#���� ��� ���� ���-('#����� ��� �#'�

�"���'� "#���#�����( %� �% �! ��� ������ ����&��%'�� �� ��+���.� �/������	

�	 �� "#� ��� ('������ !�# "#������% *�#� ����� �� ��� -����(� !#�� ��� �� ����(������

�� ������� �� � ��� ,	


� �#��# �� ����#���� ��� �#�����% �'��%��( %��� ��� ��� ����#�����% �"���'� "#���#�����(

%� �% �� #�!�#����  �%'�� !�# ��� ����� �! ��� �����%������� �! !'�'#� #����#�� ��� ����(�

#'%��) ��#�� "#����"�% .���� �! ���� ��'# �#� ������-�� *��� �*� �! ����� ���� �� ��( �*�

�'�&.���� ���� #�%��� ��� �#�����% �'��%��( %��� �� ��� ������% "#���#�����( !�#�� �""%��� ��

��� ������ ���%��	 ��� "'#"��� �! ����#�����( ����� .���� �� �� "#� ��� -+�� "����� !#��

*���� ���"�#����� ��� �� ����	

� ���%����# ���%�����% ����% !�# "#���#����� ������ ����&��%'��� *��� ��'�%�&������#��

��� ����&������#�� ���-('#������) ����� �� ��� ���%��(�0���. ������) �� "#������� ����

��"�'#�� ����% ����#������� !�# "�#!��� (�����#��� �+"%����%� !�# ��� -#�� ����	 �'��#���%

��%'����� �! ��� ���%�����%%� ��#� �� �1'�%��#�'� �1'������ �#� �������� !#�� ��� ������'�&

���� ��� ��!'#������ ��!�*�#� ����&23� 4
����% 5 �%�����) ,2��6	 ��� ���%�����% ����%

��  �#�-�� �(����� � ���%����# -���� �%����� 47�6 ����% �� �%�"�� *����� ��� �����#���%

"����(� �8�9�: 4�8�9�:) ,2�;6 1'�������� �%�	

��� ����#���� � �'��%��( ���� ��'# #� ��%�� �� ��� �!�#���������� ���%�����% ����% ��  �#&

�-�� �� ��� "���&�'��%��( ���� ��'# �! ��"�#!��� ������ ����&��%'��� !#�� 7� ����%%��(	
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��� ���� ������� ������������ ����� �� ��� ��������� ����� ��!��� ��  �������� ���� �

��������! ��� � �� ��� �!������ "���#���� $��!�  �%���� �������� �� ���������! �&������

�� ����� "���'��!����	

��� ����� �	�
���	� �
����	�

����� �����	
��
��� ��������

(����� )�*�+, ������� � ������! ������ �� ��� ����'"��-!��� "���#���� �� ���������� ��� ���

%��� ����. �� � ���!����� "���������� ������ ��� ���������� �!����� ������� "� ������/���

��� ����! ��������! ������ �� ��� ��������� $�� �����!��� 	 �������� 0 ���� )�*12,

��#�������� ����'"��-!��� ���"!��� "� ����� ����� � ������ �� 3������!�/� ���� ������4

�� ���� ���!�	 
� ���� ������. ��� ����'"��-!���  ���������� �� ��� ��������! ������ ��

� ���������! ������ ��� "� �����!��� "� � ���"�� ��  ������� ���������� �� ��������#�

������!�/� ���� ������ un. $���� ���������� ���� ��������� �� ��� ������	 ��� ����!

������ $����� ��� ������ ������ ��� "�  �%�� �� ��� ����! ��������! ������ �������� V

����� un. ����5

V = V (u1, u2, u3, ...un, P ), )�	�,

$���� P �� ��� �6�����! !�� ��� ���������. $���� ��������� ��� �6��! !�� �� ��!�'$�����

�� ��� ������� ��� �	

7����� ��� �������� V ��� "� ���!�� . �$� �6���� ��!����� ����! ��������! ������ �� �8��'

!�"���� �� ��� ���"�!��� ��� ����� ��� 5

����� � � ���������� #�!�� �� ��� ����! ��������! ������ $��� ������� �� ��� ������!�/� 

���� ������ �� ��������� �� ��&����� ��� ��� �8��!�"���� �� ��� ������	

����� � � ����!��� ��!���#� ������� �� ��� ����! ��������! ������ $��� ������� �� ���
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����������� ����������� �� ��������� ��� �� ����� !�� �"� ���#����� �! �� �$����#���%

�����	


� �"� ������� �! � ��������� ������� &��'����� �����( �"� &���'#��)���� #�"�*���� �� +���'

)��+� �� #� +��)�� ���#�� ,�"�%&��� - ����( �./01( �� ��&�������� �� 2����� �	�	 3��"'

2����� �	�4 ����'#��)���� #�"�*���� �! � ��������� ������� &��'����� �����	

��� ����������� ��� ������� ���%����� �%&��!�������( �"� �5����� ��%&�����*� ���� P +����

�������� ��������� �"� ���������� %�������� �! �"� ����������� ���������� u +��"�� �"� ����'

��� &���'#��)���� �����	 
� ���%� �! � �����% �"�� �� ��%&��6�� �� � ��������� &��'�����

����� +��" � ������� �&���� ���������� �� �"� %��'�&��( �"� &���'#��)���� #�"�*���� "�� #���

�����%���� �� #� �����#�� ,���� �� ���( �..01( �� ��&�������� �� 2����� �	�	 �"� �5�����

2����� �	�4 ����'#��)���� #�"�*���� �! � ����� +��" � %��'�&�� �&���� ���������	

��%&�����*� ���� P +���� �������� ��������� �"� ���������� %�������� �! �"� �����������

���������� u +��"�� �"� ������� &���'#��)���� �����	 ��+�*��( !�� �"� &���������� ������

����%� �����%( �"� &���'#��)���� �� ����"�� ��&�������� #� �"� &��� &��'����� ����� ���

�"� ����� ���������� +��" � %��'�&�� �&����	 �"�� �� #������ �"� &���'#��)���� #�"�*����

�� �������� ���)�� �� �"� �7���� �! %��� �����������( +"��� � ��������� %�5���� �! �"�

�#�*� ����� �7���� �"� %��"������ ���&����( ��� ���� ����)�����( +"��� �"� ������ ���� ��

���7���� �"����� �"� ���%���� ��� ��&����� �� � ������������� %�����	
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��� ������� ���� ���� ���� ��� ������ �  ������! ����� �"��� ��#���$ %&'($��� �����!

%&� ��� )��� ���� �� &�&�$$� &��� �� ��� �������� ��� �� *��'��'�$ ���(	 ����#��! ����

��� %&'($��� $���� � ���� ����� ��� �&����'�$$� '$���! ��� ������$$� �'��#���� ���� ���

%� �+�'��� �� �#�� ,-&�*. �� �������! ���'� $���� �� ��+����� *���/%&'($��� %���#��&�

'��%���� ���� ���� ���� ��� %&'($��� �����0 ���� �� ��/'�$$�� ,������'��#� %&'($���.! ���

���� *��������� ��� ���&'� ��� *��'��'�$ $���/'������� '�*�'��� � ��� ������	

� ���*$� �"��*$�  ��� �&�&��� 1�2��3! ���'� '�� %� �**$��� �� �"*$��� ������'��#� %&'(/

$���! �� ����� �� ���&�� �	�	 ��� �"�'�  ��� � ��� ����$ *�������$ ������ V �� ��#�� %� ���

���&�� �	�0 4���$  �� ������'��#� %&'($���  ��� �&�&��� 1�2��35 ����� $��( � $����� L ��
�&**����� %� ���������$ �*����� � ���+���� c1 ��� c2 �'���� �� ��+����� *$����5 u1 ��� u2

��� ��� ������$�6�� '���������� ��*��������� *$���� ��������� ��$���#� �� ��� #����'�$ �"��	

�"*������� ��  �$$���! ����� ��� )��� ��� ����� ��*������ ��� ������ ������ ������ �� ���

���������$ �*����� ��� ��� ����� ���� ��*������� ��� ���( ���� %� ��� �"�����$ $���0

V =
1

2
c1u

2
1 +

1

2
c2u

2
2 − PL

[
1− (1− sin2 u1 − sin2 u2)

1/2
]
. 1�	73

���� '�� %� �"*������ �� � *���� ������ �� u1 ��� u2 ��&�0

V =
1

2
c1u

2
1 +

1

2
c2u

2
2 − PL

[
1

2
(u2

1 + u2
2) +

1

4
u2
1u

2
2 −

1

24
(u4

1 + u4
2)...

]
. 1�	83
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���� ����� �� ��� ������ ! ��"#$ �% ��� &�$� ��#� PC
1 " # ��� $��� # ��#� PC

2 �" ��

#������ �# ��$'����(��) ���$*

PC
1 =

c1
L
, PC

2 =
c2
L
. +�	�,


�& � ! ��� �"��� �% ��� ���"��� "� $'�� ! $��- �$$�$ "$ R = c2/c1� �% R > 1 ��� u1 �$

" "���(� ����#� "�� " # u2 �$ " '"$$�(� ����#� "�� "� ��� ������"� ������ ! ��"#� $� ��

PC = PC
1 	 ��(���$�)� �% R < 1� ��� $���"��� �$ ��(��$�#	 ��.�(��� �% R = 1� ��� 

��� �.� ������ ! ��"#$ "�� �/�"� " # ���� ����#� "��$ "�� "���(�	 �'"�� %��� ��� ���(�"�

%� #"�� �"� '"��$ � u1 " # u2 ��$'����(��)� ��� ��$'����(� � ���'��# '�$�0������ ! '"��$

�" �� ��'��$$�# ���$*

P =
c1
L

(
1

1− u2
1/6

)
, P =

c2
L

(
1

1− u2
2/6

)
. +�	1,


 ��� � ���'��# '"�� " "�)$�$� ��� /�"���� ���$$0���� '��$� � � �/	 +�	2, �$  �� �"�� � ��

"���� �� ��� .�� ��� $���� ���"��$ � ��� "���(� ����#� "��� ��� /�"���� ���$$0����$  ��#

�� �� �� $�#���# �� �("��"�� " ) ���� ! �% ��� ��#�$ � ���  � �� �"� �" !�3 ���$ ���� ! �$

� �. "$ � ���"���(� ������ !	 �!"� %��� ����� �� �.� $������ $ %�� ��� ������ ! ��"#$

�" �� ���"� �#� ���  �. � ��� "���(� � ���'��# '"��� "�� ���$*

P =
c1
L
, P =

3c1 + c2
4L

. +�	4,

��� &�$� $������ �$ ��� ���!� "� ������"� ������ ! ��"#� ��� ��� $��� # $������ ��'��$� �$ "

$��� #"�) ��%���"��� '�� � S �$ ���!!���# "� "  �. ��"#� .���� ��� '�$�0������ ! ���"(����

��" !�$ %��� " #�$�� �� ��#"� ���"(���� �� � ���"���(� ������ ! ���"(����	 �$�#� %��� ���

���(�"� %� #"�� �"� '"�� u1 = u2 = 0� ��� ���"��� $��' ���.�� u1 " # u2 �) ����� "�� !

P �$ %�� # �� �� ���$*

u2
2 − u2

1

(
3 +R

1 + 3R

)
=

6(1−R)

1 + 3R
. +�	�,

���$ #�$�����$ " �)'������� ���"��� $��' +5�''��� �64�,� " # �� �" �� $�� ��"� ��� ��#�
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����������� ������� �� R	 ����� ��� ��������� �� !������� ����� S �� ���""���� #��� u2 = 0$

� �%����& ��' �(��������  �� u1 �� S ��� �� �������� ��!�)

uS
1 = ±

[
6(1−R)

1 + 3R

]1/2
. *�	�+

���� ,!������ ���������� ��� ��-����� '�"���!�� #��� ��� '��� ����������� �� ���""����	

.��� ��� '�"���!�� � u1 �� S$ uS
1 $ �� /��� �'�%%$ ��� ���������/� �!�0%��" #�!%� ��'�����

��� ����&�!�0%��" ����/��!�	 ��� ��'�%��� ����&�!�0%��" ����  �� ��� ���� #��� R = 1.05

�� ���#� �� 1�"!�� �	2$ �� �� �%�� #���� �����" ���� � R = 1$ �%% �� !������� ������ *B1$ B2

1�"!�� �	2) ��'�%��� ����&�!�0%��" �����  �� ��� ���� #��� R = 1.053 B1 ��� B2 ��� ���
�� !������� ������ � ��� 4��� ��� ������ '���� ��������/�%�3 S �� � ��������� �� !�������
�����	 ��� ���������/� ����&�!�0%��" ���� �� !�����%� �/�� ���!"� ���� �������� '���� ���
����%�	

��� S+ ���%���� �� ��� ��'��!�� �� !������� �����$ #���� ����� ��'� �� #��� ������� ��

�� � ����%� �����' �� ��� ���� �� ���%��� �� !�����%�$ ��� �� ����� ��� ��"�%� �������/� ��

�'��� ������� �� ��� �%����� ���"�	
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���������� �������� ��� �� ������� �� !��" ����������# $�� �%�!&�� ���������� ����!��#

��� '��( ������# �"��� ����� �(����# ���)��� &�����# �� !��"  �)����� ��� � �$ �(��*'���� 

���������� �� ������� !�������� +����(����� , -�����# ��./0 �(�!&��� , ����# ��.10

����# ��23# ��2�0 4�����# ����0 5����� �� ���# ���.0 ���� , 6� ��# ���20 6� ��# ����0

�������# ����0 ������� , ����# 7///0 ��(�) , 8�"������# 7//20 9��:�� , ���!�����#

7//��#�0 ;������ , 6� ��# 7/��0 6� �� , 4�� ���# 7/�70 6� �� , <����# 7/��0 6� �� ,

9��# 7/��0 5������ �� ���# 7/�=0 >��(������ �� ���# 7/�30 6� �� �� ���# 7/7/�?	 
� &���������#

�(�� &(���!���� (�� ���� ��� �� �� �(� �����%� �$ &��������� ���"� !�!���� ���������"

�������" +8���� , 6� ��# 7//��0 6� �� �� ���# 7/�1�0 ;� , 6� ��# 7/�.�0 6� �� ���# 7/7/?	

��� ������ 	
���
�


� �(�&��� 7# � �����' �$ �(� &������� �������( �� ���"� ����!�� �� &������� 	 �(�

������� '��� �� �(� �������� �������� ��(������ �� ����� ��� @���# �� $���(�� ��� ��� ��

�(� &���*�������� ��(������# $�� �%�!&�� !� � �����������# �!&��$������ ����������" �� 

 ����!����� �(� ���� �&��!�! &����������� �����# ��� �����'� 	 -�" ������ '��� �� �(�

�������� �� &���*�������� ��(������ �$ �(� ������*��" �� !����*��"  ����"*�"!!�����

&��������� ���"� ����!�� ��� �����'� ��  �����	 
� &���������# �(� ���������� �� �(�

����������� �������� �$ ���"� ����!�� ����� ����"����� �� '��� �� ��!������ !� ������ �� 

&("����� �%&���!���� ��� �����'� 	


� �(�&��� 1# � !��(������ !� �� �� �!&��"� ��  ����!��� �(� ���������(�& ���'���

&����������� $����� '��(�� ���"� �� �������� �������� ��� �	 �� �� �(� '��� �" ��$�A

�� ��� +��.�?# � ���������(�& ���'��� �(� ��������" �&&��� &����������� $���� �� �(� ��������

�������� ��� �� ��������(� 	 ��'����# ������ �$ �(��� ������"  ������� A���� �$ ��(������ ��

��$�A �� ��� +��.�?# �'� �$ �(� �(��� A���� ��� ���( ���* ��� � ���� �'� $���(�� ���*A����

�$ ��(������ �'��� �� �(� �)��� �$ �(� ���$*'���(�	 �(� &��!��" ��! �� �� ��!&��� �(�

����!��� ��� � �$ �(� ��� �� ���"� ���!*����!��# ������� ��!�������" $��! �9�B�8#
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���� ����� �������� �������� ��� ! ������� "��# ��� ��������$ %��!���� ����$����� #� ��

�� ���  �&����� '���! �" ����(����	 ���! �! �� !�� $ ������� ����� �! ��$ !����)���� %�!�*

�������� !�������+ �� �� �! �� "���  ����#��� ���� ����� �! ���!� ������ %�!�*��������

��!��(� �!%������$ �� ������(��$ ������ %��!���!!��� ��(��!	 
� �  �����+ �� �! ��(���� ����

�� ����� ��� ����� �" ��� �%%�� �� ����� ���!!��# ������! "��# ����$ ��� ��(� � ����)����

�&���+ ��� �� �,��!!�(� �� ������ �� ��� ���!!��# ������ ����� �! ��!� !���� �� %��#���

�����$ ��!����� %�!�*�������� ����(����	 -�����$+ �� �!  �#��!����� ���� ���!� ������!���!

 ����#��� "��# ��� ������� #��������� #� ��+ %��(� � � ��� �!��#��� "�� #�,�#�'���

��� ��� *����$��� ��%����$	 ��� !�� $ ������ ���� ���%��� ��! ���� %����!�� �� .� �� ���

/0��12	


� ���%��� 3+ �� ����$����� #� �� �! "��#����� ��!� �� !#���  �4������ �!!�#%����!+

����� �����! ���  ����� �(�������� �" ��� �������� ��� ! "�� ����  ����$*!$##����� �� 

#���*!$##����� �������#���! �� �� %����$ �,��� ��#%��!!���	 ��� !�������! �" ��������

��� ! ��� ������� �$ !��(���  �&�������� �5������!+ �� � !�#%��)� ���!� "��# �5������

�! !��!�5�����$  ����#��� �!��� �����!!��� ������5��!	 ���!� !�������! !��� �,�������

�����#��� ���� ��� �������� �����(����! "��# ����$!�! ������ �6�7�8	 ���! !�� $ ��#!

�� !�#%��"$ ��� %����!! "�� ����������� ��� ����������� �%��#�# %��!���!!��� "���� %��!���� 

�� ���%��� 9+ �� ������! ��� %��(���!�$ ����!!��$ ��#������ ����$!�! ��  ����#��� ������

�������� ��� ! �� �� �#���� 	 :����(��+ ��� ������� !�������! "�� �������� ��� ! ��� �����

�!� ��  �(���%  �!��� #���� ! �� ���%��� ;	


� ���%��� �+ � ��������� ����$����� #� �� �! %��!���� + ����� �#%��#���! ��� ��$�����<

���' #���� �� ��%��!��� ��� ���#��������$ ��������� #��������� ����(���� �" ��� !��$� 

���#*����#� �! � #����* ����� �" "��� �# /:
�-2 !$!��#	 6�� ��� �" ��� #��� #�#���

�� ��� ���!!��#! �! ����� � + �! �! ��� �,%����� ��!%��!� �" ��� %��!���!!� ����� !��$!	

6��#*����#�! ����  ����$*!$##����� �� #���*!$##����� ���!!��# �������#���! ���

��(�!������ �� ���#! �" ����� �������� �������� �� %�!�*�������� ����(����	 ��#������

!�������! �" ��� ����$������$  ���(� �5��������# �5������! ��� ������� "��# ��� ��#��*
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���� ������������ ��� ����������� ������� ���� !"� #
����� $ ����%��& '!��(	 � )� 

*����� �� ��)���������) �+�� ��� ����%����, ��������� -��+ )��, )��������� ��� ����� �� �+�

��)� �������� ����� )+�-���& *���������.��,& +�- �+� ��)� �������� ���/�� �� �+� )��,��

���% ����%�) ��� �� ����)���%�� ���% ����� �����%������, ����),%%����� �� ),%%�����	

0����.��& �� ���%) �� %��� ),%%����� )��,�� ���% ����%�)& �+� �1��� ���% �+� .��,���

���)���))��� ��.��) ������� �� ��1����� �������� %���) �) ��.�)������� ��� �+� /�)� ��%�	 �+�

����,����� %���� �) .���/�� �����)� ��������� 2� %�������� ��.������ -��+�� �3�4�5&

-+��+ +�) ���� )+�-� �� �+� ���������� �� ���.��� �� �6������� ����+%��� -+�� ��%�����

�� ���� �+,)���� �6����%���) #�)����� �� ���& '!�'(	 �+� ��.�)�������� ���)����� �� �+��

�+����� +�) ���� �����)+�� �� 7� �� ��� #'!'!(	


� �+����� 8& ��%������ %����) ��� �%���,�� �� )���, �+� )��������� ��)���)� �� �% 

������� )��,�� ���% ����%�)	 3��+ �����, ),%%����� ��� %��� ),%%����� ),)��%) ���

�6�%����	 ���+���+ ������� �+�����) ��.�)������ �+� )�������, �� �+�) ),)��%& �+��� ����)

-�) ���, �� )��,�� ���% ����%�) -��+ 9�������: ���%�����) ����� � ��%�������� �� �6���

��%���))��� ��� )��� -���+�	 �+� )���, �� �+����� 8 ��.�)������) �+� )��������� ������ 

%���� �� �%������� )��,�� ���% ����%�) ����� �6��� ��%���))��� �� ���;������� -��+

�+��� )��� -���+� ��%�������,	 
�1����� �%���������� ��%��������) ��� ���)������ ��� �� 

�������.� ��������& ��� �+� �1���) �� �+� )��������� ��+�.���� ���% .��,��� ���)���))���

��� ��� ��%������ ��.��) ��� ��.�)�������	 �+� ����%�% ���)���))��� ����� ��� ����%���

)������+& �������� �� �) �+� ���� ����%�% ���)���))��� �����& �) �����%���� ��)�� �� �+� �� 

��%��� ���� ��+��.�� ��� �-� ��)���� )��������� �<�����, ���������)	 �+� ��)� )���������

�������%���) ��� ����� �� �� )������, ������ �� �+� ��.�� �� ��� ��%������	


� �+����� "& ��)�� �� �+� �������� ��)���) ���% �+� )�����) �� �+� �������� ��� ��)� 

�������� ��+�.���� �� +���=����� )��,�� ���% ����%�)& � �����%����, )���, �� ��.����

��)��� %��+��) ��� �+�) ),)��% �) ���������	 �+� %��+������, �) ��)�� �� �+� ������

-��� ���)����� �, �����.� �� ��� #'!�>(	

�+����� ? )�%%���=�) �+� �%������� ��)���) ��� ������)���) �� �+�) ���;���	 5����)����)



������� �	 
����
���
�� ��
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������	� ���� �	���������� �����
�  ��� ��� ������
��	� �� �	��� �����	� !"#$ �������	�

�	� ���
���	� ����	��% �	������	��
 ���
��& ���
�� �
����� ���� ���	 �	����������� ���

�������� �
���� �� ��� ���
�� ������ ��� ���	 �&��	��� ���� ��	������
 �� ��������
%

�	�����	� �����
�� �
����� ���	���� �	� ����� ���� �������	�� ���
 �
������ ��� 	�	��	���


����������	� ��������� �� ��� ��
������ ����� ��� ���	 �������% �	� ��� ���� �
�����


���������	� ����� ����� �	 ��� �������� ��������� �	� �������� ������� ��� ���	 �	����

������ ����	��
% �	��
����� �	� 	�������� ������ ��� ��� ������� �

�� �� ���
�� �
�����

���� ���	 ���� �� �	��������� �	��������� ������	� ���������% �	� 
�
����� �&
�����	��

���� ���� ���	 ��	������ �� �������� ��� �������	�� ���������% �	 ��� 
����	� ���
���%

���������� �	 ����� �������	���	�� ��
��� �� �������� �	 �������
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��� � ����� ������ ���� !"�� #$ #$# %&'(# )!�� &! ��&��)'$� &�� *�(+ '$�  !#� !,

"��-&��--�� -&#%�� (! �)$- ,!� &�� .�-& &')�	 ��� ��$��# �/�#&'!$ 0#- ���'��� #$� -!1

 �&'!$- 0��� !*&#'$��2 #$� &�� ��-� &- -�!0�� &�#& &�� (�'&'(#  !#� !, -'$� �1*#% -&#%��

(! �)$- (!� � *� ,!�� &')�- &�� �� �� *�(+ '$�  !#� ��')!-��$+! � 3���2 ����� !, �$1

-&#%�� (! �)$-	 ��� #$# %&'(# -! �&'!$- 0��� ���'.�� #�#'$-& "�%-'(# �4"��')�$&-2 0�'(�

-�!0�� �4(�  �$& #����)�$&	 �$ !���� &! !"&')'5� &�� (!$.���#&'!$ #$� !*&#'$ &�� )#4'1

)�)  !#�1(#��%'$� (#"#('&%2 !"&')'5#&'!$ -&��'�- ,!� &�� '$'&'# "��-&��--'$� ,!�(� #$� &��

)�)*�� (�!--1-�(&'!$ 0��� (!$��(&��	 �& -�!� � *� $!&�� &�#& &�� (!$$�(&'!$- *�&0��$

&�� (�!--#�)- #$� &�� )#'$ (! �)$ 0��� -')" '.�� #- "'$$�� 6!'$&- '$ &��'� -&��%2 0�'(�

0#- �'7���$& ,�!) &�� "�#(&'(# 0!�+2 #- -�!0$ '$ 8'���� �	�	

8'���� �	�9 �'$$�� 6!'$& )!�� ,!� # "��-&��--�� -&#%�� (! �)$ *% ��� � ����� ������	
��� �!  !0 ('�( �- ��"��-�$& &�� "'$$�� 6!'$&-	

�#-�� !$ ��� � ����� ������2 :#�(� ����;� '$&�!��(�� # -&��(&��# '$��4 P/L22 0����

P '- &�� *�(+ '$�  !#� #$� L '- &��  �$�&� !, &�� )#'$ (! �)$2 &! ��# �#&� &�� �<('�$(%

!, &�� -&��(&���	 �& 0#- ,!�$� &�#& ,!� # -&��(&��� 0'&� #  !0 -&��(&��# '$��4 �# �� &��

)#&��'# (!$-�)"&'!$ !, &�� -'$� �1*#% "��-&��--�� -&#%�� (! �)$ (#$ *� ����(�� *% �" &!
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��� �������� �� ���� �� �� ����� �� ��!��� "#�� ��� ���� $��%!#�& !��� ��� !��&��	

�!!#� '()*(+ �� ��� �� �! ,#!#��� ��!!�&� �� ������ ��������� �� �����&������� ���-���

��� ��� ���#&�. $�#!�#�& ��� ����#�& �� ��� �� ��!����	 /#0����� ���� ��� ���1#��� �#����

-�#�� ����!. ��� ��1#��� ����! ������� �#&#� -�#��� $��"��� ��� ��������� ��� ��#� ��!2

���. ��� ���� ����!�3 ��� �� � ����� "#�� ��!�#�!� $� � "��� #���������. �� ���"� #�

4#&��� �	�	 ��#� ����! ���"�� ���� ��� $��%!#�& !��� �� ��� ��� �� ��!��� ���!� $� �

4#&��� �	�5 �#&#� -�#�� ����! ��� ����������� ��� �� ��!��� $ �!!#� '()*(+	 ��!!�" �#��!��
��������� �#���� -�#���	

������ �� ��1�� �#��� !��&�� ���� ��� ��!�� $��%!#�& !��� �� ��� ����� �� ��!���	 �������

'()*(+ ����#���� ��#� "��% ��� ����� ���� ��� ��#�#��! $��%!#�& !��� �� ��� ��� �� ��!���

"�� �����&! !#�%�� �� ��� �������� !��&�� ��� ��� ��� �#������ ��� ��� 6��� �#��	

7�#�� �� ��� '()*�+ ��1�!���� ��� ���1#��� �#&#� -�#�� ����! �� ��%� $��� � �����#� ���

���#2� �����#� $��%!#�& ����� #��� �������	 ��� ���������#�& �0��� ���� ��� ��� � "��

�#��!#6�� �� ���#�& ��������. �� ���"� #� 4#&��� �	8	 ��� ��3#��� �������#��! $��%!#�&

!��� �� ��� �#�2����� �#�&!�2$� ��� �� ��!��� "�� �$��#���. "�#�� "�� 9	(9 �#��� ���

��!�� $��%!#�& !��� �� ��� ����� �� ��!���	 ��� $��%!#�& !���� �� ����� �"� ����� ���!�
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������ �	�� ��������� ���� �!����"�# �"���� "$ #%� �&���#��' ( � ( #�!�&���#��' )�'*�� �
�"��� $"� #%� �� ���!)(& �#(&�� '"��� +���#% �� ���, -./�0	

)� ��#���� �� 1�( #�#(#�2��& )& �"�2� � #%� �"2�� � � ��3��� #�(� �1�(#�" � #%(# � '����

#%� �#�3 ����� "$ #%� �(� '"��� , '�"��(��� ( � �#(&�	 �%�� �(�#�'��(� �"��� 4��� )�

��2��"��� $��#%�� � �%(�#�� 5 #" �(*� �# (����'()�� #" )"#% �"�)�&!�&���#��' ( � �" "!

�&���#��' (��( ���� #� � ��� �����& (6�(� '"�������" 	 �"4�2��, #%�� ( (�&#�'(� �"���

" �& '"��� )� (������ #" #%� �� ���!)(& �#(&�� '"��� , ( � " �& #4" )�'*�� � �%(��� 4���

'" �������, 4%�'% ������� #%(# #%� ��������� �"��� 4(� �1��2(�� # #" ( #4" ������ "$

$����"� �&�#��	

� "���� #" "2��'"�� #%� ($"���� #�" �� ����#(#�" � � ���#% �� ��� +-./�0, (�" � 4�#% #%�

��2��"��� # "$ '"���#� � �'�� '�, ������ +-.//0 ��"�"��� ( � �#� ����� # +��0 ��#%"�

#" ��#���� � #%� )�'*�� � �"(� "$ ���#����!'�"��(�� �#(&�� '"��� �  �����'(��&	 �� '�

�"�� ������� "$ $����"� 4��� � #�"��'��, #%�� ��#%"� ��� #" �"�� (''��(#� �"��#�" �

$"� )�'*�� � �"(��, ( � #%� �����#� �%"4�� �6'���� # (������ # 4�#% #%�"��#�'(��& �6('#

�"��#�" �	 �# 4(� (��" $"� � #%(# #%� )�'*�� � �"�� �%(�� "$ #%� �#(&�� '"��� ���  "#

" �& '"������ %(�$!�� � ( � $���!�� � 4(2��	 �%�� ����(�'% 4(� #%� ���# #" � #�"��'� ��
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��������� �� ����� ��� ��� ���� !"������ �# ��$%�� �%�����	

&����%$ '()��* !"�!���� $� $�$�%���$� ����� �� ��������$�� ��� �"����$� ��� ���� ��$� �#

��� ������+�$% ��$%�� ������	 ,"���$"% ��-�"����$� �.�$����� /�"� ������ �� ���$�� ���

��������� �# ��� ���� ��$��0 $�� ��� "������ ���/�� ��$� ��� ��� ���� ��$� �# ��� ��$%��

������ /$� �����1�$���% �����" ��$� ��$� �# ����$%�� �������0 $������� ��� $����!����

�# 2�"� !"���"������ #�"��� /$� $��!���	 ��� �-���� #"�� ���� $����!���� /�"� �������

�% ���!$"��� ��� "������ #"�� !�%���$� �3!�"������ /��� $�� /������ !"���"������ #�"���0

/���� ���/�� ��$� ��� ������ /��� 2�"� !"���"������ #�"��� !�������� $ (�4 �� �54 ��$���"

��� ���� ��$� $� ���!$"�� �� ��� !"���"����� ������	

��/��� 6 �����$�� '()75* ��������$��� ��� ��� ���� ��$� �# ��� �%!�� �# ��$%�� �������0

$ ������ �# /���� �� ������"$��� �� 8���"� �	9	 � ���#+������!�� !�$�� #"$�� ���!���"

8���"� �	9: ��� ���/ �# ��� ;���� ���/��� ��� �$�� �����" $�� �"���$"��0 /��"� N =
{3, 4, 5, 6...} �� ��� �����" �# �������$� ��$% �"$��� #"$��� �.�$��% �!$��� "���� ��� ����
�%����"��$� �$�� �����" '��/��� 6 �����$��0 ()75*	

!"��"$��� #"�� ��/��� '()�)* /$� $!!����	 <������ ����� ������!���� /$� $��!��� $�

��� �!����2$���� �$"��� �� ��$��$�� ��� �=�����% �# ����� ��"����"��	 8�"���" !$"$���"��

������� #�" ��� �$"%��� �"���$"� ������� $�� ;���� �����"� /�"� ��������� �� ��/��� 6

�����$�� '()79*	 &$��� �� ����� ������!����0 �!����� ���1��"$����� /�"� !"�������0 $��

�-���� #"�� ��� "�����$� #�"��� /����� ��� ��$%� /�"� �������	
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�� ��� �������������� ����������� �� �� ����� ���� ��� !����!�� "�!#���$ ���� �� ���  ��%��

!����� ��  ����$�% ���#�� �� ��� &�� ���  ��$ ��'�� 	 ����'��� ����( �� ��� )*+,+- &��.

 ����� �� ��&������ �������� ��& "������ ��� &�� ���  ��$ ��'�� ��� ��� !����!�� "�!#���$

���� ��� ��� /� � ����	 ��� �������� ��& �� ��&�� ����� "% ��� (���� "���'���� ���� ������

�� 0�$��� �	�� ��� ��� �&����� &�� ���  ��$ ���!�� Topt� �� ���  ��$��."�%  ��%�� !�����

0�$��� �	�1 2��� �� "���'���� ��� &�� ���  ��  ��%�� !����� 	 ��� �" !�  � � ��� �&&����
&�� ���  ��$ ���!� ������ ��� !�"��  ��% T ��� ��� �������� � ��� !����!�� "�!#���$ ����
PC	 ��� �������� ��& �� /� � &�� ����� �� ����( �� ��� )*+,+-	

�� �"������ ����%��!���%	 ��� ����� (��� �� "���'���� ��� ��� &�� ���  ��  ��%�� !�����

���� ���� ������/�� &��'��� �% )����( �� ���� *+,+- ���� ��� 1

���� � 3 ��/��� ����� ��� ������� &�� ���  ��$ ���!� ������ ��� !�"��  ��% T = [0, Tmin]�

����� ����� �4��� !��&��  ��� ��� &�� ���  ��$ ���!� ������ ���  ��% � ����� ��

�������% "����� "�!#���$ �!!�� ��� ��� !����� "�!#�� �� ��� ����� ���� �� ��� "���

!������ ���!�1 PC = PE	

���� � 3 ��/��� ����� ��� ������� &�� ���  ��$ ���!� ������ ��� !�"��  ��% T = [Tmin, Topt]�

����� ��� !����� "�!#�� �"�'� ��� ����� ����  ��!� ���  ��% ���  ���� ����� )�

����!��- ��� ��� ���� ��� �4��� ���� � PE	 5�" �6�����%� ����'��� ��� !�����
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������� �� ���� �� ��� ����� ������� �� �������� �� !�����"# ����� PC = [PE, P
C
max]	

���� � $ ��%��� &���� ��� ������� !����������' (���� &����� ��� ����� ���"� T > Topt# &����

��� ���� � ������� &���� ����� �� ����� ������� &����� ��� ����� ���"�	 ��&�)��# �����

���������' ��� !�������� ����������  ��� !��*�� !������� �� ���  ��� ���� �# ���

�������� ���� ������� �� T �� ���������# �����+ PC � PC
max	

��� �!�� � !����������' (���� �( ��� ���"�� ��� *���� � �� ��)����'���� �� ���!��� ,

����' �� ����  ������	 �� ������ �� ����� ���� ��� �������� �������' ����� (�� ��� ������

-���� ����)���� �� ��(�- �� ��� ./�0�1 ��� ���)� �� ��(������ )����� (�� ��� ����� �( ���

��������� ��� �( (����� ����'� �����# ��� �� ���� ��� ��2��� ��� ��������� ��2������ �(

'�� ����� � !��(�������# �������� ��������# ������*����� �3���� ��� !���*�������' ��������"	

���' 4 �� !�� ./�5�1 ��)����'���� ��� �3��� �( �� ������� ���*�(*�����'������ � !��(������

�� ��� �������' ���� �( ��� ���'��*��" ���"�� ���� �# ����' ��� ��������� %���� ��� ���

.6�1  �������' !��!���� �� �� !�� ./�001	 ��� ������� ���'�� ��� ���" ��� ���� &���

���!��� �� ��� )��"��' !��� ����� (�� ��� ��3����� ���%'�������� �( ���"�� ���� ��	 ���

������� ���&�� ���� ��� �������' ���� �( ��� ���"�� ���� � &�� �������)� �� � !��(�������	

��� ��3������ ���&��� ��� �������' ���� (�� �7!��� ���� ��� ��� � !��(��� 6�  �����

&�� ���� ���� �8# &���� ��� ��3������ ���&��� ���� (�� �7!��� ���� ��� ��� !��)����

!��(��� ����"�����  ����� &�� �! �� �/8	 �� !�� �� ��� ./�591 ������� ���� (������ �� ����

)��"��' ��-�� �( ��� ������� � !��(������� .L/500# L/1000 ��� L/30001 ���� �������	 6��

��� ���� &��� ��� L/1000 � !��(������# ��� �3��� �� ��� �������' ���� ����������' )��"��'

!����������' ��)��� &�� ��)����'����	 �� &�� (���� ���� ���������' ��� � !��(������ ��-�

&���� �������� ��� �������' ���� �( ��� ���"�� ���� � ��'��%�����": ������# �� ����� &���

� !����������' (���� ����' ����� �� Tmin# ��� �������' ���� &�� ��'��� ���� ��� ����"�����

�������� (���� �� ��(�- �� ��� ./�0�1	 �� ��� � �( ����� &��� � !����������' (���� ����� ��

Topt# ��� �������' ���� ��� ��� ����� ���  �7� � )����	 ����� ����������� ��� ��������

�� 6�'��� �	;	
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������ �	�� ����������� ��� ���!�"! �# �$� %�"�� &�$������ #��� �$� �"��'����� !������"!
#��  ��#��� ��(��! )��#�% �� ���* +,-,.* �� ��#��� ��(��! �"( �/ �����"�! )��� �� �� ���*
+,01.	

�$�" �� ��� )����. ��"(����(  ��������� !��(��! �" �$� �������� ���( �# �$� �� ��#���

!�"���2&�' !��'�( �����" �!�"� �� ��(����"�* �"( �$� ��!���! !$�3�( �/�����"� �������"�

3��$ �$� ��!���! �" ��� �� �� ��� )+,01.	 4�������* �� 3�! #��"( �$�� 3$�" �$� !'�������

��(� 3�! �$� (���"�"� &��5��"� ��(�* �"����!�"� �$� ���!!��� ��"��$ �"( !��'�( (���2

���� 3���( �� ���� �$� &��5��"� ���( ��"!�(���&�'6 3$�" �$� �"��2!'������� ��(� 3�!

�$� (���"�"� &��5��"� ��(�* �$�! �"$�"��"� �7��� 3�! "�� !��"�8��"� &�� �"����!�"� �$�

���!!��� !��7"�!! 3�! ���� �9���"�	

:3�"� �� �$� ��"��� ���!��� �!!�� ���"! #�� !��('�"� �$� � �����  ��!���!!�"� #���� �" �$�

�#�����"���"�( ����������* ��������� "�"��"�����' �! "�� ��5�" �"�� �����"�* 3$��$ �$���#���

��""�� �� ��!�"� �$� ���� &�$������	 ;���� < ��(�� )��+�.  ��!�"��( � !��(' �" �$� ����

� �����  ��!���!!�"� #���� �# �$� �� ��#��� !�"���2&�' !��'�( �����" �$�� ��/���%�! �$�

���( �� ����'	 �" ��(�� �� �������� �$� �9���"�' �# �$� !��'�( �����"* �3� �"(������!* η

�"( ηs 3���  �� �!�(* �$�!�

η =
Pmax

Acfy,req
, ηs =

Pmax

Asfs,req

L/2

ls
, )�	+.

3$��� Pmax 3�! �$� ��/���� ���(2����'�"� �� ����'* �"( fy,req �"( fs,req 3��� �$� ��=����(
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����������� �� ��� ����� �� ��� �������  ��! ��� ��� ���� �� ��� ��! ���"� ��������#� "$

Ac ��! As %��� ��� �����&�������� ����� �� ��� ���� �� ��� ��! ���"� ��������#� "$ L

��! ls %��� ���  ��'��� �� ��� ���� �� ��� ��! ���"� ��������#� "	 ����� �%� ��!�������

��� �� " �����!���! ���  ��!&����"��' �������" Pmax( )�� � �� ���* ��� ����������� �� ���

���� �� ��� ��! ���"� ���� �������	 ����� �%� ��!������� %��� �!����! �� ��� ��!����

�� ��#����'��� ��� ���� ������� �����������' �����( ��! ��'��� #� ��� �� ����� ��!�������

����������! ���� �+����� ���,'��������( �� ���%� �� -�'��� �	.	 ��� �"������� ��!

��� �����	�
 �	�����
� η �
� ��� ���	 �
���	 ��� �����	�
 �	�����
� ηs �
� ��� ���
�

-�'��� �	./ �+�����" ��!������� #����� �����������'  �#� � �� 0���� 1 ��!�� 2�3�34 ����'
��� -� ��!�  ��'$ φs ���������� ��� ���" !�������	

����&�"������� )��* ��' ��!�� %��� !�,��! �� 5�!�� � ��! � ��������#� "( �� ���%�

�� -�'��� �	6	 ��� ���� ������� �����������' ����� ��� ��� ��������� ���"�! �� ��� %��

!��������! 7���������#� " ��� ��� ,��� ����( ��! �� %�� ����! ���� ��� ������� �����������'

����� �������! )" ����8 �� ��� 2�9.94 '���� " ��!����������! ��� ���� ������� �����������'

 �#� ����� �����!����' ��� �������"	 �� ������� �( ����� �%� �+�����" ��!������� ��� ��#���!

��! ���! �� �#� ���� ��� ��������� �+�����" �� )��� ��� !��) "&�"������� ��! ����&

�"������� ���"�! )���&�� ����( %���� %�  �  �% ��� �#� ������ �� ��� ���� �������

�����������' ����� ��� ��� ������� " ��#����'���! �"����	

-��� ��� �������������! ���!��� �� ��� ������� �����������' ����� ��� ��� ���' �&)�"

���"�! �� ����( ��� ���������� ��! ���� ������� �����������' ������ �� ��� ���"�! �� ���
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������ �	�� �������� ����  !"#� �$  %���&��� '��� ( "�� "�&�) %���&��� '��� � $��
&!�  �����)*"% #�� &��  ��  &"%�� ������	

+�&! &!��� *�"��! ���  "�� +"  &����� �� 
� �� ��� ,�-(�./ +!��� &!� ���  ) ��&��� �$ &!� 

 % &�� +" ���� &�"&�� *% &!� �" � �$ N = 3 �� ������ �	0	 1� 2 �"��� ,�-(3". #�� ��&�� "�

"�"�%&��"� ����� $�� &!�  &"%�� ������ +�&! &��#�� ���  "�� "���� &!� �"�� ������ ����&!/

"�� &!� &��� �#&���� #�� &��  ��� ��4�� �$ &!�  % &�� +" ��4� &��"&�� �� 1� 2 �"���

,�-(3*.	 ��� &!�  &"%�� ������ +�&! &!��� *�"��!� �� &��#�� ���  "�� / �& +"  !�+�

&!"& &!� &��� #�� &��  ��� $���� +" "##��5��"&��% 1.5Topt62.0Topt/ +!��! +"  ����7�"�&�%

 �"���� &!"� &!� �#&���� #�� &��  ��� ��4�� $�� &!� �� &  �����)*"%  &"%�� ������ ,!��!��

&!"� 2.0Topt " ��&������� �� 8"�&� 2 �"��� ,�-(-..	 
"#��" �� ��� ,�-(3. ������&�� *�&!

"�"�%&��"� "�� �������"�  &���� &� #�� ��& &!� &!����&��"� "�� &��� �#&���� #�� &��  ���

��4�� $�� ���&�#��)���  "�� #�� &��  ��  &"%�� ������ +�&! "���&���"�  &"%  % &�� / "��

�& +" "� � $���� &!"& &!� &%#� �$ &!�  &"%�� ������ +���� �*&"�� " !��!�� ��"�)�"��%���

�"#"��&% +�&! " !��!�� &!"� Topt #�� &��  ��� $����	
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��������� ��� �������� ����� ���� �� ��� !�"#���� !�� �����$ %&��� '()*+, �������-  �

 � �.��" � &�-�� �� ���-. ��� �� -/" ��.��� " � "��.$ � ���� �� � ��� !�"#���� �� -$ �0 ���

������/! . ����������- �� .�- "���&�$ ���"� � � "���� ��  ���� ����/!�"#���� ���-.	 ���

�1�"� �0 ����-� � 0��"�� ������ �� .�  �- ���&����" �&���0�"����� ���� � #�� ����  ""����	

% ��� 2 � -�� '�33*, ��������-  ���-. �� ��� ����/!�"#���� !�� ����� �0 ��� ������/! .

�� .�- "���&� �4���"���. 0�� ��� 5��� ��&�	 ��� ��&& ���� �0  ������ �0 ���� � ��� � �

 -����-  � ��� �� �� 0��"���� �0 ��� & �� "���&�$  �-  "�&!�� ���� �0 ����$ "�����  �-

���.��&� � 0��"�����  � ��� �� �� �0 ��� "���� �& � � -����&���- !. ������� ���������

-�1������ � �6� �����  ""������� 0�� ��� � �������� �0 !�"#���� "���� �& ���5���	 �����

�.��� �0 7�-� � !�"#���� ���� 0���-$  � ����� �� ������ �	)	 ��� �����. �����- ��

������ �	)8 ����� �.��� �0 7�-� � !�"#���� �� % ��� 2 � -�� '�33*,	 �.�� �8  �� �0 ���
�� .�  �� �� "#9 �.�� :8  �� �0 ��� �� .�  ��  "����9 �.�� �8 ���. ��� �0 ��� 0��� �� .�  ��
 "����	

� "� "�&������ �0 ��� �� .�- "���&� � � " �"�� ��- ! ��- �� ��� � .�����;���< &����-$

 �- ��� ����/!�"#���� �6����!���& � �� � � �!� ���- !. ������� �6����!���& �6� �����



������� �	 
��������� ��
��� ��

����������� ����� ���
� ������� �� �� ���! �"##$	 �% &�� '(�� %)�% %)� *(�%+,��-����

,�)�.�(�� (' %)� ������+,�� �%��� �(���� &�� ��%���%��� ����%� %( %)� *���%������� ��.��	

�� /(�� #! � �%�,�� *�%) &(�� ,� (,���.� ! ����� %)� �0��� ������ �%(�� �� %)� '�� ����%��

�%�%� �(�� ,� �,�(�,� ,� �%��� �% %)� �(���% (' ,��-����1 �� /(�� �! %)� ��%�+�����%���

*�(2�� &�%) � *��� (' ����- �%��� �� %( �%�,�� (� ���%�,�� *(�%+,��-���� ,�)�.�(��! ���� ��*�

� (� � ���*��%�.���! &)��) &�� ���-� %( *���%������� ��.���1 �� /(�� 3! %)� ���%��� �%���

���� %( %)� ���%���� �(� &�� �� ��*� � &�%) &��-�� �%�,�� ,�)�.�(��! ,�% %)� '(��(&���

�%��� &�� �� ��*� � &�%) ���%�,�� ,�)�.�(�� (&��� %( %)� �(�� (' �%�,���%� '�(� %)� �%��

����-�����	

4��%( 5 �� �� ��""6�$ �%� �� '��%)�� (� %)� *(�%+,��-���� ,�)�.�(�� (' %)� ������+,��

�%��� �(����� �(��� ����� ��*��'��%�(�� �� ��%����� '������ ����� ,(%) �����%���� �� 7�

�( ������	 ������%��� �%� ��� (� *���%������� ��.��� �� ��*��'��%�(� ��8�� &��� �(� ��%� 	

�% &�� '(�� %)�% %)� %��� (*%���� *���%������� '(��� (' %)� ��*��'��% �%��� �(���� &��

)��)�� %)�� Topt! ���� &�%)�� /(�� 3 �� ��'�8 �� ��� �#696$	 �% &�� ���( '(�� %)�% �%��

'���%��� �(.���� %)� '������ &)�� %)� *���%������� '(��� (� ��*��'��%�(� ��8� &�� ����%�.���

�����! �� %)� '���%��� '������ ������� (������ ,�'(�� ����)��� %)� ��%���%� �(� 	 4��%(

5 �� �� ��"#"$ �(� ��%� � �(��  �%���� �%� � (� %)� %��� (*%���� *���%������� '(���

�(��� ����� %)� ��%����� �����%����! &)��) &�� ���%�(�� �� %)�  �������(� (� 7����� �	9	

�� (� �� %( *�(*(�� �  ����� ��%)( ,��� (� %)� �'(�����%�(�� &(�-! �� �� �� ���

��"#3,$ *�����%� � �������  ����� *�(�� ��� %(  �%������ %)� �(� +�������� ��*���%� '(�

%)� ������+,�� �%��� �(����	 � ���%���(� %( �)��- �%���%����  ����� &�� ��%�( ��� ! %)��:

γM1NEd

Nmax

≤ 1.0, ��	�$

&)��� NEd �� Nmax &��� %)�  ����� �(� �� %)� *�� ��%� ��%���%� �(� ���*��%�.���!

&)��� γM1 &�� � *��%��� ��'�%� '��%(� '�(� ���(�( � 3 '(� �%���%���� �%���  ����� ��4 �;

#663+#+#! �""<$	 �)�  ����� ���.� �� �)(&� �� 7����� �	#"	
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������ �	��� ������ ����� �� ! �"#�� �� ��� $���%&'( "�# )*� +���)������� ,���, ,�!�) -"�
3Topt� $"' . �", &�*"�� �� ��"+* -�)* ! ��) ��# + ��)� �* -��� )*� )��� , "# �"+"��/
)��� � � �!+�����) �)"0�# � ,�!��	 $&' 1)����)* ��"+* Nmax/N

C ������ +���)������� ,���,�
� ����+ �#��� ) $"'	


� �� ��� $����' +� + ��# " ��- !�)* # � � )*� �)")�� �2��,�&���! � �!/3�#��� "�",0���

 � " �"&,�/�)��) �0�)�! &"��#  � " � �,���"� #0�"!�� �� !�)* #	 �*�� !�)* # � �,# &�

"++,��# ) �)�#0 )*� �)���)��", �)"&�,�)0 -�)*�� )*� � ��)���)� � +� �����( ���* "� ��)���",

) -/,��)��� "�# )���� ���� +� ����( -*��* �"� ������# )*� �"��)0 � � )- +�"�)��", +� 4��)�

 � " ����# �"&,� # !�	

��� �����	
���� 
�
�����

�,, )*� "� ��!��)� ��# ,�)��")��� �����)��")�� )*� &��5,��� "�# + �)/&��5,��� &�*"�� ��

-�)* " +��� ! #�( ���* "� +��� 6 #� �  � 6 #� �( "� +�����)�# �� ������ �	7	 � -/

����( )*� ��)��"�)��� &��5,��� !��)� ��# �� �*"+)�� � � !�)�!�� � ����� )*� + �)/&��5,���

&�*"�� ��( ����� )*� �)���)��",  +)�!�8")� � &0 ��������� �"� ,�"# ) &��5,��� , "#� � �

#�9����) ! #�� &�� !��� ��!�,"�	

1"�) : �"#�� $���;&' � �#��)�# " ��!����", �)�#0  � )*� ��)��"�)��� &��5,���  � )*�

����,�/&"0 �)"0�# � ,�!� ����� �� ! #�,,���	 �+"�) �� ! )*� �"��� -�)* )*� +��� 6 #�

�  � � �!+�����)� �( � !+,�< �"��� -�)* � !&���# �!+�����)� �� -��� �����)��")�#	 �*�



������� �	 
��������� ��
��� ��

�������� ������������ ����� ��� � �!����"� # ��$� ���% �%� &���� ' ��� � ���$ ��( ��

���((���� ���� ������� #	 �%�# ����� �%�� �%�� �%� &��� ' ��� ������� ) �%�� ���� � ��

��������� �%� ����*���$ ��( ��%�"����+ �%�� &��� � ��� ������� ��� �%� ���$ ��(  ����

�� &���� ' ��� � ���� ��������  # � ���) ���������"� ���$ ��( ��������� �%� ����*���$ ��(

��%�"����) �� �%��� �� ,�(��� �	''	

��� ���� � ��	
���
�
 ��� ��������
�� 	��� ��	
���
�


,�(��� �	''- �.�� ������ ���%� ��� �%� &��� ') &��� � ��� ���������"� ���� �� /���� 0
����� 1�223�4+ μ1 �� �%� ��� � ������ ��� �%� &��� ' ������������) %���� �%�� μ1 = 0) �%�
�� # ������������ ������� ������� �%� �%��� �� ���� &��� �	

����� �� ��� 1�2'5�4 �������� � ���� �6��  ��$ ���� �� ����# �%� ���������"� ���$ ��( ��

�%� ���( �*��# ���#�� �� ��� ��� #����  #) �� �  �������� �� ,�(��� �	'�	 � ���#�� �� ���

��� ����  �� �# ���� ��(��  ��$� ���% �%� �%��� ��(���� �� �������) ��� �%� ���������� �!���

���� ���#� ��� ��������� ��� ����  �� �# �%�  ��(������� ��� ��������� �����(�	 �%�

����*���$ ��( ��%�"���� ��� �������� �# �� "��( �%� ��� ����� �.�� ������ �.�������	 ��

���������"�  ��� ��� �����"�� �� �%� �.�� ������ ���% �� # �%�� &��� � ��� ������� ) ��

�%��� �� ,�(��� �	'5	 �%��� ���� �� ���"���� �%�������� �"������ �� �7� ��� �%� ,� ���� ��

�� /���� 0 ����� 1�223�4	

8� 0 ����� 1�2'9�4 ��������� � ��� ����� ��� #���� ���� ��� �%� ����������� ���#��

�� ��� ���% ���� � ��������� � ��( �%� �� ���  ��(�% ����� �� �%� ��# ��(%:���; ���%��	

&��� ����������� ��� �%� ���������"�  ��� ���� �����"�� �7� ���� # ��� �%� 6��� ���� �� �%�
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������ �	��� ����� ���� ����� �� !" # � "$�� �" � �#��� �� ��� %�&�'#() Q1* Q2 # � Q3

#�� ��� �� ��#��+�� ,����� #��" ��",��-� � ��� �#���#� $� ��"$�#,�.� �"	

��� P ������ Q1 �	� Q1 ������ Q2

������ �	�'� � ���#,��/� -�,!�� � "��� � �#��� �� ��� %�&�'#() %#( ��"�0-�,!�� � ��0
"$� "� "���� �  ��.#��"�� ��#� p $������ #�#� "� Q1 # � %-( Q2 $������ #�#� "� Q1 1��
��� ��",���� "���� .����	 ��� � S1 �" ��� ,����,#� -�1��,#��� $�� �* �����#" $�� �" S2 # �
S3 #�� "�,� �#�2 -�1��,#��� $�� �" � ��� $�"�0-�,!�� � $#��" �1 ��� # ��"2..����, # �
"2..����, .���" ��"$�,��/��2	
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������� ������ ����� ��� ���� �! �� ��� �" � ���#�� "�� ��� ���$$"��$ ���� ��������

�%�� � ��&	 ��� #�$�"���  ����"�� '� �#�(� �! ���"' �#�� ���� )���� *#�� �!+ "�� )$�"( �!+�

�"$ �� !!���� �� �! �� $�"& $�"�(�� �!� "$ $����  � , !#�� �	-.	 ���$� ��$#��$ $����� ��"�

, !#�� �	-./ ,#�� ���"�  ����"� ��/ ���� *#�� �! ���� 0��� � �� 0��� - "$ ��#�� �& 1#
2 �"��� 3�4-5"67 P  $ ��� "% "� ��"�� � �� u1 "�� u2 �� �! ��� ���"� "��� �#��$	

����  ����"�� �� �"$ ������  � $�"&�� $&$���$� "�� '"� �"��� ��� �����#$ ��$ �� 8" �� 2

�"��� 3�449�6 "�� �"��� �� ��� 3�4-:"6	


 �� ��� 3�4-�6  �'�$� !"��� ���  ����"�� '� �#�(� �! ���"' �#� �� ��� $�"&�� ���#�� � ��

� �;��������� ����� ��"��� ���$$"��$� ���� N = 3  � , !#�� �	.� "$ $����  � , !#�� �	-<	

���& ��#�� ��"� ��� ��� �"$�$ � �� ��� �#�� 0��� �  �������� ���  ����"�� '� �#�(� �!

��#�� ��� �� �� !!���� "#���"� �"��& ���� ��� ���$$"��$ ���� � �;��������� �� ��� �" �

���#��� �� ��  ����"�� '� �#�(� �! ��#�� �� �� !!���� "#���"� �"��& ���� ��� ���$$"��$

���� � ! ��& ��������� �� ��� �" � ���#��	

�� "�� � ��� � ��"� 2 0"��"��( 3�4-56  �'�$� !"��� ��� �� � �"� �#�(� �! ��"�$ "�� ��$�;

�#�(� �! ���"' �#� �� $�" ���$$ $���� $�"&�� ���#��$ � �� ��!"��$ �� �= "�� := !������ ;
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������ �	��� ������ � !�"# $��% &�#'� ##����� �%��� (��#�% �� ))��") �# 
� �� ��� *�+�,-	

��!!� �#� "������!!� # #!�#��� �#�!�)�) $��% �"&��.���� #) �)�#� �/�0� ) .�$���	

��� �����	
���
� ����	��

�&��� .� " �%� �#�!�����! �#� #�"�����! )�����) �# �%� �. ��"�#�� #�� !���������1 &%�)���!

�2&���"�#�) %�3� (��# � #������ )�#�� �%� ���+) � 3�!����� �%� ������! � #�!�)� #)	 4�"�%

5 ��!!��") *���+- ��)��� �%� )����� � !�"# $��% (�& �)1 �) �!!�)������ �# ������ �	��	

6�)��  # �%� 3����#� N 3�!��) )% $# �# ������ �	7 *� $) # 5 ��!!��")1 ��,+-1 ( �%

)�""����� �#� �#��')�""����� (��8!�#� " ��) $��� �#3�)�������	 �� $�) . �#� �%�� . � �%�

�"&��.��� )�)��")1 �%� ����  &��"�" &��)���))�#� . ��� $�) )�3���! ��"�)  . �%� �%� ������!

) !��� #1 �#� �%� (��8!�#� ! �� $�) �+9 (�! $ �%� �%� ������! ) !��� #	 
�# ��������%�"

�� ��� *�++�- � #������ .���%�� �2&���"�#��! ��)����% )����� � !�"#) $��% (�& �)	 �%��

. �#� �%�� �%� )��� ���"���� �#� �� ))��" !�#��% $��� )�� #�!� !�#8�� � �%� ! ��'������#�

��&�����  . )����� � !�"#)1 �#� � "&���� � �%� )�#�!�'(�� )����� � !�"#1 �%� �:���#��

 . �%� )����� � !�"# $��% (�& �) *��;#�� �) �%� "�#�"�" )���! � #)�"&�� # . � � ��3�#
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������ �	��� �����������  � ����������! ��"#�! $ %��� &��' (�� !� �� )��"' * ��%%�"��
+�,,�-	

% "!.$"��#��� $"�"$��#- & �%! ��$��"�� (# ��/	

0� ��"�1 �� ��� +����2 ���3- $ �!�$��! " ������  4 4�%%.�$"%� �����������  � 12 m ����%�.("#

����������! ��"#�! $ %���� &��' 90 mm !�"����� ��"#�2 "�! �'� �"�"�����$ ���!���  � ��"#

!�"������2 $� ��"�� %����'�2 ������������ %�5�%� "�! �����4�$�� �� &��� $ �!�$��! �����

�� � !�%%���	 �'� ����%�� �' &�! �'"� �'� ��"#� & �%! ��$��"�� �'� % "!.$"��#��� $"�"$��#

�����6$"��%#	 �'�# "%� 4 ��! �'"�  �%# ��5�����"���� �%"���$ (�'"5� �� &"� ��7$���� � 

"�"%#�� �'� �%���"�� (�'"5� ��  4 �'� ��"#�! $ %���  &��� � �'� '��' �%��!������	

8� 4�� �� ��� +����- $ �!�$��! �3 4�%%.�$"%� ����������� � ��5�����"�� 9 !� � +�#����.

��$-2 9 !� � +"���.�#������$- "�! �����"$��5� (�$:%���  4 �'� ����%�.("# ��"#�! $ %���2 "�

�' &� �� ������ �	��	 �'� ����������"% ����%�� 5"%�!"��! �'"� &'�� �'� 9 !� � (�$:%���

&"� $����$"% "�! �'� (�$:%��� % "!�  4 9 !� � "�! 9 !� � &��� ������$"%%# $% ��2 �����.

"$��5� (�$:%��� & �%! (� ��������! +�"!�� �� ���2 ���;"< ="�� * �"!��2 ���,(-	 �'��

���%��! �'"� �'� !����� ���' !2 &'�$' "! ���! �'� 9 !� � (�$:%��� % "! "� �'� % "!.

$"��#��� $"�"$��# &'�� �'� 9 !� � &"� $����$"%2 &"� ���"4�	 �'� ������$"% ���!# �����

�� � !�%%��� 4 %% &��� �'��� ����������� &"� ��������! �� 8� 4�� �� ��� +���;- "�! &"�

���! � !�5�% � �'� !����� ���' ! �� �"!�� �� ��� +���;(-	
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������ �	��� �������� ������ �! "�#� �$ "�#� � %�# ��&��%�&�'� (������� !��) &*� �+���,
�)��& �� - �!��� �� ��� .�/��0	

1���% �� ��� .�/�20 %� � ���#��&�# !���, �%�� &� & �� 12 m  �����,(%3 ��� &��  �#  &%3�#

����)� 	 ��%�& !��) &*� %!���)��&����# �%�%)�&�� $ ����)� ���  , ��&��� %��% %�#  &���

��%#� 4��� %#��&�# % &*� '%�3��� �%�%)�&�� $ %�# *��*  &����&*  &��� 4% �����#�# .�%���

5 67�&*��$ �//20	 �*�3 !���# &*%& &*� ��%#,�%��3��� �%�%��&3 �! &*�  &%3�# ����)� 4% 

 &�����3 �����# &� &*� ����)� ���  , ��&��� %��%$ (�& &*� *��*  &����&*  &��� #�# ��& ���� ,

 %���3 �)���'� &*� ���!��)%��� �! &*�  3 &�) ��� �#��%(�3 �4��� &� &*� *��*  ���#����  

% )��&����# �� 8� ��%�9� �� ��� .�//:0	 �*� 4% (��%� � &*� (������� ��%# 4%  &���

4��� (���4 &*� )%&���%� �%�%��&3 �'�� 4�&* &*� ��� �#��%(�� �����% � #�� &� &*�  3 &�) �!

���  %�) %�#  &%3 	

��� �����	
��� 
���
��

�*� �*%�&��  �))%��;�# &*� �+� &��� ��&��%&��� �� &*� (������� %�# �� &,(������� (�,

*%'���� �! &*� ��� &��  �#  &%3�# ����)�	 �*� (������� ��%#$ ��&��%�&�'� (�������$ �),

���!��&���  �� �&�'�&3 %�# &��� ��&�)�) ��� &��  ��� !���� *%'� (��� ��'� &��%&�# � ���
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���������� �� ���� �� �� ��������� ��� � ������ �!��"������	 ����#�"$ ��� �% � � �%�"�&

��������� "����"� ��"' �� ����(���� %�" #�"����� ���)�"� � �"� � � ��"������� �% � �

���%&���� � ��� � � �!��� ���� �"� ��������"	 *���� � �"� �� � ��������� ������ %�" #�"�

���� ��"(�� �� )� (��� �� � �  �"�+����� ����� �� � ��� �� ���("� ,	�$ � � �"����� ��(�� ��

�� ��#�������� ������ )���&���(��� � �"� � � �!����� ����"����#� ���� �� �� ���)�������

��� ���%&���� �	 � �"�%�"�$ �� � � �()��-(��� � ����"�$ � � )(�'���� ��� ����&)(�'����

)� �#��(" �% � � ������&)�� �"���"����� ������ )���&���(�� ���� )� ��#��������� �� ������

(���� )�� ���������� ��� �� ��������� ��� ��-(��	
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���� ����	 �� ��� 
��
��� � ����� ������������ ������� ��� ��������� ������� ������������ �����

��� ��� �������� �������� ���� �� ������������  ��� ��������� ��� 	���� �� ����!���� �� ������"

�������� ��� �����"�������� ������ ������� ��!� ���� ��!��������� ������� �������� ���

������ �����!����� ���� �# ��������� 
$���� % &����� '((��) *� % &����� '(�
�) +�����

�� ���� '(�
�� ,�� �������������� �������� �� ��������� ��� !������� ������"���������

�������� ����� ��� ��������� �� ��� ����"������ ��� ��� �-��� ���� ��� ���������� ����!���

�� ��� ���� ���������� ����� �� � ��������� ������ ��� ��� ����"��������� ������ ����"

������� �� ����	����� ������ .� ��� ������� �������� ���������� ��������� �� �������� ��

��������� ��� ������������� ������� ��� ������������ ������� ��� ������� �-��� ���� ��� ���

�������� ������ ������ ��� ���� ����"������ ��������� ��� ��� ������ ,���� ���������

	���� �� ����!���� ��� ������/�� ���� ��� �� ����� ���� ��!��� ��� ���"	���� ���� ������ ���

�������� �������� ���� �� ��� ������� ������������ ����� ������� �� ��� ���� �������  ����!���

��� �������� ����� �� ��� ������� �������� �!������� �� ���������� ��������� �# ���������

��� �������� ���� ����� �������� �������� ����� �������� ���� ��� ��������� ���������
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� � �!�"�#��$ �% � � &���& ��� � � $�����#�� '�#�����#& �% � � �!##����� ���&���#��

'#�&�#�&&�� &����� "���(���!�� �#� & �)� �� ��$!#� �	*	 � � !''�# ��� ��)�# �#�&&�#�

��$!#� �	*+ 
��� �!�"�#��$ ��� $�����#�� '�#�����#& �% � � '#�&�#�&&�� &����� "���(
���!��+ L �& � � ����� ���$� �% � � ���� "���(���!�� �������, au ��� al �#� � � ���$� &
�% � � !''�# ��� ��)�# �#�&&�#�& #�&'����-���, βu ��� βl �#� � � ��$��& "��)��� � � ����
���"�# )�� � � !''�# ��� ��)�# &���& #�&'����-���, ltn #�'#�&���& � � �#�$���� ���$� �%
� � &��� tn. ) �#� t = {u, l} ��##�&'�����$ �� � � !''�# ��� ��)�# &���&. ��� n = {1, 2}	
�!##�����. lu = lu1 = lu2 ��� ll = ll1 = ll2	

#����& �#� ��/��� #�&'����-��� �& %����)&+

αu =
au
L
, αl =

al
L
, 0�	*1

��� � � �#�&&�#� ���$� #���� α �& ���#��!��� � !&+

α =
αu

αl

=
au
al
. 0�	21

��&�� �� � � $�����#� & �)� �� ��$!#� �	*. � � ���$� �% ��� &��� ��� "� �3'#�&&�� � !&+

lu = lu1 = lu2 = L
√
α2
u + 1/4,

ll = ll1 = ll2 = L
√

α2
l + 1/4.

0�	�1
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��� ���� ������ ������� ��� �  !"�#$� �!%"�"� Ec& '�!��(��'��!��� ���� Ac ��% ��'!�%

�!���� !) ���� Ic ��!"� ��� �*�� !) ���%��#	 �!�� "++�� ��% �!,�� '�!������ ��� ���"��%

���!"#�!"� ��� '"����� ,!�- �! ��.� ��� ����  !"�#$� �!%"�"�& '�!��(��'��!��� ���� ��%

��'!�% �!���� !) ���� Ea& Aa ��% Ia ���+�'��.��/	 0!��!.��& �!�� "++�� ��% �!,�� ���/�

��� ���! ���"��% ���!"#�!"� ��� '"����� ,!�- �! ��.� ��� ����  !"�#$� �!%"�"� ��%

'�!��(��'��!��� ���� Es ��% As ���+�'��.��/	 ��� �*��� ���1������ !) ��� ���� ������ Kc,a&

"++�� '�!����� Kau,a& �!,�� '�!����� Kal,a& ��'� "++�� ���/ Ksu ��% ��'� �!,�� ���/ Ksl

��� ���+�'��.��/ %�2��% �� )!��!,�3

Kc,a =
EcAc

L
, Kau,a =

EaAa

au
, Kal,a =

EaAa

al
, Ksu =

EsAs

lu
, Ksl =

EsAs

ll
. 4�	56

�� �%%���!�& ��� ��%�"� !) #/����!� )!� ��� ���� ������ �� %�2��% ��"�3

rc =

√
Ic
Ac

. �����

�� �	 
��
���� ���� ������ �� ���� ����� ����� �� ���� ������  ������ �� ���� ������ !"�

#�		�#!��	� ��!���	 !"� #������$� �	� !"� $��	 $�$��� �%�$�	! ��� ����$�� !� �� ��&���

�"����� !"� #�		�#!��	� ��!���	 !"� �!�' #��%�� �	� !"� $��	 $�$��� �%�$�	! �	� !"�

#������$� ��� ����$�� !� �� 
�		���

(! �"��%� �� 	�!�� !"�! �%!"��&" !"� #����	! ���� #�	������ ����	!��%%' � !��)��$�	���	�%

��*� �'�!�$� �	 ���%�!'� �! �� � !"���)��$�	���	�% ��*� �'�!�$� !"� ���$)#�%�$	 $��! ��

��

��!�� �' !"��� �� $��� #������$ �%�$�	!� !� �� �!��%� �	 !"� !"��� ��$�	���	� �	

�%!��	�!�
� �!��!�&' �� !� �	!����#� %�!���% ���#�� ��!���	 !�� ��+�#�	! 
��
� !� ��#�����

!"� %�!���% �,�#!�
� %�	&!"� !� �
��� ��#�%�	& ��! �� 
%�	�� �	� !"� 
���%�$ ���%� ����	!��%%'

��!��	 !� �* �	� !"� #����	! $���% ���%� �� 
�%�� �	� #��#�$
�	! !"� 	��� !� �	#%���

�$
����#!��	� ��! �� !"� 
%�	��
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��� ����������� ������ ���� !"#$�% ��$�&�� ����&% &� $%��� ��%�&%'( ���"$'� ��� �!�&"% ")

��#) *�&'��( &% !"%+$%!�&"% *&�� �,&�# !"������&"% ���� ���#&-�� ��� ��%�&%' �&��#�!���%�	

��&� &� %��$��##� .$&�� �&/���%� )�"� ��� ���0&"$�#� ��$�&�� ����������� ������ !"#$�%�

$%��� �$��#� �,&�# !"������&"% 1��)�2 �� ���( 34�45 
�&�" 6 7����( 899:5 ��")��" �� ���(

89385 ;$ 6 7����( 893��<	 ��%!�( &� &� %�!������ �" ��-%� ��� ��"���� #"��&%' ��.$�%!�(

�� '&0�% ��#"* �%� �������%��� &% �&'$�� �	8=

���� � 7&�� %" ��� ��%�&"% ���#&�� �" �## ��� �����( "*&%' �" &�� ��#) *�&'��( ��� ������

���$��� � !$�0�� ��"-#� �&�&#�� �" � �#�&% ����	

���� � � ���!&-! ���������&%' )"�!� &� &%��"�$!�� *&��&% ��� #"*�� ����� �" !"$%����!� ���

��#) *�&'�� �/�!� �%� ��� �&����% 0���&!�# �&��#�!���%� ��!"��� 2��" ��#��&0� �" ���

�$��"���	

���� � ���&�&"%�# ���������&%' )"�!�� ��� ���#&�� *&��&% �## ��� ����� �" &���"0� ��� �$!> 

#&%' ���)"���%!� ") ��� ������	

���� � �&%�##�( �% �,&�##� !"������&0� #"�� &� ���#&�� $%�&# ��� ������ )�&#�( $�$�##� �� �

!"��&%��&"% ") ��%�&%' �%� �$!>#&%'	

�"� �"��##&%' �$��"���( ��� )"##"*&%' ���$���&"%� ��� ����=

3	 �## ��� ��?�!�&"%� ��� ��#��&0�#� ���##( �#��"$'� ��� �/�!�� ") %"%#&%���&�� )�"� !"� 

�&%&%' ��%�&%' �%� �,&�# !"������&"% ��� &%!#$���	

8	 �## �����&�#� ��� #&%���#� �#���&! �&%!� ��� '�"����&�� ��� 0��� �#�%��� �%� ��%!� ���

����&%� ��� '�%���##� *�## ��#"* ��� �&�#� ����&%	

�	 ��� ��#) *�&'�� ") �## ��� ����� &� !$���%�#� %�'#�!���( �&%!� ��� $%&� #�%'�� ��#) *�&'��

") ��� ����� &� #��� ���% 39@ ") ��� ��&% ������ &% �"�� �"��#�	
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������ �	�� �������  !�" #�� !$� "�� !��  ��  !�%�� &��'()�*�'�	 ��  !�" +,�- �**  !�% 

��� �  �'�� !� ��'���  !����$!. T0 � !$� #��)� /�!$�� !$� *�/��  !�% ��  !�" +. ww,m � !$�

'��( "�� 0��!�)�* �� "*�)�'��! �#!�� �""*%���  �*#(/���$! ��� Tl,w = Tl1,w = Tl2,w ��� !$�

"�� !��  ��� #��)� /�!$�� !$� *�/��  !�% !� )���!���)! !$� '�� "��  �*#(/���$! ��1�)!���.

Tu,i = Tu1,i = Tu2,i ��� Tl,i = Tl1,i = Tl2,i ��� !$� "�� !��  ��� #��)� �""*��� /�!$�� !$�

�""�� ��� *�/��  !�% �� "�)!�0�*% !� �'"��0� &�)2*��� "��#��'��)�. P � !$� )�'"��  �0�

�3��* *���. Tl,R = Tl1,R = Tl2,R ��� !$� �� ����* !�� ��� /�!$�� !$� *�/��  !�% /$�� !$�

 % !�' &�)2*� 	
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�	 ���� ��� ������� !��  �  ��"#$%&�$  � �#'$ �! ���( )* '�� ��� ��'+� '"� '��%,�$ �# -�

��"' !�� -%� � ��#%� ��"���	 
 , �'"�+* ���� '((�+ �! ��� ("���"��� � �� � ��� �#��"

��'+� �# &#%���"'&� ��� ������� !��  � �#'$ �! ���( .* ��� %((�" ��'+� '"� ��"' !�� -%�

'"� '��%,�$ �# �'/� 0�"# ��"���	

1	 ��� ,' � ,�,-�"  � '��%,�$ �# -� (�"��&��+ �#" 0#��'� ���� $�$%& �! ��� #(� �

,%, ("���"��� �! �#"&�� '�$ 0#��� #� -��'/ #%"	 �� �  � -�&'%�� '���" '((�+ �! ���

������� !�� '�$ ��� ("���"��� �! �#"&� � �� � ��� �#��" ��'+�* ��� , $�('� /�"� &'�

$ �(�'&�,��� #� ��� ,' � ,�,-�" "��%"�� �# 0�"# '�$ ��� ,'2 ,%, /�"� &'� $ ��

(�'&�,��� #� ��� ,' � ,�,-�" "�,#�� �"#, , $�('�  � �,'��	

3	 ���� $�$%& �! ��� '�'�+� &'� �2("��� #�� �#" ��� #(� ,%, ("���"��� �! �#"&�� '�$

��� -#%�$'" �� $�,'"&'� �! ��� 0#��� #� -��'/ #%"* ��� ("���"��� �! �#"&� � �� �

��� �#��" ��'+� ��'� &#%���"'&�� ��� ������� !�� '��'+� �2 ���	 �#��/�"* �� � �#"&�*

'�#�!� $� ��� ������� !��*  � �# �#�!�" �'4��  ��# '&&#%�� �2(� & ��+ #� �! �# ��� �5�&�

#� ���, &#%���"'&� �! #�� '�#���"	

����� ������ �	�
��� 
���	

�� ��� &%""��� ��%$+* 6� �� ���,��� 7��8 ,#$��� �!  � %��$ �# /�" �+ ��� ���#"�� &'� "��%���

#-�' ��$	 �#��#� �! ("�/ #%� �%,�" &'� ��%$ �� #� ("���"����$ ��'+�$ &#�%,�� %� �! ���

&#,,�"& '� �#���'"� ���9�
* ��� �%��":��"�#%�� -�', ���,��� �.�  � '$#(��$ �# ,#$��

��� ,' � �#" 0#��'� ,�,-�" '� ���� '� ��� &"#��'",� 7
' �# ; �'$��* .<<=-> ��#��"# �� ���*

.<)�> ?% ; �'$��* .<)�'8	 
 �&� '�� ��� ��'+� '"� ( ���$ �# ��� ��$� #� ��� ,' � ,�,-�"

'�$ &"#��'",�* ����� '"� ,#$����$ � �� ��� �"%�� ���,��� �.@.  � &#�A%�&� #� � �� ���

B�# &#,("��� #�C #(� #�	 ��� ,' � ,�,-�" '�$ &"#��'",� '"� ,����$ '� -�', ���,����

�'&� � �� ' ���!�� #� 50 mm* '�$ �'&� ��'+  � ,����$ '� '�  �$ / $%'� �"%�� ���,���	


 �&� ��� &#���&� #� -������ ��� ,' � ,�,-�" '�$ &"#��'",  � ���$�$*  �  � '��%,�$ �#

-� ' 62�$ A# ��	 
 �&� ��� &#���&� #�� -������ ,�,-�" � (� '�$ ��'+� &'� "#�'�� � ��#%�
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����������� �� ��� � ���! ���" ��� ���#$�% �� &� �����%	 �#�' ��( ��� "��� �� ���%#���% ��

%����$��� ���  ����� ��(��)� #� ��% ��(��$�%� ���* �	 ��� �&�����% ��(��)� #� �� ��� ��%

�� �� �# ��� PC
FE,T=0 �� �+	 ,�	-�.! �)� #��� ���  ����� ����$#$ �����������( /����! ��%

��� ��(��$�%� ���* � �� #��% �� ��� " ��� �$���/������ ���* �� �� ��� ����� ��� "���	 ��

��(#�� �	0! 1����� 
����� ��� "��� &���% �� ��� ��2���3������� $����% �� ���%#���% ��

����� 43� �� ��� " �� /52��(�� ��% �����������( /�����! ��% ���� ��'� ��� "��� ,��'�! 4���.

�� ���%#���% �� ���� - �� �&���� ��� ��� ����� ����5&#�' ��( &���)��#�	

��� ������	
�� ��
���	��

��� �������� �#����� �/ ��� �#����� ��� "���� 2��' �� �� ��)����(��� ��� ���#��#�� ��5

������ �� ���� �/ ���  ��%��( ����� %�����&�% �� ��(#�� �	0 &���% �� ��� �/���$�������%

���#$������ &" ��� "��( $�������� ������� ��	 
#&��+#��� "! ��� ��� "���� �6���������

�/ ��� ��5��  �% ����$#$ �����������( /����� ��% ��2 ����� %�$������ ��� &���)��#� ����

�������� 7���� ��� %�%#��%	

����� �����	
���
�� �	����	
���

��� ��� ��% �����������( /���� 2����� ���  �2�� ���"� �� ��� &�(�����( �/  ��%��( ���� 0 ��

��#������� ��� �� /52��(�� Tl,w−a! &���$�� Tl,w �� ��� ��% �/  ��%��( ���� 0 �2��( �� ���

 ��� �� �����������( /��$ ��� ��%5���������( %��� ���$��� �/ ��� $��� � �$���	 �� ��%�� ��

%����$��� ��� �6�������� /�� Tl,w−a! ��� ���#��#�� �������� ��  ��%��( ����� 4 ��% 0 ,���

��(#�� �	0. �� ��#%��%	

��  ��%��( ���� 4! ��� ���"� ��% �������$� %� ��� �8��� ��� ���#��#�� �������� �/ ��� $���

$�$&�� /��$ ��� �/���$�������% ���#$������	 �����! ��� $��� $�$&�� ��� &� �����%���%

�� &� � ��$� "5�#������% &��$ #�%�� � )������  ��% 2��� � %�����&#��% ��������" qw /��$

��� $��� $�$&�� �� /52��(��! � ��(��%� � $�%���� �����������%  ��% Qa /��$ ��� �������$
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�����������	 ����� � ����!" ��� "#$ ��� �%�&�  � ����� �� �#'��  � � !(� &!� )� & ���(�"�(

��*'�# !� ����" ����!" �+'�"' ���� �$ !� �� �� �� ���+"� �	�	

���+"� �	�, 
�*'���#��� ��� �%�&� �" * ��� � !(� �� � !(��� ���' -, ww,a(x) �� ��� (�.�&�
�� � �+�&�� �  � ! ��*'�#��+'' "��( )�!* +�(�" ! *�(�'!� & �&���"!��( /�"��&!� � !( Qa

"�'"�������� ��� �����������  � ��� &" ��!"*�0 ww,c(x) �� ��� (�.�&�� � �+�&�� �  � ! ��*'�#�
�+'' "��( )�!* +�(�" ! (���"�)+��( /�"��&!� � !( qw "�'"�������� ��� ����������� �" * ���
*!�� )�!*�& �+*� *�*)�"	

�!��(  � �+��"1��"� +��� )��(��� ��� "#$ ww,a(x) !�( ww,c(x) &!� )� �2'"����( ��+�$ ���"�

x = [0, L/2],

ww,a(x) =
QaL

2x

48EcIc

(
3− 4x2

L2

)
,

ww,c(x) =
qwL

3x

24EcIc

(
1− 2x2

L2
+

x3

L3

)
.

3�	45

��� � �!� (�.�&�� � �+�&�� �  � ��� *!�� *�*)�" ww(x) �� ��� �+'�"' ���� �  � ww,a(x)

!�( ww,c(x)$ ��+�,

ww(x) = ww,a(x) + ww,c(x). 3�	65

��� (�� "*!�� �  � ��� �#���* �� � !(��� ���' - �� ���+��"!��( �� ���+"� �	7 !�( ��&�+(��

��� ��(��� "������ (��'�!&�*��� Δw,c$ !"����� �" * ww$ ! ��!(���  "(�" !''" 2�*!�� �  �

���&� �� ��/�� )# ��� � �� ���� �2'"���� � 3�� *'� � 8 �+��$ -96�5,

Δw,c =
1

2

∫ L

0

w′2
w(x) dx. 3�	�5

���&�$ ��� *�(�'!� (��'�!&�*��� ww,m &!� )� �2'"����( ��+�,

ww,m = ww(L/2) =
QaL

3

48EcIc
+

5qwL
4

384EcIc
. 3�	95
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������ �	�� ������ !��" �� !#� $%$!�� �"&�� $�'�()���#! �" '� &�"� $!�* �� Δw,c �$ !#�
�"&(&�$*' +���"!  "& ww,m �$ !#� ��&$* " ,��!�+ ' &�$*' +���"! �� !#� � �" ���-��	

��  '' !#� $! %$  �� $!� ��#! -�! )�!#��! $!��$$. !#� '�"�!# �� $! % n  ! !#� �"& �� '� &�"�

$!�* �. lw,n. )��'& -�  $ ��''�)$�

lw,u = lw,u1 = lw,u2 =

√
(au − ww,m)2 +

(
L

2
− Δw,c

2

)2

,

lw,l = lw,l1 = lw,l2 =

√
(al + ww,m)2 +

(
L

2
− Δw,c

2

)2

.

/�	�01

�2��'�-����  " '%$�$  ! !#� �"& �� '� &�"� $!�* 3 �$ $#�)" �" ������ �	4	 �#� ���#!(# "&

# '� �� !#� � �" ���-�� �$ �2��, '�"! !�  -� � �"&��  &�$!��-�!�& '� & q )�!# !#�

'��!(# "& $�**��! -��"� +' �*�&  "& !#� ���#!(# "& $�**��! -��"� *�""�& )�!#  ��''��

 ''�)�"� ��!��" �" x	 5����,��. !#� ���-�� # $ ��6�+!�,� $%���!�%  -��! !#� ��&$* "

�� !#� � �" ���-��	 �#� ,��!�+ ' �� +!��" ���+� Rw �$ &�!����"�& !#�$�

Rw =
1

2
(qwL+Qa). /�	��1

�#� $! !�+ �2��'�-���� �2� !��"$ ��� !#� '��!(# "& $�**��!  ��  $ ��''�)$�

Rw − Tl,w sin βl − 3

16
qwL = 0,

Tl,w cos βl −Nax = 0.

/�	�31
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������ �	�� 
�����  � �!� �"# $% &$ #�"� ���' �� �!� �"# �� (��$"� $% � �" ���)��  ��

#���*�# %�$�  �+$,�' " ($"��"�$�� )� � �"#��  �"�%$��&� #�����)���# &$ # $% �"��"����

qw- ./,01 �!$+� �!� %���,)$#� #� �� � $% �!� &�%�,! "# '�""�# ��''$��- ./,�1 #�� �&� �!�

���'&�2�# )� � $% �!� ���!�,! "# ! &% $% �!� � �" ���)��- Rw �� �!� *����( & �� (��$"

%$�(� %�$� �!� ��&%,+���!�- Nax �� �!�  3� & %$�(� +��!�" �!� � �" ���)��- wp(x) �� �!�

���'&�2�# )� � #�4�(��$" %�"(��$" %$� �!� ���!�,! "# ! &% $% �!� � �" ���)��	
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����������� ��	 ��	��� ���� ��	 ��	� � !�" ��#$��� ��	 ��	� � ��$%�&

Nax =
(5qwL/8 +Qa)

2 tan βl

, Tl,w = Tl1,w = Tl2,w =
(5qwL/8 +Qa)

2 sin βl

. ��	���

�'% "%(%)���� *��)���� �* �'% ��+,#�-%" �%!+ *�. �'% .��'�/'!�" '!#* �* �'% +!�� +%+�%.0

wp(x)0 )!� �% !�!�� "%�%.+��%" *.�+ ��#%.1�%.���##� �%�"��� �'%�.2 �'��&

wp(x) =
qwL

2x2

96EcIc

(
4x2

L2
− 5x

L
+

3

2

)
. ��	�3�

�'% +!4�+�+ $%.��)!# "%(%)���� wwc,max �� !� x = 0.290L0 5'�)' ��&

wwc,max =
qwL

4

2960EcIc
. ��	�6�

�� !""�����0 �'% "%*�.+!���� !*�%. #�!"��� ��%,  �� �##���.!�%" �� ����.% �	7	 �'% "��/

����.% �	7& 8%*�.+!���� !*�%. #�!"��� ��%,  & Δp,c �� �'% %�"/"��,#!)%+%�� �* �'% +!��
+%+�%.	

,#!)%+%�� Δp,c �� ��$%� ��+�#!.#2 �� ��	 ��	�� ��� ��5 ��)#�"��� �'% !4�!##2 )�+,.%���$%

"��,#!)%+%��0 �'��&

Δp,c =
Nax

Kc,a

+
1

2

∫ L

0

w′2
p (x) dx. ��	�7�

�'% !4�!##2 )�+,.%���$% "��,#!)%+%�� �* �'% #�5%. ).���!.+ Δp,al �� #�!"��� ��%,  )!� �%

"%�%.+��%" *.�+ ���9%:� #!5 �� ��%/"�+%����� �'��&

Δp,al =
2Tl,w sin βl

Kal,a

. ��	�;�
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�� ��� ��� ����� ��� ��������  !� "���#!� ������ ��#$ ��� ��#��$�%��#%�& ���!$'��#%�( ���

��%��� #� ��)� ���� "#!�&  � �� �#��#"� �� ��� �%& #� �#�&�%� ���' *+

lp,u = lp,u1 = lp,u2 =

√
a2u +

(
L

2
− 1

2
Δp,c

)2

,

lp,l = lp,l1 = lp,l2 =

√
(al −Δp,a1)

2 +

(
L

2
− 1

2
Δp,c

)2

.

,�	-�.

��%)�( ��� ��/!���& �#"�� ���� '���������%� �#�)� Tl,w−a �# �)���0� Tl,w �� ���  ���%%�%� #�

�#�&�%� ���' *( )#$'�%����%� �#� ��� �%&1��#���%�%� #� ��� $��% $�$ ��( )�%  � �2'�����&

��!�+

Tl,w−a = Tl,w +
EsAs (lw,l − lp,l)

lw,l

, ,�	-3.

"���� Tl,w "�� ��0�% �% �/	 ,�	-�.	

����� �����	 
���
�
 �	���	������ �
	���

�% ��� '��0�#!� ��)��#%�( ��� '���������%� �#�)�� "����% ��� �#"�� ����� ���� )#!%����)� ���

����1"����� "��� �%0��������&	 �#"�0��( �# �$'�#0� ���  !)4��%�  ���0�#!� #� ��� �����&

 ��$1)#�!$%�( �&&���#%�� '���������%� �#�)�� "#!�&  � ��/!���& �� �% ��� )��� #� )#%0�%1

��#%�� '���������& �����& )#�!$%�	 ��� '�#)����� �#� �''���%� ����� �&&���#%�� '���������%�

�#�)�� �%& ���% ��� �2����� )#$'�����0� �#�)� ��� �% �#�&�%� ���'� � �%& � ���'�)��0��� ,���

���!�� �	*.	 �% ��� )!���%� ��)��#%( ��� �''�#'����� ��0��� #� ��� 5%�� �&&���#%�� '��������1

�%� �#�)�� "����% ��� !''�� �%& �#"�� ����� Tu,i �%& Tl,i �% �#�&�%� ���' �( �%& ���  !)4��%�

 ���0�#!� �% �#�&�%� ���' � )#����'#%&�%� �# �'�)�5) '���������%� ��0��� ��� �%0��������&(

"��)� ���&� �# ��� �#�!��#%� �#� ��� �#1)����& ��%��� #'��$!$ '���������%� �#�)��	

��#$ ��� ��#��$�%��#%�& ���!$'��#%�( ��� ���'�)��0� '���������%� �#�)�� "����% ��� !''��
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��� ����� ����� Tu ��� Tl �� � � ��� �! ����"�# ���$ � %�� &� �&��"��� � '�(

Tu = Tu,i, Tl = Tl,i + Tl,w, )�	*+,

� ��� Tu,i ��� Tl,i ��� � � ���"�"���� $��������"�# !��%�� �"� "� � � '$$�� ��� ����� �����

���$�%�"-��� �� ".$��-� � � &'%/�"�# &� �-"�'� �� � � ��� �! ����"�# ���$ �	 �� � �'�� &�

����� � �� � � !�����"�# �����"��� "$ ����� �� &� ���"�0�� �� ���'�� � �� � � "������� �1"��

!��%�� �"� "� � � '$$�� ��� ����� %������.� ��� �2'�� �� ����"�# ����� )�"�%� � "� �2'��"��

���� ��� ��/� � � "��'%�� ���3�"�$��%�.��� "��� %���"�����"��,(

Tu,i sin βu = Tl,i sin βl. )�	*4,

�� ����� �� ���% � �$�%"0% $��������"�# ��-�� �%%'������ �� � � ��� �! ����"�# ���$ �5 � �

���� �! $��������"�# ��"�# �� � � ���3�"�$��%�.��� �! .�.&��� �'�"�# ����"�# ���$ � "�

��/�� "��� %���"�����"��5 � "% "� �"6����� !��. $��-"�'� ��'�"�� )��!�7 �� ���5 4898: 
�"��

; <����5 *++�,	 ���%�5 $��������"�# !��%�� Tu,i−a ��� Tl,i−a5 ��� �$$�"�� �� � � ����� �� � �

&�#"��"�# �! ����"�# ���$ � ��� � �� &�%�.� Tu,i ��� Tl,i ���$�%�"-��� �� � � ��� �! ����"�#

���$ �5 � "% "� "��'������� "� �"#'�� �	9	 � � !��%�� Tu,i−a ��� Tl,i−a %�� &� �&��"��� "� �

�"#'�� �	9( ��"�"�� ��� 0��� $��������"�# !��%�� )Tx,i−a, Tx,i, �"� "� ����"�# ���$ �5 � ���
�'&�%�"$� =x> ��$������� �"� �� � � '$$�� )=u>, �� ����� ����� )=l>,	
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������� ��� �� ��	  �	!"# �$% &'(�&��&% �&�(&)��*&�� �+,�-

Tu,i−a = Tu,i +

[
(Tu,i cos βu + Tl,i cos βl) cos βu

2Kc,a

+
2Tu,i sin βu

Kau,a

]
EsAs

lp,1
,

Tl,i−a = Tl,i +

[
(Tu,i cos βu + Tl,i cos βl) cos βl

2Kc,a

+
2Tl,i sin βl

Kal,a

]
EsAs

lp,3
.

 �	..#

�� /���,���& � �&*��&% 0&$&��� &'(�&����$ /�� �+& �(���,� (�&���&���$0 /��)&� ������� ��

(�&*��,� ��,%�&�  ��/&1 �� ���2 !"3"4 
���� 5 6�%&&2 .77�#2 8,� �+�� )�$ 8& �((��&% �� 8��+

α = 1.0  ���� &�,�� )��������# �$% α < 1.0  ���� �+& ,((&� )������� 8&�$0 �+���&� �+�$ �+&

���&� )�������# )��&�2 �+& ���,)�,��� �&�(�$�& �$ ���%�$0 ��&( 9 $&&%� �� 8& &*��,��&%	 �+&

%&:$����$� �/ �+& /��)&� �$ ���%�$0 ��&( 9 ��& ���,�����&% �$ ��0,�& �	�2 �$% �+& 0&��&���)

��0,�& �	�- �'��� /��)& %&:$����$� ���+�$ ���%�$0 ��&( 9- P �� �+& &'�&�$����;�((��&% �'���
���%4 Pi �$% Pf ��& �+& �$�&�$�� �'��� /��)&� ���+�$ �+& ���$ �&�8&�4 Fu,i �$% Fu,f ��& �+&
�$�&�$�� �'��� /��)&� ���+�$ �+& ,((&� )�������4 Fl,i �$% Fl,f ��& �+& �$�&�$�� �'��� /��)&�
���+�$ �+& ���&� )�������4 Tu,i �$% Tu,f ��& �+& �((��&% (�&���&���$0 /��)&� ���+�$ �+& ,((&�
�����4 Tl,i �$% Tl,f ��& �+& (�&���&���$0 /��)&� ���+�$ �+& ���&� ����� �((��&% �$ �%%����$ ��
Tl,w	

%&����� /�� �+& %&/�������$ �$������ �$ �+�� ���%�$0 ��&( �� �+��$ �$ ��0,�& �	"	

���� ��0,�&� �	�<�	"2 �+& (��)&�� �/ %&%,)�$0 �+& �(���,� (�&���&���$0 /��)&� �� $��

(�&�&$�&%	 �+& &'�&$���$� �/ �+& ,((&� ����� Δsu �$% �+& ���&� ����� Δsl ��& �&���&% ��
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������ �	�� �������� !�"� ���# $#$%&'�' �( )��'���''�! '�$&�! *�$�+ �%��#' �# %�$!�#�
'��) ,� -.+/0 �' �1� !��$�%�! 2���� (�� �1� !�(���$���# $� �1� ��) �( �1� �))��  ��''$��3 -.+
40 '1�5' �1� *����� �( �1� %�5��  ��''$��6 $#! -.+�0 '1�5' �1� ���1�+1$#! )�##�! '�))���
�( �1� �$�# ���*��3 Δc �' �1� ���$% �#!+'1����#�#� !�')%$ ���#� �( �1� �$�# ���*��3 Δau

$#! Δal $�� �1� �#!+'1����#�#� !�')%$ ���#�' �( �1� �))�� $#! %�5��  ��''$��' ��')� ��7�%&	

�1�  1$#�� �# �1� %�#��1 �( �1� �$�# ���*�� $#!  ��''$��' �1�'�

Δsu =
Δc cos βu

2
−Δau sin βu, Δsl =

Δc cos βl

2
−Δal sin βl. 8�	4�9

�1� �#���$% $:�$% (�� � �# �1� �$�# ���*�� Pi6 �#!� �! *& �1� �#���$% )��'���''�#� (�� �'

5��1�# �1� '�$&'6 �'�

Pi = Tu,i cos βu + Tl,i cos βl, 8�	4,9

5��1 �1�  ��''$�� $:�$% (�� �' Fu,i $#! Fl,i *��#� �:)��''�! ��')� ��7�%& �1�'�

Fu,i = 2Tu,i sin βu, Fl,i = 2Tl,i sin βl. 8�	4;9

�(��� $))%&�#� �1� �:���#$% $:�$% %�$! P 6 �1� 2#$% $:�$% (�� � �# �1� �$�# ���*�� Pf �'�

Pf = Tu,f cos βu + Tl,f cos βl + P, 8�	4<9
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���� ��� ������ Fu,f �� Fl,f !���" �#$����� ���$����%�&' ��(�)

Fu,f = 2Tu,f sin βu, Fl,f = 2Tl,f sin βl. *�	+,-

��� .��� .�.!�� �#��&  ��$&���.��� Δc ��� !� �#$����� ��(�)

Δc =
Pf − Pi

Kc,a

. *�	+�-


(!����(���" �/�	 *�	+0- �� *�	+1- ���� �/	 *�	+�- "�%�� ��� ��&&����")

Δc =
P + (Tu,f − Tu,i) cos βu + (Tl,f − Tl,i) cos βl

Kc,a

, *�	+2-

��� ($$�� �� &���� �������. �� 3���������"  ��$&���.���� Δau �� Δal ��� !� �#$����� 

��(�)

Δau =
Fu,i − Fu,f

Kau,a

, Δal =
Fl,i − Fl,f

Kal,a

. *�	�4-


(!����(���" �/�	 *�	+5- �� *�	+,- ���� �/	 *�	�4- "�%� ��� ��&&����")

Δau =
2 (Tu,i − Tu,f) sin βu

Kau,a

, Δal =
2(Tl,i − Tl,f) sin βl

Kal,a

. *�	�6-

���  ��$&���.��� �� ��� ($$�� ���'� Δsu �� ��� &���� ���'� Δsl ��� !� �#$����� ��(�)

Δsu =
Tu,i − Tu,f

Ksu

, Δsl =
Tl,i − Tl,f

Ksl

, *�	�+-

����� ��� ���7������ �� ��� ($$�� �� &���� ���'� ��� Ksu = EsAs/lu �� Ksl = EsAs/ll

���$����%�&'8 ���� lu = lu1 = lu2 �� ll = ll1 = ll2	 
(!����(���" �/�	 *�	+2-8 *�	�6- �� 

*�	�+- ���� �/	 *�	+�- "�%�� ��� ��&&����" �/(������)

Tu,i − Tu,f

Ksu

=

[
P + (Tu,f − Tu,i) cos βu + (Tl,f − Tl,i) cos βl

2Kc,a

]
cos βu

− 2(Tu,i − Tu,f) sin
2 βu

Kau,a

,

*�	��-
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Tl,i − Tl,f

Ksl

=

[
P + (Tu,f − Tu,i) cos βu + (Tl,f − Tl,i) cos βl

2Kc,a

]
cos βl

− 2(Tl,i − Tl,f) sin
2 βl

Kal,a

.

��	���


������ ���	 ��	���  �! ��	��� ���"� #$" %����&��� "�' #����(

Tu,i − Tu,f

P
=

C1

C3

,
Tl,i − Tl,f

P
=

C2

C3

, ��	�)�

&$"*"(

C1 =Kau,aKsu(2Ksl sin
2 βl +Kal,a) cos βu,

C2 =Kal,aKsl(2Ksu sin
2 βu +Kau,a) cos βl,

C3 =8Kc,aKslKsu sin
2 βl sin

2 βu + 2Kal,aKslKsu cos
2 βl sin

2 βu

+ 2Kau,aKslKsu cos
2 βu sin

2 βl + 4Kc,aKal,aKsu sin
2 βu + 4Kc,aKau,aKsl sin

2 βl

+Kal,aKau,aKsl cos
2 βl +Kal,aKau,aKsu cos

2 βu + 2Kc,aKal,aKau,a.

��	�+�

,"-���� �"& �' �#�#�"� Cu = C1/C3  �! Cl = C2/C3.  ���& #$" %����&��� ��/0��-1 #����(

Tu,i − Tu,f

P
= Cu,

Tl,i − Tl,f

P
= Cl. ��	�2�

��/3����� ���	 ��	4+�  �! ��	4�� ���"�(

Δc =
Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl

Kc,a

. ��	���


'3�#�#'#��� ���	 ��	�5�. ��	�4�  �! ��	��� ��#� ��	 ��	4�� ���"�(

Tl,i − Tl,f

Ksl

=

(
Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl

2Kc,a

)
cos βl − 2(Tl,i − Tl,f) sin

2 βl

Kal,a

, ��	���

$"�1"(

Tl,f = −KslKal,a [Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl] cos βl

2Kc,a

(
2Ksl sin

2 βl +Kal,a

) + Tl,i. ��	�6�
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����������� ���	 ��	��� ��	�!� "�# ��	�$� ���% ��	 ��	!�� ��&'�(

Tu,i − Tu,f

Ksu

=

(
Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl

2Kc,a

)
cos βu − 2 (Tu,i − Tu,f) sin

2 βu

Kau,a

, ��	)��

*'�+'(

Tu,f = Tu,i − KsuKau,a (Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl) cos βu

2Kc,a

(
2Ksu sin

2 βu +Kau,a

) . ��	)!�


����������� ��	 ��	)�� ��	 ��	)!� ���% ��	 ��	!,� "-�'. �%/' /"��0�1"��%� ��&'�(

P =Pf −
[
Tl,i − KslKal,a (Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl) cos βl

2Kc,a

(
2Ksl sin

2 βl +Kal,a

)
]
cos βl

−
[
Tu,i − KsuKau,a (Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl) cos βu

2Kc,a

(
2Ksu sin

2 βu +Kau,a

)
]
cos βu.

��	)��

2'3���� " �'4 ��"����5 C0 �*��(

C0 = 1 +
1

2Kc,a

(
KsuKau,a cos

2 βu

2Ksu sin
2 βu +Kau,a

+
KslKal,a cos

2 βl

2Ksl sin
2 βl +Kal,a

)
, ��	))�

"�# ������������ ��	 ��	))� ���% ��	 ��	)�� �*' -%11%4��� '60.'���%� �� %��"��'#(

P = (Pf − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl)C0. ��	)7�

�.%/ �*' .'1"��%��*�0� �� ��	 ��	�8� �*' %0��/�/ 0.'��.'����� -%.+'� ".' #'�'./��'# �"�'#

%� �*' -%.+' 4��*�� �*' 1%4'. ��"5� �'��� ��&'� �5 �*' +%�#���%� Tl,f = 0 4*'.' �*' 1%4'.

��"5 -%.+'� �'+%/' Tl = Tl,w %. �*' �00'. ��"5� �'+%/' �1"+9 ��&'� �5 �*' +%�#���%�

Tu,f = 0 ����+' Tu = 0 "1�%� 4*'� �*' �5��'/ ��+91'� �*��(

Topt1 = PC
maxCl, Topt2 = PC

maxCu. ��	),�

�'�+' Topt1 �� �*' %0��/�/ 0.'��.'����� -%.+' �"�'# %� �*' +%�#���%� �*"� Tl,f = 0 4*'�

�*' �'"/:+%1�/� ��+91'�; +%�&'.�'15 Topt2 �� �*' %0��/�/ 0.'��.'����� -%.+' �"�'# %� �*'
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��������� ���� ��� ���� !��"! #���$� !%��& '��� ��� #��$(��%�$� #��&%�!	 ���! %���!

�� ��� �)�%������ �* ��� $�+�$�$ � �����% #��&%��, %��� PC
max- ���!.

PC
max =

PC
FE,T=0

C0

, /�	012

'�� � PC
FE,T=0 �! �)�%����� �!��, %���� #��&%��, ���%"!�! '����� �� $���%!3 �� ��� ��  ���

��!� ���! �! �#������ �!��, ��� ��$$� ���% ���� ���4�
 ��� �! !�$�%� �� ��� � �)���!%"

� �!����� � ����� � /
���� 5 6����- 788�#2	

� �$ �9	 /�	7�2- '��� Tl,i = Topt1- ��� ����$�$ � �!� �!!��, *� �� '����� ��� ���� !��"!

�! ��:��� �! Topt12 ��� ��� #� �+� �!!�� ���!.

Topt12 =
Topt1 sin βl

sin βu

. /�	0;2


�$�%� %" '��� Tu,i = Topt2- ��� ����$�$ � �!� �!!��, *� ��! '����� ��� %�'� !��"! �!

��:��� �! Topt21 ��� ��� #� �+� �!!�� ���!.

Topt21 =
Topt2 sin βu

sin βl

. /�	0�2

�� ��� #��$(��%�$� '��� ���#%� !"$$�� " /α = 1.02- Cl = Cu- ��� ��� �+� �!!���!

 ����� �� ���!� �� � �)���! '� & /��*�< �� ���- ��1�3 
���� 5 6����- 788;2	 6��� α < 1.0-

��'�)� - Cl < Cu ��� ��� ��  ���%" ��)�%���� �+� �!!���! ���� �� #� ���%���	

�� ��������- ���! !�%����� ��� #� ��=�!��� �� ���%��� ��� �>��� �* !���� � !���%�$��� ���

��$�� ��� � ����,�! �� � ������	 �� �� $! �* ��� �+��%%" ��$� �!!�)� *� �� '����� ��� $���

$�$#� - �� ��� #� $����� �� ��� ��=�!��� �!��, �� ����)� *� �� ���� �% ��)��� �� $�������

���  �9�� �� ��$� �!!�)� %��� � ���!�%"- '���� ��� ������ ��� ��� �+��% *� �� ����,� �'��,

�� ���!� �'� �>���! /��&��� �� ���- 78��23 �� �� $! �* ��� !� �!! '����� !��"!- ��� !� �!!

����,� * �$ ���!� �'� �>���! ��� #� ��&�� ���� ������� �! �� � �* �� �9��)�%��� � �!� �!!-
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�����

Tx,i = Tequivalent + Tapplied, ��	���

��� � x = {u, l}! Tequivalent "� ��� �#�"$%&�'� ( ��� ���"') *+ ,� %,,+�'�"') *+ �-�,�� +*

��((+ � ����&�.�'� %'/ ��.(� %�� �! Tapplied "� ��� �0�� '%&&1 %((&"�/ ( ��� ���"') *+ ,�2

%'/ Tx,i ,%' 3� ��� �+ ��� /��" �/ &�$�& %� /��, "3�/ %3+$�	

����� ����� �	
����
� �� ��
��������	���� ����	� �	������
���


+'�� +* 3��%$"+� *+ $� �",%& ��%1�/ ,+&�.'� �'/� (� �&1 %0"%& ,+.( ���"+' �%$� 3��'

"/�'�"4�/ "' ( �$"+�� ���/"�� ��%*�5 �� ���2 6�7�! 
%"�+ 8 9%/��2 ���:�2 %� "&&��� %��/ "'

�")� � �	�	 �' �� .� +* ��� �(�,"4, �+ "5+'�%& 3�%.;,+&�.' ,%��� ��� � α = 1.02 ���

( ".% 1 ,+',&��"+'� % � �"."&% �+ ��%� *+ $� �",%& ��%1�/ ,+&�.'�	 ��� ."'".�. ( �;

�� ���"') *+ ,� Tmin2 ��",� .% <� ��� 3+�'/% 1 3�����' 
+'�� 6 %'/ � ����� ��� ( ��� ���"')

&�$�& ��%� �'�� �� %� &�%�� ��+ ��%1� % � %,�"$� %� ��� (+"'� +* 3�,<&"')�2 ,%' 3� /��� ."'�/

* +. ���  �&%�"+'��"(� "' �#	 ��	�7�	 ��"� "� 3%��/ +' ��� *+ ,� �"��"' ��� &+�� ��%1� 3�"')

)"$�' 31 ��� ,+'/"�"+' Tl,f = 0 ���� � Tl = Tl,w� + ��� �((� ��%1� 3�,+.� �&%,< Tu,f = 0

���' ��� �1���. 3�,<&�� �����

Tmin = PECl = PECu, ��	�6�

��� � PE "� ��� ��&� 3�,<&"') &+%/ *+ % �".(&1;��((+ ��/ �� �� �"�� ��� , +��;��,�"+'%&

( +(� �"�� +* ��� .%"' ,+&�.' �&�.�'��

PE =
π2EcIc
L2

. ��	���

��� ( ��� ���"') *+ ,�� .% <"') ��� 3+�'/% 1 3�����' 
+'�� � %'/ � � ���� ��� ( ��� ���"')

&�$�& ��%� �'�� �� %&& ��%1� % � %,�"$� %� ��� (+"'� +* 3�,<&"')�2 Topt12 Topt22 Topt12 %'/

Topt21 ,%' 3� ,%&,�&%��/ * +. �#�	 ��	=>�2 ��	=:� %'/ ��	=��  ��(�,�"$�&1	 �+ ��"� ,%��2
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Topt = Topt1 = Topt12 = Topt2 = Topt21	 �� 
��� �� ����� Tu,i = Tl,i = [0, Tmin]� ��� ������� 

!"�# ��$  ��% PC
Z1 �& � ���&����� ��"&'

PC
Z1 = PE. (�	)�*

�� 
��� +� ����� Tu,i = Tl,i = [Tmin, Topt]� Tu,f = 0 ��% Tl,f = 0 &�," �����"& - ���� ���

&-&��, !"�# �&� !��� ��� "..�� ��%  ���� &��-& .��/�%� &��0��&& "��� !"�# ��$	 ���,

�1	 (�	�2*� ��� ������� !"�# ��$  ��% PC
Z2 �& $�/�� ��"&'

PC
Z2 =

Tu,i

Cu

=
Tl,i

Cl

. (�	)3*

�� 
��� �� ����� Tu,i = Tl,i > Topt� ��� ������� !"�# ��$  ��% PC
Z3 �& $�/�� 4��, �1	 (�	3)*�

��"&'

PC
Z3 = (PC

max − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl)C0. (�	))*

��� ������� !"�# ��$  ��% PC ������& ��& ,�5�,", PC
max ���� Tu,i = Tl,i = Topt6 ���& �&

�!�����% 4��, �1	 (�	32*	

����� ����� 	
���
��� 
� ���������
��
� ����
� 	
����������

�� ���,& �4 ��� ��&� ����� α < 1.0� 4��, ��� �"� ���% �&&",.����&� ��� ��4������ ,���7

,", .��&���&&��$ 4����& Tmin1,ref ��% Tmin2,ref � ��� !� %����,���% 4��, ��� �� �����&��.& ��

�1	 (�	�2*� !�&�% �� ��� ���%����� ����� ��� "..�� &��-& !���,� & ��# (Tu,f = 0*� �� ���

4���� ������ ���  ���� &��-& �& $�/�� !- ��� ���%����� Tl,f = 0� ���� ��� &-&��, !"�# �&

��"&'

Tmin1,ref = PECl, Tmin2,ref = PECu. (�	)8*



������� �	 
���
 �� ��������� ��

���� ��	 ��	���� �� ! Tl,i = Tmin1,ref � "� �#!#�$� %� &"� &&#!' (��) �#"�#! "� $%% �

&"*+&� , -! , *& Tmin12,ref � )*! .  /%� && , "�$&0

Tmin12,ref =
Tmin1,ref sin βl

sin βu

. ��	12�


#!) Tmin2,ref < Tmin12,ref �� ! α < 1.0� "� � �$&" . * &$.34�! �#"�#! 
�! � �� � "� � 

*� � &#,$*5 (��) & �#"�#! "� $%% � &"*+& *!, 4 �� &"� && �#"�#! "� 5�� � &"*+& $!, � "� 

 /" �!*55+3*%%5# , */#*5 5�*, P = PE	 �! "�#& &$.34�! � "� 5�� � &"*+& ��$5, . #!*)"#6 

. (�� "� &+&" � .$)75 & ��#5 "� $%% � &"*+& ��$5, . *)"#6 $!"#5 "� &+&" � .$)75 &	

��� "�#& )*& � "�  /%� &&#�!& (�� Cl *!, Cu (��� ��	 ��	�8�� ��#)� *� .*& , �! .�"�

"� $%% � *!, 5�� � &"*+& . #!' *)"#6 � )*!!�" . *%%5# ,	 � % *"#!' "� %��) && #! "� 

%� 6#�$& & )"#�!& '#6 & � 6#& ,  /%� &&#�!& (�� %*�*� " �& Cu,Z2 ��#"��$" )�!&#, �#!' "� 

5�� � &"*+& *!, )��&&*��� *!, Cl,Z2 ��#"��$" )�!&#, �#!' "� $%% � &"*+& *!, )��&&*����

"�$&0

Cu,Z2 =
Kau,aKsu cos βu

2Kc,aKau,a +Kau,aKsu cos2 βu + 4Kc,aKsu sin
2 βu

,

Cl,Z2 =
Kal,aKsl cos βl

2Kc,aKal,a +Kal,aKsl cos2 βl + 4Kc,aKsl sin
2 βl

.

��	19�

�� �#!#�$� %� &"� &&#!' (��) & Tmin1 *!, Tmin2� ��#)� �*�7& "� .�$!,*�+ . "�  ! 
�! &

� *!, �� )*! . , " ��#! , (��� "� � 5*"#�!&�#%& #! ��	 ��	�2�� .*& , �! "� )�!,#"#�!

"�*" "� $%% � &"*+& . )�� &5*)7 �Tu,f = 0� �� "� (��) �#"�#! "� 5�� � &"*+& . #!' '#6 !

.+ "� )�!,#"#�! Tl,f = 0 �� ! "� &+&" � .$)75 &� "�$&0

Tmin1 = PECl,Z2, Tmin2 = PECu,Z2. ��	1��

���� ��	 ��	���� �� ! Tl,i = Tmin1� "� �#!#�$� %� &"� &&#!' (��) �#"�#! "� $%% � &"*+&�

, -! , *& Tmin12� )*! .  /%� && , "�$&0

Tmin12 =
Tmin1 sin βl

sin βu

. ��	8:�
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��������� ���� Tu,i = Tmin2�  �� �����!� "��# ��##��$ %&�'� �� ���  �� �&��� # ��#� (�)��(

�# Tmin21� '�� *� �+"��##�(  �!#,

Tmin21 =
Tmin2 sin βu

sin βl

. -�	./0

1� �  �� "��# ��##��$ ��2��# �� ��� ���  �� # ��# ��'���#��$�  ���� �# �� �((� �&��� #!*34&��

�� ��� 
&�� 5 ����� *& �  �� !""�� ��( �&��� # ��# ��� �' �2� !� ��  �� #�# �� *!'6��#�

��(  �� "����� ��# &* ����( %�&�  �� "��2�&!# #�' �&�# '�� *� �""���(	 ��� "��# ��##��$

%&�'�# ���6��$  �� *&!�(��� *� ���� 
&��# 5 ��( �� Topt1� Topt2� Topt12 ��( Topt21 '�� *�

'��'!�� �( %�&� �7#	 -�	8.0� -�	890 ��( -�	8�0 ��#"�' �2���	 ��  �� '!���� %&��!�� �&�� %&�

�&# '�#�# �� � α < 1.0 -�"�� %�&� α → 00� Tmin21 < Tmin1 < Topt21 < Topt1 '&���#"&�(��$

 & Tmin2 < Tmin12 < Topt2 < Topt12	 ��� (� ���# &%  �� ��#"&�#�# �� ��� ��'� 4&�� '�� *�

(�#'��*�( �# %&��&�#,

���� � : ���� Tl,i = [0, Tmin21]� '&���#"&�(��$  & Tu,i = [0, Tmin2]� &� �""����$ P �  ��

"��# ��##��$ %&�'�# �&!�( (�#�""��� -�+'�!(��$ Tl,w �� ���  �� �&��� # ��# %�&�  ��

�%&����� �&��( �##!�" �&�#0 &���$  &  �� �+��� ��(3#�&� ����$ (�#"��'���� *�%&��

�!��� *!'6���$ &''!�#� ��( #&  �� ��#"&�#� ��"��'� �#  �� &% !�# ���( *���3'&�!��#	

��� �+"��##�&� %&�  �� *!'6���$ �&�( PC
Z1 �#  �!#,

PC
Z1 = PE. -�	.50

���� � : ���� Tl,i = [Tmin21, Topt21]� '&���#"&�(��$  & Tu,i = [Tmin2, Topt2]� &� �""����$ P �

 �� "��# ��##��$ %&�'�# �� ��� ���  �� # ��# �&!�( (�#�""��� ����  �� #�# �� *!'6��#

-�+'�!(��$ Tl,w �� ���  �� �&��� # ��# �# (�#'��*�( �*&2�0� $�������� � � ��$���

�&�( '&�"���(  & 
&�� /	 �&��2���  ���� ���  �& (�;���� #!*34&��# �� ��� 
&��

5� '!���� �� ����( <
&�� 53/= ��( <
&�� 535=  �� ��� '����' ���4�( %�&� ��� ��� �

��#�(!�� %&�'� �� ���  �� �&��� # ��# �+�# # ����  �� �+ ����� �&�( P = PE�  �!#,

���� ��� : ���� Tl,i = [Tmin21, Tmin1]� '&���#"&�(��$  & Tu,i = [Tmin2, Tmin12]� ��(
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P = PE� ����� �� � ��������  !�"� #����$ ��� �%%�� ���&� '���� Tu,f > 0( #����

Tl,f = 0 #����$ ��� �!#�� ���&�	 ��� �������$�$) �*�"�  �!+ ��� ��������  !�"�

#����$ ��� �%%�� ���&� !$�& #!��� �$"����� PC� #���� PC = [PE, P
C
max,2−1]�

#��� PC
max,2−1 ,��$) ��� +�-�+�+ "����"�� ,�".��$) �!�� �$ ���� ��,/0!$�	 ���

�-%�����!$  !� ��� ,�".��$) �!�� PC
Z2−1 ��1

PC
Z2−1 =

Tu,i

Cu,Z2−1

, '�	��(

#���� Cu,Z2−1 = Cu,Z2 �$ �2	 '�	34(� �$� PC
max,2−1 = Tmin12/Cu,Z2−1	

���� ��� 5 #��$ Tl,i = [Tmin1, Topt21]� "!����%!$��$) �! Tu,i = [Tmin12, Topt2]� �$�

P = PE� ����� �� � ��������  !�"� #����$ ,!�� ��� �%%�� �$� �!#�� ���&��

���� Tu,f > 0 �$� Tl,f > 0	 ��� �������$�$) �*�"�  �!+ ��� ��������  !�"��

#����$ ,!�� ��� �%%�� �$� �!#�� ���&� #!��� �$"����� PC  ������� �$� PC =

[PC
max,2−1, P

C
max,2−2]� #���� PC

max,2−2 �� ��� +�-�+�+ "����"�� ,�".��$) �!�� �$ ����

��,/0!$� '�� ����� �! %��6�!���& �� PC
max,1 �$ 7� �� ��� '89:�((	 ��� �-%�����!$

 !� ��� ,�".��$) �!�� PC
Z2−2 �� �����+�$��  �!+ ��$��� �$���%!����!$ ����1

PC
Z2−2 = PC

max,2−1 +

[
PC
max,2−2 − PC

max,2−1

Topt2 − Tmin12

]
(Tu,i − Tmin12), '�	�;(

#����1

PC
max,2−2 = PC

max =
PC
FE,T=0

C0

. '�	�3(

���� � 5 #��$ Tl,i > Topt21� "!����%!$��$) �! Tu,i > Topt2� !$ �%%�&�$) P � ��� ,��+/

"!��+$ ,�".��� #���� ��������  !�"�� �-��� #����$ ��� ��� ���&�	 �!#�6��� �$ � ��+����

 ����!$ �! 
!$� 8� ����� ��� �#! ��*���$� ��,/0!$�� #����$ 
!$� �� "����$��& $�+��

<
!$� �/:= �$� <
!$� �/8= ���� ��� "����"����0�� ,& #������ !� $!� � ��������  !�"�

#����$ ��� �!#�� ���&� �-���� �� ��� %!�$� ! ,�".��$)� ����1

���� ��� 5 #��$ Tl,i = [Topt21, Topt1]� "!����%!$��$) �! Tu,i = [Topt2, Topt12]� !$ �%/

%�&�$) P � ���  !�"� #����$ ��� �!#�� ���&� ����"�� �! Tl,w� ,�� ����� �� � ��������
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����� ������ ��� �  �� !�"#! $Tu,f > 0% ���� ��� !#!��& '��()�!	 ��� �  ��*

!�"# ��!�+�") ����� +����"!�! PC, "�+ PC = [PC
max,3−1, P

C
max,2−2], ����� PC

max,3−1

&"�(! ��� &���&�& ������") '��()��- )�"+ �� ���! !�'*.��� $�������+ ��  ��/�*

��!)# "! PC
max,2 �� 0� �� ��� $123�%%	 ��� �4 ��!!��� ��� ��� '��()��- )�"+ PC

Z3−1

�! +����&���+ ���& )���"� ����� �)"���� ���!5

PC
Z3−1 = PC

max,2−2 +

[
PC
max,3−1 − PC

max,2−2

Topt12 − Topt2

]
(Tu,i − Topt2), $�	66%

����� ��� &���&�& ������") '��()��- )�"+ PC
max,3−1 �� ���! !�'*.��� �! -�/�� ���&

�7	 $�	89%, ���!5

PC
max,3−1 = (PC

max − Topt12 cos βu − Topt1 cos βl)C0. $�	6�%

���� ��� : ���� Tl,i > Topt1, �����! ��+��- �� Tu,i > Topt12, �� "  )#��- P , �����

"�� ��!�+�") �����! ������ ��� )���� "�+ �  �� !�"#! ���� ��� !#!��& '��()�!,

���� Tl,f > 0 "�+ Tu,f > 0	 ���� ��� �  ��*!�"# "�+ )����*!�"# ��!�+�") �����!

��+��� PC, "�+ PC < PC
max,3−1	 ��� �4 ��!!��� ��� ��� '��()��- )�"+ PC

Z3−2 �"�

'� +����&���+ ���& �7	 $�	89%, ���!5

PC
Z3−2 = (PC

max − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl)C0. $�	6;%

��� "����&�������+ .���! �� '��"/���� ��  ��!���!!�+ !�"#�+ '�"&*��)�&�! ���� α < 1.0

"�� �))�!��"��+ �� ��-��� �	32	

��� �����	
�� 
��	�
��	��

���  ����� ")  �� �!� �� ��� ������� !������ �! �� ��/�!��-"�� ��� '��()��- "�+  �!�*'��()��-

'��"/���� �� !�"#�+ '�"&*��)�&�! �� ��� ����.���")  )"��	 �� !���)+ '� ����+ ��"� ��
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������ �	��� 
���� � !�"#$����  �� %���&�����' �&#(�' !�#)*+�,�)�� -�&" α < 1.0� &"�
��#%" �"�-� &"� +��&�+#, !�+.,��� ,�#' � &"� !�#)*+�,�)� PC %,�&&�' #�#���& '�/����&
+�)!��#&���� � ���&�#, %���&�������  ��+�� -�&"�� &"� �%%�� #�' ,�-�� �&#(� 0Tu,i #�' Tl,i

���%�+&�$�,(1	 ��&� &"#& &"�� �� # ,��� �#&"�� &"#� # ��� #+� ���+� &"� ��,#&����"�% !�&-���
Tu,i #�' Tl,i �� 23�' &"����" �4	 0�	5�1	
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��� ������� ������� ������� �� !����� �!���"���� �# ��� � � ��$�� ��� � �#�%����� � #����

��� #��"&'����� #��(�# ��� ���� #�  " ������)��� ��� �� !���* � ���)�� ��� � �������

)��$���� �� )��! � )� # �(�%	 ���#��*+ �#��� ������ )��$���� ����*#�# �� ���,�
+ ���

 ���!�! ���#���##��� " ���# ���  )�����% )* #�)#�������� �-	 .�	/01 ��� �-	 .�	/21+ ��%

Tl,i = Topt1 �# #������% �# ��� )����!��$ ���#���##��� " ��� " � ��� � '�� #��*# � ���#� �%���

� Tu,i = Topt12 " � ��� ����� #��*#3 #�)#�-�����*+ ��� � ������� !��������� )���(� �� �#

#��%��% �#��� ��$# ����*#�#	

����� "� ! ��� � '��&�� ##��! ������ al+ #��* %��!���� φs ��% �� ##��! ������ ���� α+ ���

!������� �� ������# ��% #��������� %�!��#� �#  " ���#���##�% #��*�% )��!&� ��!�# �� ���

������� #��%* ��� 45�% ��% ��� ��#��% �� ��)�� �	6	 �� ���!#  " % �)�*&#*!!����� ��#�#+

��)�� �	67 8������� �� ������# ��% #��������� %�!��#� �#  " ��� ���#���##�% #��*�% )��!&
� ��!�# �� ��� ������� #��%*	

9�����  " !��� !�!)�� L = 3050 mm
8��� !�!)�� : ���;# ! %��� Ec = 201 kN/mm2

�� ##��! : ���;# ! %��� Ea = 201 kN/mm2


��* : ���;# ! %��� Es = 202 kN/mm2

���#�%� %��!����  " !��� !�!)�� φco = 38.1 mm
��#�%� %��!����  " !��� !�!)�� φci = 25.4 mm
���#�%� %��!����  " �� ##��! φao = 38.1 mm
��#�%� %��!����  " �� ##��! φai = 25.4 mm
8������� %��#��* .#����1 ρ = 7850 kg/m3

<��(����� ��� ���������� � g = 9.81 m/s2

:���% #���##  " !��� !�!)�� fy = 340 N/mm2

6= � �4������ �#+ �# %�4��% �� 
��� > ?�%�� .=@@�)1+ ��#��% �# �6A�2 ��% �6A�2 ���

#��%��%	 �� ���!#  " ��� ! � &#*!!����� ��#�# ��	6 � ��	� ��% �/	6 � �/	� .�����#�(�1+

��� �� ##��! ������ ���� α �# (����% "� ! 0.1 � 0.9 .�����#�(�1+ '���� ��� #��* %��!����

��% ��� � '��&�� ##��! ������ ��!��� ��� #�!� �# �� ��#�# �� ��% �/ ��#�����(��*	 ���

%������% ����!����#  " ���� #��%��% ��#� ��� ��#��% �� ��)��# �	=+ �	� ��% �	/	 �������� φs

��� '# ��� #��B��##  " ��� ��)�� � )� (����%3 �� ##��! ������ ���� αl+ αu ��% α '��� %�4��%

�� �-#	 .�	61 ��% .�	=1+ ��% ��� '# ��� �����  " ��� #��*# ������(� � ��� !��� ���!��� � 

)� (����%+ #���� βl = arctan 2αl ��% βu = arctan 2αu	
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����� �	�� �������� �� �!��� " #$ "�%���� �#%��&'"&!!�� �( )α = 1.0* (�"�"+ ,-� � αl =
0.1 �. (�"�" ��/�0 �.� φs/(2rc) = 0.21 �. (�"�" ��/�0	

��"� �� �� �� �1 �2 �0
φs (mm) �	0 �	� 1	3 0	1 3	� ��	�
φs/(2rc) �	�4 �	�1 �	�� �	�3 �	�2 �	11
��"� �� �� �� �1 �2 �0
αl �	��2 �	�2 �	�42 �	��� �	��2 �	�2�

����� �	�� �������� �� �!��� " #$ "�%���� !#.#'"&!!�� �( )α < 1.0* (�"�"+ ,-� � αl = 0.1
�.� φs/(2rc) = 0.21	

��"� ��	� ��	� ��	� ��	1 ��	2 ��	0 ��	4 ��	3 ��	5
α �	� �	� �	� �	1 �	2 �	0 �	4 �	3 �	5

�-� .# !���6�� "��.�� .�"" #$ �-� !��. !�!�� ���!�.� λ �" ��7.�� �& �-� ,��� 8.#,.

�9� �""�#. )� �-�� �� ���+ ���3*�

λ =
√

Py/PE, )�	05*

,-� � Py �" �-� ":%�"- �#��+ �-%"�

Py = Acfy, )�	4�*

�.� PE �" �-� �%�� �%(8��.; �#�� #$ �-� !��. !�!�� ���!�.� ��7.�� �. �:	 )�	2�*	 �# �-�

!��. !�!�� ,��-�. �-� (%  �.� "�%�&+ Py = 214 kN+ PE = 17.7 kN �.� λ = 3.477	 �#��

��"# �-�� �-� !��. !�!��  ���%" #$ ;& ���#. $ #! �:	 )�	2*+ rc =
√
Ic/Ac = 11.45 mm	

����� �	1� �������� �� �!��� " #$ "�%���� !#.#'"&!!�� �( )α < 1.0* (�"�"+ ,-� � αl = 0.1
�.� φs/(2rc) = 0.28	

��"� �1	� �1	� �1	� �1	1 �1	2 �1	0 �1	4 �1	3 �1	5
α �	� �	� �	� �	1 �	2 �	0 �	4 �	3 �	5
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������ �	�� ����� ��� �� !"�#� "�$%� &�� '(�%� �) *�+,,���� ����#,�%�- $#% '(�%�

��� ����� ��� 	��	�

�
� ��������
 � �� ��� ��������
 � ��

������ �	��. /�#�$� �� !"�#� "�$%� &��, ���0�
 "�#�$� �� !"�#� $#$"+���. '(�%� �)
��1����#�� ��� �� !"�#� "�$% �& ��� ����#,�%� 1��2"� ��$� �$� ��3� ��4� �+,,���+ $����
,�%�1$#5 '(�%� 6) ��1����#�� ��� �� !"�#� "�$% �& ��� ����#,�%� 1��2"� ��$� �$� ���$���#$"
�+,,���+ $���� ,�%�1$#	

6) *$#���+,,���� ����#,�%�-7 ��� � $�� �""����$��% �# ������ �	�67 &��, "�#�$� �� !"�#�

$#$"+��� �����# ���0�
	 ���, ��� �81������# �& ��� �1��,�, 1���������#� &�� ��7 ���

"����9��$+ �1��,�, 1���������#� &�� � Topt1  $# ��  $" �"$��%	 �� ����"% �� #���% ��$�

��� "�#�$� �� !"�#� "�$%� &�� (�%�� � $#% 6 $�� ���% $� PC
FE,T=0 �# �:	 *�	;<-	 �$��% �#

������� �	��*$=�-7 �# ���,� �& ��� %���"+9�+,,���� ,�%�"� ��=�> $#% ��=�>7 �� �� �4�%�#�
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������ �	��� ���������� !  " #�$%��!� ����!& '�� � (�)&&����$* �!' � (�!���)&&����$*	

�+�� �+� $����$�� #�$%��!� & '� $+�!��� "� & � � � ,��+ �+� ���) '��&���� �!$�����!�- �!'

�+� ��&� ���!' �� " �!' ,+�! �+� $� ����& ��!��+ �� �!$�����'	 �+�� $ !$���� ! �� ��&����

� �+�� '��,! �! .��/� �� ���'���  " ���)�' $ ��&!� (
��� 0 1�'��- ���2#3 4� 0 1�'��-

���5�*	 �+� ���.+� �! ������� �	��($6'* �+ , �+�� �+� $����$�� #�$%��!� � �' " � �+� & ! 7

�)&&����$ & '��� �� "�!'�&�!����) �!'�.�!'�!�  " �+� $� ����& ���� α- #�� �+� & '� $�!

�,��$+ "� & � � �	

� .� /�'� ��������!$�  " �+� �' .��' �� & '����!� '��$��#�' �! 8�	�	� .�� � � �+� �!$��7

�� !  " ���"7,���+� �!' .��7$�&#���!� "� & & ! 7�)&&����$ �� &���)- �+� ������ $ &.��7

�� ! #��,��! �+� �' .��' �� & '�� �! �+� .����!� �+���� �!' �+� �� & '�� .����!��' �!


��� 0 1�'�� (���2#* �� �+ ,! �! ��#�� �	9	 �� $�! #� ���! �+�� �+� ������� "� & # �+

��#�� �	9� :�!��� $����$�� #�$%��!� � �' $ &.���� ! #��,��! �+� �' .��' �� & '�� �!'
�+� �� & '�� .����!��' �! 
��� 0 1�'�� (���2#*3 PC

present �� "� & �+� �' .��' �� & '��-
�!' PC

Saito �� "� & 
��� 0 1�'�� (���2#*	

���� �� �� �� �; �9 �<
PC
present (kN) ;�	�; 22	2� ��9	<� ���	5� �;�	�� �9�	�9
PC
Saito (kN) ;�	�; 22	2� ��9	<� ���	5� �;�	�� �9�	�9
���� �� �� �� �; �9 �<

PC
present (kN) ��	2� 5�	�; ��9	=9 ��9	<� ��;	�� ���	=�
PC
Saito (kN) ��	2� 5�	�; ��9	=9 ��9	<� ��;	�� ���	=�

&��+ '� ��� ��&�- �!' �+� $����!� �� & '����!� �� $ !>�&�' � #� /���' ��$+ �+�� "��7

�+�� ���'��� $�! #� $ !'�$��'  ! ���)�' #��&7$ ��&!� ,��+ ���"7,���+� �!' .��7$�&#���!�

$ !��'���'	
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����� ��� ������� ! " ��� ������ #$ ��� %�� � Tl,i = Topt1 ��& Tu,i = Topt12' ��� �(�!)���

��& "$��*�(�!)��� ����+�$( �� ��+��������& (���� ��!� ���),��� %����� ���-�
	 �� ��$()&

�� �$��& ���� ��� #$( )$�&��� ���"� � � �&$"��&' �� &��� ���& �� ���( � �	.	 �� �&&���$�'

��� #$))$%��� ������) " ��� ������ #$ �� )�+�)� %����� ��� )$%� ���,� � � �$���&� �&/

Tl,i/Topt1 = {0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50, 1.75, 2.00, 2.25, 2.50, 2.75, 3.00} 0�	1�2

��& ��� �$  ��"$�&��� (""� *���, " ��� ������ #$ ��� 0Tu,i2 ��� �� $������& # $� �3	 0�	.�2	

����& $� ����' ��� ()������ )$�& $# ���� �$&�) �� ��+��������& (���� �$�)���� �� �$&�))���	

�$ +� �#, ��� " $4)� $# ���  ��"$��� 5$��� �&����4�& �� ��� " �+�$(� �����$� 0���( � �	��2'

�$�� ��� ���),����) � �����) �(�!)��� )$�&� PC ��& ��� ()������ )$�&� Pu # $� �$�)���� 

�� ���),��� � � " ������& �� ���( � �	��	 ��� ����$&$)$�, $# (���� �$�)���� �� ���),���

�$ +� �#, ��� 3(�)��, $# ��� �(�!)��� )$�& " �&����$�� ��� ���� (��& �� �� )�� %$ ! 06�"� �

�� ���' .��12	 ���� �� ����(�� �� ��� �(  ��� �,����' ��� ��)#*%����� ��� $&(��� ������ �������

���� ��������� ���&��� %����� ��� �,���� �� �$$� �� ��� �7�� ��) �7��) )$�& �� �"")��&	

��� �#$ �' �� �� �$� "$����)� �$ &����� � �(�!)��� �������)��, �� ��� �)������) 0)���� 2 �����

����� ��� ����+�$( %����� ��� �� �$&�) �� �)%�,� �$�)���� 	 �����' �� ���),��� $# ���

"$��*�(�!)���  ��"$��� �� (��& �$ ��#� ��� 3(�)��, $# ��� ���),����) �$&�) " �&����$��8 ����

�)�$ ��� ��� �&+������ $# &��� ������ %����� ��� � �� ��, �����4���� "$��*� �����) ���9����

��& �� ����� ���� ��� �� �7")$���&	

�� ��� &$(�),*�,���� �� ����� " ������&' ���( �� �	��0�:�2 ��$% ���� %��� ��� ���, &���*

��� φs ��  �)���+�), )� ��' � �����4����), ����� )$�&*��  ,��� ��"����, ��� �� $������& �# ���

" ��� ������ )�+�) %����� ��� )$%� ���,� �� ����� ���� Topt1	 �$ �7��")�' �� �� �� $# �����

�� ��& �;' ��� ()������ )$�&� ��� ���� �����4����), %��� Tl,i/Topt1 ��� �����' %��)� �� ����

��' ��� ()������ )$�&� ��& ��� � �����) �(�!)��� )$�&� ������)), �$����&� #$ Tl,i/Topt1 � 1	

�� ��� �� ����' ����� � ��&� � � �)�$ $��� +�& �� ���( �� �	��0&:#2  ��"����+�), %�� � ���
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��� PC ��� �����������
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�������� ��������  ����������� ����� Tl,i/Topt1�
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�������� ���� !� ��� "�������#$��% #�������&	

��  !� ����'�%��� �#� ����� "����� �&( �#�)��� �	��*�+#, �!�-  !� -!�� α #� �����(

!#�!�� "��� ����#�� ��$��� ��% ���&  � � �#��#.��� &���#�� #�  !� /)�0�#�� ���& /���& ��

/� !  !� ����% #��� �)�$� ��& ����#���� �� ���)� �( ����  !� )� #�� � ���& �1 ��	�( -# !

α = 0.3( &�������� �/$#�)��% -!�� Tl,i/Topt1 > 0.75 ��& ����� #���% �!�&�-�  !�  ���& �1

 !� ��# #��� /)�0�#�� ���&	 ��-�$��( #�  ���� �1 ����� ��	2 ��& ��	3 -# ! � ���� #$��% ������

$��)� �1 α(  !� )� #�� � ���& /������ �#��#.��� �% !#�!��  !��  !� ��# #��� /)�0�#�� ���&

-!���  !� ��-��'� �% #�# #�� "��� ����#�� 1���� Tl,i/Topt1 > 1.0 ��& � ����� ��4#�)� ��� /�

�/���$�&	 � ��� ���� /� �/���$�&  !� �#�#���  ���&� �""��� #� �#�)��� �	��*5+�,( �� !�)�!

 !� � �% &#��� �� ��&  !� ��# #��� /)�0�#�� ��&� ��� &#6����  �  !��� #� �#�)��� �	��*�+

#,	 �#����%( �� 1��  !� ���� �1  !� "��� �����& � �%�& ���)�� )�&�� ")�� �4#�� ���"����#��

*
�# � 7 8�&��( 9��:( 9��3�; <) 7 8�&��( 9��=�,( # #� �#��#.���  !� Topt1( �/ �#��&

1��� ")���% �#���� ����%�#�( #� ��  !�  �)� �" #�)� "��� ����#�� 1���� 1��  !� ��-�� � �%� #�

 !� �����  !� # &��� �� ��4#�#>�  !� ���&'����%#�� ��"��# %	 �����( #� ��&)�#�� !#�!��

"��� ����#�� ��$��� -�)�& /� ��������&�& #� "��� #�� �� &� ���#��& #� "��$#�)� � )&#��

*
�# � 7 8�&��( 9���; 8�&�� �� ���( 9���/; 
���� �� ���( 9���; <) 7 8�&��( 9��=/; ?�"#��

�� ���( 9��=,;  !�  �)� �" #�)� "��� ����#�� ��$��� ��� &#��)���& #� �!�" �� 2	

�� �  !�  !� ����% #��� ���)� � "����� �& #� �#�)�� �	�� ��� ��# #��� /)�0�#�� ���&� PC(

-!#��  !� �)���#��� ���)� � ��� )� #�� � ���&� Pu	 �!� ��# #��� /)�0�#�� ���&� ���$� ��

��1������ $��)�� 1��  !� /��#� �1  !� �� �/�#�!��� �1 1) )�� &��#�� �)���( -!#��  !� &#6������

/� -��� PC ��& Pu ��@�� �  !� ���/#��& #�@)���� �1 ����� �#� #�"��1�� #���( ���#&)��

� ������( �����&'��&�� �6�� � ��& "�� '/)�0�#�� � �/#�# %	 �� ��!����& ����% #��� ��&��

 !� #���)&�� �����&'��&�� �6�� � #� "����� �& #� �!�" �� �	



������� �	 
���
 �� ��������� ���

����� ������	
� 	�
������
� �
���

�� ������� ��� �������� �!"���# �"� #���$��" �% &��'�( #���)*��"��& % �� $� ��"&

+� &+�*��$�&, ��� + �&� �&&��- %� *� .����� ��� ��.� &��'& Tl,i �& ��. /��( �� Topt1 ��( %� 

��� "++� &��'& Tu,i = Topt12	 ��-" � �	�0 + �&���& �!"���# �"� (��- ��& �% ��� ���� ����')

��� ����� ��� 	��	�

�
� ����
 ���� � ���� ��� ����
 ���� � ����

��-" � �	�01 ���� ����')�++���( ����� ���( P $� &"& ��� ��()&�� �����- (�&+��*����� E �%
��� ���� ���#� .��� Tl,i/Topt1 = 1.0	

�++���( ����� ���( P $� &"& ��� *�  �&+��(��- ��()&�� �����- (�&+��*����� E �� &��. ���

+�&�)#"*2���- #���$��" �% ��� #���)*��"��&	 �� ��� (�"#�')&'���� �* *�&�&, ��� - �+�&

�� ��-" �& �	�03�4#5 ��(�*��� ���� ��* ��&��- ��� &��' (������ � ��� * �&&� � ���-�� #���

��* ��&� ��� "������� ���(, #"� ��� +�&�)#"*2���-  �&+��&� �& &��-���' �� � "�&��#�� .���
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����� ��� ���������� ���  ��!��	 ��� ��� ��"�#�$�����%& &����' %� &�" (� �(���)�* %"

��� !����� %" �%!+��� �	�,-&.*/ ���� ���" α %� ���  ' �+&� �� %" &���� ��	� �"* �,	�' ���

����#(+&0 %"! �����"�� %� �+!� $ +"���( � ���" &������* �� ��*� � �%�� �  ��!�� α -&����

��	1' ��	2' �,	1 �"* �,	2/	 ��( �� �	1 �"* �	� �����"� ��� &�������"*%"! "+���%&� + �%����

��( � �	13 � �%����  ��*� �4 ��.�1 �"* ��.�1 ���" Tl,i/Topt1 = 1.0	

���� �� �5 �� �, �6 �1
Pu (kN) 5�	6 62	5 21	� ��5	� ��7	1 �5,	7

���� �� �5 �� �, �6 �1
Pu (kN) 5�	2 ,�	� 12	� 21	� ���	� ��7	�

��( � �	�3 � �%����  ��*� �4 &���� ��	�.��	2 �"* �,	�.�,	2 ���" Tl,i/Topt1 = 1.0	

���� ��	� ��	5 ��	� ��	, ��	6 ��	1 ��	� ��	7 ��	2
Pu (kN) �,	5 1�	1 76	7 ��1	� ���	� ���	� ��6	� ���	� 27	�

���� �,	� �,	5 �,	� �,	, �,	6 �,	1 �,	� �,	7 �,	2
Pu (kN) ,5	� 7,	� ��5	5 ���	, �5�	� �5�	5 ���	2 ��6	, ���	2

 ��*�	 �� %� �)%*�"� ���� ��� + �%����  ��* %"&������ �%�� ��� ���$ *%������ �� &�������

 �"!�� %"&����%"! �%"&� ��� �8�&�%)�"��� �4 ��� ���$� %" ���%��%"! ���+&�+�� %"���(% %�$ %�

� �� %"&�����*	 �� ���+ * � �� (� "���* ���� %" ��� &�"�%*���* ��"�#�$�����%& &����' ���

+ �%����  ��* ���&��� ��� ��9%�+� )� +� ���" α = 0.6' ���� %" &���� ��	1 �"* �,	1	

����� �����	�
�	� 	� 
���	����


%"&� %� ��� ��)�� �* ���� ��� (+&0 %"! �"* ����#(+&0 %"! (���)%�+� �4 ���$�* ���(��� %�
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��������������� �! �� �� �"�! P #��$%$ �&� ��!�$&"���� �' ! $���(�)��� E "* �&� )� � )�)�

+�� +��,��� �&�$� �," (�$�$	 ��  $ "+$��#�! �&��  � ���)$ "* �&� !"%+���$�))��� ( )"!��$-

��.�/ ��! ��.�/-  � � '%��$ �	�01�.+2- �&� & '&�� ���$���$$ �' ��#��  �(���$�$ �&� %�� )���

�"�!- ,& (& (�� ��$" +� "+$��#�!  � � '%�� �	��	 �",�#��- �&� �"$��+%(3� �' ��$�"�$�  $

����� #��� )"�� %�$��+�� �� Tl,i/Topt1 = 2.0 ,&�� (")����! �" Tl,i/Topt1 = 1.0  � �&�  � � ��

�"$��+%(3� �' ���'� +%� �&� ��$ !%�� (���( ��  $ '�������� $ ) ���-  * $� '&��� & '&��4 �&�$�

("�(�%$ "�$ ��� $ ) ��� �" �&"$�  � �&� ���# "%$ $�%! �$ "� �&� �%���� �� ������"�!�! (�$�$

1
� �" 5 6�!��- 7��8- 7���+2	

�� ���)$ "* �&� )"�"�$�))��� ( )"!��$- ��	�.��	� ��! �9	�.�9	�- ,&�� α  $ $)���- $%(&

�$  � (�$�$ ��	� ��! �9	�- �&� & '&�� ���$���$$ �' ��#�� ��!%(�$ �&� %�� )��� �"�!- +%�

 �(���$�$ �&� �"$��+%(3� �' $��+ � ��	 6&�� α  $ �$$ '��! ��  ����)�! ��� #��%�- $%(& �$

 � (�$�$ ��	/ ��! �9	/- ,&��� α = 0.6- �&� & '&�� ���$���$$ �' ��#��  �(���$�$ �&� %�� )���

�"�!- +%� !�(���$�$ �&� �"$��+%(3� �' $��+ � �� $ '� :(�����	 � �����- ,&�� α ����"�(&�$

%� ��- $%(& �$  � (�$�$ ��	� ��! �9	�- �&�$� +�&�#� $ ) ����� �" �&� !"%+���$�))��� (

(�$�$	 � ���$"� *"� �&�$� #�� �� "�$  � ��$�"�$� ", �' �" �&� �",�� #��%�$ "* �&� )"�"�

$�))���� ����)���� α )�� +� ���� +%��! �" �&� )"�� �(%�� ����(�)+�� �' �;�(� �� & '&��

���$���$$ �' ��#��$	
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�" $�%!� �&� �"$��+%(3� �' ��$�"�$� *%��&��- �&� #��� (�� ! $���(�)��� �� ) !$��� wm ��!

�&� *"�(�$ , �& � ��(& $��� Tn- ,&��� n = {l1, l2, u1, u2} 1$�� � '%��$ �	�/ ��! �	�<2 ���  ��

#�$� '���!	 �",�#��- �� �& $ �" ��  �  $ ,"��& ��(��� �' �&�� �=%�� "� 1�	7�2- ,& (& ������$

�&�  � � �� ���$���$$ �' ��#��$ , �& � �&� %���� ��! �",�� $���$- $%(& �&�� �&� ��$��� � �'

*"�(�$ , �& � +"�& (�"$$��)$ �&��  �& + � �&� ) !$��� ! $���(�)��� ��� �=%��-  $ "��� �(�

(%���� �" ���! �' "�!��	 �& $  $ +�(�%$� �&�� ����� "�$& � !�� +������� ��'��(�$ �&�  �!%(�!

��!�! $���(�)��� *�") �&�  ���"!%(� "� "* �&� ���$���$$ �' *"�(�$ �&�"%'& (")���$$ �' ��!

+��! �' �&� )� � ("�%)� ���)��� �" ��$%�� ������ (�� $"�#�+ � ��	 ���(�- *"� (�$�$ ,&���
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������ �	��� ������� �! �" #$� �%#��!�&&'(���&��) �%��& &��) P *�� � #$� *��#�+�& )� (

�&�+���!# �# ��) ��! wm ,�#-��! Tl,i/Topt1 = 1.0 �!) 2.0	
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��� ��� Tl,i/Topt1 = 1.0 ��� ��� Tl,i/Topt1 = 1.0

�	� ��� Tl,i/Topt1 = 2.0 �
� ��� Tl,i/Topt1 = 2.0

��� ��
�� Tl,i/Topt1 = 1.0 ��� ��
�� Tl,i/Topt1 = 1.0 ��� ��
�� Tl,i/Topt1 = 1.0

��� ��
�� Tl,i/Topt1 = 2.0 ��� ��
�� Tl,i/Topt1 = 2.0 ��� ��
�� Tl,i/Topt1 = 2.0

������ �	��� ������ ��� �! � � �!"�#�"�$% �&&�� $!" %���� ��$'� #����� �!"(� ����!�!�

"��&%$��)�!� E 	
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α < 1.0 ���� ������ ������������ �� ���! ��� �����"� �"���"� #�$��"� $����"%�#��� &' ��� #"��

%&�(#� ���#��� �� �&� ��%���"���) *��&	 �����'&��! ����� #") +� " �����,%"�� ���-%"#+��

���� ��� �.����"� ".�"� �&"$ �� ����&$(%�$	

��� ��"��� �� ���(�� �	�/ %&#�"�� ��� �.����"��)-"�����$ ".�"� �&"$ P  ���(� ���  ����%"�

$����"%�#��� "� #�$��"� wm +������ Tl,i/Topt1 = 1.0 "�$ 2.0	 �� ��&(�$ +� �&��$ ��"�

wm > 0 ���������� " $&���"�$  ����%"� $����"%�#��� 0���� ��� �"#� $���%��&� "� ��" ��)1	

�� �� � �$��� ��"� �� ���#� &' ��� $&(+�)-�)##����% #&$��� ��������$ �� ���(��� �	�/0"2+1!

wm �� "��")� �&���� � '&� ��� $&���"�$ $����"%�#��� �� +&�� ��� Tl,i/Topt1 = 1.0 "�$ 2.0

%"���! ���%� ��$�%"��� ��"� ��� ���-%"#+����� �3�%� �� "��")� �#"���� ��"� ��� �3�%� &' ���

���'-������	 ���� ��"$� �& " $&���"�$ #�$��"� $����"%�#��� +(� ������ ������������ �� ���

��%��"�� ��� (���#"�� �&"$	

�&�� ��! ��� $���%��&� &' wm �� ����� �� ��� %"�� &' ��� #&�&-�)##����% #&$��� ��������$

�� ��� ��"��� �� ���(��� �	�/0%2$1	 �� %"� +� ���� ��"� ���� α �� �#"��! �(%� "� �� %"���

��	� "�$ �4	�! wm < 0 �� +&�� Tl,i/Topt1 = 1.0 "�$ 2.0 %"���! ���%� ��&�� ��"� ��� ���-

%"#+����� �3�%� �� ���"��� ��"� ��� �3�%� &' ��� ���'-������! ��"$��� �& "� (��"�$ #�$��"�

$����"%�#���	 ���� �� �"�(�"��) "��&%�"��$ ���� " �&�����"��) ���"��� �&"$-%"��)��� %"�"%��)

���%� ��� +�"#-%&�(#� �"� �& �&�5 "�"���� ��� ��" ��"��&�"� '&�%� �& $�6�%� (��"�$�	

�&�� ��! ���%� wm < 0 '&� +&�� ������������ �� ��� �� ����� ��& %"���! ��	� "�$ �4	�! ���

������ ������������ '&�%�� ��$(%� ��� (���#"�� �&"$ +�%"(�� &' ��� �.��" �����"� %&#������&�

������ ��� +�"#-%&�(#�	 �&� ��� %"��� ����� ����� �� "� �����#�$�"�� �� �� &' α! �(%� "� ��

%"��� ��	/ "�$ �4	/! wm > 0 ���� Tl,i/Topt1 = 1.0 +(� wm < 0 ���� Tl,i/Topt1 = 2.0	 ����

$�#&����"��� ��� %"��� ����� ��� +�"#-%&�(#� ����%��� '�&# +���� ���'-������ $&#��"��!

���� Tl,i/Topt1 = 1.0! �& +���� ���-%"#+�� $&#��"��! ���� Tl,i/Topt1 = 2.0	 �&� ����� ��&

%"���! ��	/ "�$ �4	/! ��� ��%��"�� �� ������������ �� �� ��&$(%�� "$ "��"��&(� +��" �&(� ��

���#� &' (���#"�� �������� "�$ �����"� �&��-+(%5���� +��" �&(�	 ���"��)! ���� α "���&"%���

(���)! ���� ��� %"��� %&� ���� �& ��� $&(+�)-�)##����% %"���! �(%� "� ��	7 "�$ �4	7! wm > 0

�� +&�� ������������ �� ��� "�$ ��� +��" �&(� �� ��#��"� �& ��� $&(+�)-�)##����% %"���	
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��� ������ �� ������ �	�� � �!�" �## $�� � ��#��� �� %��&� '� " ������ �	�( '� " $��

�������$�)�  ' � & $�� ' ��� ������� &�$��� ���� �$�* �� $�� ��%+�� �$����� %���#���+

"��$ �� ��������%	 �$ ��� ,�  ,���)�% $��$ $�� # &�� �$�*� -#� ��% #./ � �#��0 !��##* ��

������� �	��-�/1 -�/ ��% -�/1 &���� ��%���$�� $��$ wm < 0 ��% $�� ���+��",����� �2��$

% "���$��	 ��� ����� �$�*� -�� ��% �./ � �#��0 �� ������� �	��-�/1 -,/1 -�/1 -%/1 -'/1

-�/ ��% -3/1 &���� ��%���$� $��$ wm > 0 ��% ��#'+&����$ % "���$��	 ����� ����#$� ��%���$�

$��$ $�� ���+��",����� �2��$ '� " � �"�## α  � ������ ����$������� #�)�#� ��� �2��$ $��

� �$+,��0#��� ���� ��� ��% $�� �#$�"�$� # �% �����!���$#* ,�$ $���� ������� $ ,� � � "+

,���$� �  ' �� "�$��� ��% ����$������� �� ���$��� $��$ "�4�"�5� $�� �2��$�)�����  ' $��

�*�$�"	 ����� "�$$��� &�## ,� ��)���$�% �� ����$�� (	

����� ����	����
�� �
	
� �� ����� 
�� ����� �	
��

��$���$ 1 $�� ��$� ,�$&��� $�� �����+�$�* ��% # &��+�$�* ����$������� ' ���� �� ��$ '� "

$�� �� "�$��� � �%�$� � �� �6	 -�	.�/	 ��  �%�� $ )���'* $��$ $��� ��$� �� ���� 4�"�$�#*

 �$�"�#1 � �#����� �� ���#*��� �� � �%��$�% &�$� ����� ��	�1 ��	7 ��% ��	� ,���� ��#��$�%

' � $��� ����"�$��� �$�%*	 �� ���� " %�#1 $�� # &��+�$�* ����$������� ' ��� �� �������% ��

$��� '� " $� �� %�!��% �� �6	 -�	��/8  ��� $��� �� !4�%1 �##  ' $�� ' ## &��� #�)�#� ���

�$�%��% ' � $�� �����+�$�* ����$������� ' ��� �� $���9

Tu,i/Tl,i = {0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50, 1.75, 2.00, 2.25, 2.50, 2.75, 3.00}. -�	�./

�� $ $�#1 $���� ��� �(: ����� ' � ���� " %�#1 $�� ����#$� '� " &���� ��� � "��#�% ��$ $��

$����+%�"���� ��# ���'���� �� )�%�% �� ������� �	�;-�/1 -�/ ��% -�/ ����� #����� ��$��� #�+

$� �	 ��� ������ �� ������� �	�;-,/1 -%/ ��% -'/ �� & �#����  ' $���� ���'���� �� $�� �#���

 ' Tu,i )����� Tl,i	 �� ��� ,� ����1 $�� #����� �#$�"�$� # �%� Pu ��� ��"�����##* �# �� $ 

$�� #��� %�!��% ,* $�� �� "�$��� � �%�$� � Tu,i/Tl,i = sin βl/ sin βu1 &���� ��������$� $��

����$������� ��$�  ,$����% '� " �6	 -�	.�/	 ��� �# $� ������$ $��$ $��� ���$���#�� ���+
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� ��� ������� 
����
�� sinβl/ sinβu = 3.27

�
� ������� 	
���
� ��� ������� 
����
�� sinβl/ sinβu = 1.97

��� ������� 	
���
� ��� ������� 
����
�� sinβl/ sinβu = 1.41

������ �	��� ������  �!" #$$!%�&� '�����&� (���������&�  !���� %��)�& �)� �((�� Tu,i #&'
$!%�� ��#*� Tl,i+ �)� ��� #��� �& ,#-. ,�- #&' ,�- #�� '�(����' #� ($#&�� �& ,/-. ,'- #&' , -	
�)� ��$#��!&�)�(  �!" �0	 ,�	1�- �� ��(���"(!��' !& �)� ��#()� �& ,/-. ,'- #&' , -	
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��������� ����� ����� �� � ��� ������! ����"��� #�� "�$�"�%��� �&� '!��"��� !�� ( �����)

�&�� �� �������� �� �&����� *	

��� �����	
��� 
���
��

�� #�� �� �&� �'�&�� �� �+���) �&�� �� �&� ,��� ��' - �� ����������� �&� .'/0!��� �� ����1

.'/0!��� .�&����'� �# ���������� ���-� .��"1/�!'"��	 �!�&�'�& ������'� ��' ��� �������1

���� �&� ���.�!��- �# ���������� ���-� /�!'"��) �&��� #�/'� +�� ��!- ��  �'.!-1�-""����/

���-� /�!'"�� �� �&� �����/�! �!��� +&��� �&� ���!�� #��/� �� �&� ����/���! ��!#1+���&�

/�����.'����� +��� ��� ��!- �� �&� ��"�  ���/���� .'� �!�� /�!!�����	 �'����� �&� ���-� 

/�!'"� +��&�� �&� &���%����! �!��� /&����� �&�� �����,/���!- �� �&� 2�$'��! �3�/� �# �&�

���'/�'��! ��!#1+���&� /����� .� ���!�/�� 	 �&�� ����� '� � +&�!� ��+ ��� �# ���'��) ��/!' 1

��� �&� �����.!�  �����.�!��- �# "�0��� �&� ���'/�'�� "���1�-""����/ .- � ������  �3�����

/������" !����&� �� "� ���� �'/& �&�� �&� ���������� �-���" /�'�����/�� �&� �3�/� �#

��!#1+���&�	 �� &�� .��� �&�+� /'�����!- �&�� �&� /������" !����& ����� �!����� � �&� �3�/�

�# ��!#1+���&� &��� �����,/��� �3�/�� �� �&� "�/&���/�! .�&����'�	

�� &�� .��� #�'� �&�� �&� �&���  �����/� %���� �# .�&����'� �&�� &��� .���  ����"��� #��

�'��!- �$��!!-1!�� � ���������� ���-� /�!'"�� ��� �����,/���!- �3�/�� .- �&� �3�/� �#

��!#1+���&�	 �&� ����/���! �3�/� �� �� �'.1 ��� � �+� �# �&��� %���� ���� �+� #'��&�� �����

.- ��0��� �&� ���'��! "���1�-""���- �# �&� ���"���- ���� �//�'��	 �&� ��+!-1 ����� 

%���� #�� �&� .��"1/�!'"� &��� .��� ����,� .- ���!����� �� ���'!�� �� ) �� &�� .���

 ����"��� #�� ���-� /�!'"��) �&� ��'� ����"'" ������������ !���!) �� ���"� �# "�$�"�%���

�&� '!��"��� !�� 1/���-��� /���/��-) �� &��&�� �&�� �&� !�����!-1 ����� ����"'" !���!)

+&�/& �"�!��� �&�� �&� /'����� �&������/�! ��' - ��� � �� .�  ���!��� #'��&�� �� ����� �

� #'� �"����! '� ������ ��� �# �&� "�/&���/�! .�&����'� +��&�� �&� ���!����� �����	

����� #��" �&� +�!!10��+� ,� ��� �&�� ��/������� �&� ���-  ��"���� �� /������" !����&�
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��� �������� ��� ���� ��� �!�" #!� "!�$�%&�%  ����� ���%�" $�� &�!�� ��' �� �� ���� #!�

�!�(����!��� ���%�" �!�� ��' ��� ��!���� ���)�� ����! �� ���! #!��" �! $� � *�% +��� �&

���	 �� �����+���� ���� � ��� ��!���� ���)�� ����!� ��!��" $� �(!�"�" ����� ���� ��� $���

"� !�������" �! ���" �! �,��� ��% �����$�� +!��&$��*���) $���(�!�� �����"��) ���+&$��*

���+!����	 ��� ������� ������� "� !������� ���� ����� �"���� ��!���� ���)�� ����!�' "�&

��� ���" ������ �! $� �++�!,� ����% -	�' )�(� ���  !�� #�(!���$��  ��������� $���(�!��

����� ���% ����*� � $������ $��.��� ��� �/��� !# ���#&.��)�� ��" ��� ������� +��&�� $����)

"��+���� ���	 ������%' ��� +����������) #!��� "�����$���!� $��.��� ��� �++�� ��" �!.��

���%�' "���� ���" #�! � �� +�� #!��� $�������) �0����!�' �++���� �! +�!(�"� � �����$��

���� ��� #!� ��� ��0����" �! $�����!� �! $� �"!+��" �� ���%�" $�� &�!�� �� �!  �,� �1�

��� �%��� �/����(�����	

�!�.�������"��) ��� +������ 2�"��)�' ����� ��� ��������% "�(��!+�" ���!������� #!� �����!�

�� $���" !� ������ ���!�% ��" �� ��� $��� ��!.� ���!�)� �!������� �� ����%��� ���� ���

$���(�!�� �� �!���"���$�%  !�� ������"' #������ "�(��!+ ��� �� ������% ��0����"	 3!��&

!(��' ��� ������� ���"% �� �� ���" �! +��#��� ���������� .���!�� ��*��) � +��#����!�� ���!

�!���"�����!�	 ��� +������ 2�"��)� ��))��� ���� � �!�������  !"�� �! ��(����)��� � +��#��&

��!� �������(��% 4
���! 5 6�"��' 7--8�9 
���� �� ���' 7-�:; ��" ��� +!������� #!� ���������(�

$��*���)' .���� ��� *�!.� ������ �� +���������" ���%�" �!�� �� 4
���! 5 6�"��' 7--8$9

<� 5 6�"��' 7-�=�;' .!��" ���" �! +��"�����) ��" ��"������"��) ��� +�������� ���)��

#!� +��� ����� ��" ��������� �����)� ����	 �����  ������ ��� "�������" �� ��� ��$��0����

���+����
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��������� �� � !�" #$ �!�"% !� &� %�'���(��	
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�� ��
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�� "! )"�' !$�  *� � %!�+��%% ��(��!���% )"�' �,	 -.	�/  �� !$�  %%0'�!���%  ���!�� ��

�$ �!�" .1 '�'&�" &�����2 %!�+��%%�%  "� ��(��� #0""��!�31  ��  ���!��� �  %%0'�!���%

 "� ' �� )�" )�"'0� !��2 !$� '�#$ ��# � '����% !� ����%!�2 !� !$� &0#4���2 �� �	 �$�

&�����2 %!�+��%%�% �) !$� ' �� #��0'� '�'&�" Kc,b1 0���" #"�%% "' Kau,b  �� ��5�"

#"�%% "' Kal,b # � &� ��(���  % !$� )����5��2 "�%��#!����36

Kc,b =
EcIc
L3

, Kau,b =
EaIa
a3u

, Kal,b =
EaIa
a3l

. -�	�/

��  %�'�� " '�!$�� !� !$�  � �3!�# � %!0�3 ���3 )�" ��0&�37%3''�!"�# %! 3�� #��0'�%

�� 
'�!$ �� ��� -�89:/1 )�"  '���7%3''�!"�# %! 3�� '�'&�"1 !5� ,0 ��! !����3 ��+�"��!

&0#4���2 '���%1 ;���% �  �� < ���0%!" !�� �� ��20"� .	�<1  "�  �%� ��%%�&��	 �$� ��5�%!

&0#4���2 �� � &�!5��� !$�%� !5� '���% # � &� 0%�� !� �� �0 !� !$� ���� " ��!�'0' �"�7

%!"�%%��2 )�"#�%	 �� "! )"�' !$�  %%0'�!���% ' �� �� �$ �!�" .1 !$� )����5��2  "�  �%�

' �� )�" !$�  � �3!�# � '���� �"�%��!�36

�	 ��� !$� ��=�#!���%  "� %' ��1 $��#� !$� '���� ���3 #��%���"% #"�!�# � &0#4���2	

<	 �$�  *� � ��)�"' !��� �) !$� ' �� #��0'� '�'&�"  �� #"�%% "'% �% ��2��#!�� %��#�

�! �% %' �� #�'� "�� 5�!$ !$� �+�#! �) %! 3 ��)�"' !���	

.	 �$� #����#!���% &�!5��� !$� #"�%% "'%  �� !$� ' �� '�'&�"  "�  %%0'�� !� &�

��")�#!�3 "�2��> !$� #����#!��� &�!5��� !$� %! 3%  �� !$� ' �� '�'&�"  �� &�!5���

!$� %! 3%  �� !$� #"�%% "'%  "�  %%0'�� !� &� ��� � $��2�%	

�	 �$�"� �% �� �'��")�#!���  �� ��=�#!��� �"��" !� &0#4���2	
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�	 ��������  ���!" �� #$% &�'�%  ( #$% )'�� )%)*%! �� � �+���#� � ,�#$ #$% �! ""'!)"	

-	 �$% &!%"#!%""��� �%.%�  ( #$% ��!!%�# "#�/0 �" ,�#$�� 1 �% 23 $%��% '�� "#'0" '!% ��

#%�"� � '# �!�#��'� *�������	

��� ������	
��
 ��
�	
���

�! ) '�� #$% '( !%)%�#� �%/ '""�)&#� �"3 #$% *������� � '/ ( ! %'�$ ) /% �'� *%  *#'��%/

�"��� #$% *%') /�4%!%�#�'� %5�'#� �	 �( "%� �/6 !/%! #%!)" '�/ #$% %4%�#  ( #$% %�/6

"$ !#%���� /�"&�'�%)%�#  ( #$% )'�� )%)*%! '!% �%��%�#%/3 #$% *'"�� /�4%!%�#�'� %5�'#� �

( ! *%') *%�/��� �" #$�"7

M = −EcIc
d2w

dx2
, 8�	9:

,$%!% x '�/ w '!% #$% )'�� )%)*%! ';�" '�/ �'#%!'� /%<%�#� � (���#� � !%"&%�#�.%�0 8"%%

����!% �	�:= M �" #$% *%�/��� ) )%�# '# '�0 �! ""6"%�#� �	 �$% #$% !%#��'� *�������

" ��#� � ( ! %'�$ ) /% �" ( !)��'#%/ "�*"%5�%�#�0	 
���% #$% &!%"#!%""��� �%.%� ( ! #$%

&!%"%�# "#�/0 �" ,�#$�� 1 �% 2 '" "#'#%/ �� #$% '( !%)%�#� �%/ '""�)&#� �"3 '�� #$% "#'0"

, ��/ *% �� #%�"� � *%( !% *�������	

����� ���� � 	
��
���

�$% > /% � *������� "$'&%  ( #$% "#'0%/ *%')6� ��)� �'� *% !%&�'�%/ *0 #$% ) /%� '"

"$ ,� �� ����!% �	�	 �# � )&!�"%" ' "�)&�06"�&& !#%/ )'�� )%)*%!  ( �%��#$ L3 ,$%!%

#$% "#'0" '�/ �! ""'!)" '!% !%&�'�%/ *0 '� %�'"#�� "&!��� "�&& !# #$'# !%"�"#" #$% .%!#��'�

/%<%�#� �  ( #$% )'�� )%)*%!	 � %"#'*��"$ #$% � �/�#� � ,$%!% #$% "#'0%/ *%')6� ��)�

*%� )%" ��"#'*�%3 �# �" �%�%""'!0 # � �"�/%! ( !�% %5����*!��)  ( #$% )'�� )%)*%! �� �#"

/%<%�#%/ "$'&% �"��� #$% (!%% * /0 /�'�!') �� ����!% �	�	
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������ �	�� � !�" #$! %��� & !' !�#��#( % � � !� � &�)*"�$�+ Q1 �, -.� /��-�)#" % �)�  $

-.� (#�$ (�(&�� �$!, ��,�"-�$� %� ( � !� � &�)*"�$�+ 2Q1 #- -.� (#�$ (�(&�� (�!0

,1#$ �, -.� - -#" /��-�)#" % �)� %� ( -.� ,-#' ��,-�#�$-,2 )����$-"' ( !�""�! #, # "�$�#�

" $��-�!�$#" ,1��$�+ l �, !�3$�! #, -.� .#"%0"�$�-. -.� (#�$ (�(&�� L/2+ N 2 S #$! M #��

-.� )� ,,0,�)-� $#" #4�#" % �)�2 ,.�#� % �)� #$! ( (�$- ��,1�)-�/�"'	
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��� ������� � ���! "! "�# $% &&'&�$!� � M $"� �� �()%�&&�� !�*&+

M = Pw −Q1x. ,�	-.


*�&!�!*!��� �/	 ,�	-. ��! �/	 ,�	�. ��0�&+

EcIc
d2w

dx2
+ Pw = Q1x. ,�	�.

��0����� �"$� !�%� �� �/	 ,�	�. �# EcIc "�� *&���+

k =

√
P

EcIc
, ,�	1.

!��� �/	 ,�	�. $"� �� %�2%�!!�� "&+

d2w

dx2
+ k2w =

Q1

EcIc
x, ,�	3.

2��$� %�)%�&��!& !�� � 0�%���� ��4�%��!�"5 �/*"!� � 6 % 7 �� � �*$85���	 ��� ����%"5

& 5*!� �  6 �/	 ,�	3. �&+

w = A1 sin kx+ A2 cos kx+
Q1

P
x, ,�	9.

2��%� A1 "�� A2 "%� $ �&!"�!& !�"! $"� �� ��!�%����� 6% � !�� 7 �� � �� ��!%�$ � *��'

"%# $ ���!� �&: "& &� 2� �� ���*%� �	�	 ��%�� $ ���!� �& "%� %�/*�%�� !  �!"�� !�� )"%!�$'

*5"% & 5*!� �+

�	 �! x = 0: w = 0	

�	 �! x = l: w = wm	

-	 �! x = l: dw
dx

= 0	

��� ;�"5 $ ���!� � �&  ��  6 %�<�$!�0� &#���!%# !�"! �& &)�$�;$ ! 7 �� �	 �))5#��� !��&�
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������ �	�� ����� !"# #�$��%!&��" �� �'&�"� $��% (�#� � )��*'�"�+ wm � &,� %�#- .!"

/��&��!' #� .'!��%�"& �$ &,� %!�" %�%)��+ Fu,f !"# Fl,f !�� &,� $���� 0�&,�" &,� �..�� !"#

'�0�� ���  !�% �� .��&�/�'1 !& &,� �" &!"& �$ )��*'�"�+ ΔFu,f !"# ΔFl,f !�� &,� !) �'�&�

�,!"�� �$ $���� 0�&,�" &,� �..�� !"# '�0�� ���  !�% �� .��&�/�'1 �� �'&�"� $��% &,�

)�!%-��'�%" )��*'�"�	
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������� !���"#"��$ %&��$ #� #'& (�%%�)"�* $�%�#"�� (�� #'& +"�,$-�� �&.&!#"�� w = wm/

wm =
Q1

Pk
(kl − tan kl). 0�	12

�� !�+-%&#& #'& ��!3%"�* $�%�#"��$4 "# "$ �&!&$$�� #� �&#&�+"�& #'& �&%�#"��$'"- �&#)&&�

Q1 ��� wm	 �'"$ !�� �& ���& � �&%�#"�* #'& (��!&$ #� #'& �&.&!#"��$ -����!&� �$ �

�&$�%# �( #'& �&�+,!�%�+� ��!3%"�*	 �'& 5&�#"!�% &6�"%"��"�+ �( (��!&$ �!#"�* �� #'& +�"�

+&+�&� �# #'& !��$$��+$ 0$&& �"*��& �	�2 �&6�"�&$ #'�#/

2Q1 = (Fl,f +ΔFl,f)− (Fu,f −ΔFu,f). 0�	72

���+ #'& �&%�#"��$'"- �( #'& -�&$#�&$$"�* (��!&$ )"#'"� #'& �--&� ��� %�)&� $#� $ -�&$&�#&�

"� �'�-#&� �4 #'& �8"�% (��!&$ )"#'"� #'& !��$$��+$ ��& &6��%4 #'�$/

Fu,f = Fl,f , 0�	�92

)'"!' *"5&$/

2Q1 = ΔFu,f +ΔFl,f = 2ΔTu,f sin βu + 2ΔTl,f sin βl, 0�	��2

)'&�& ΔTu,f ��� ΔTl,f ��& #'& ��$�%�#& !'��*&$ �( (��!&$ )"#'"� #'& �--&� ��� %�)&� $#� $

�&$-&!#"5&% �&$�%#"�* (��+ #'& �&�+,!�%�+� ��!3%"�*	 
"�!& #'& 5&�#"!�% �"$-%�!&+&�# �(

#'& +�"� +&+�&� "$ �$$�+&� #� �& 5&� $+�%% �# ��!3%"�*4 #'& ��$�%�#& !'��*&$ "� %&�*#'

�( #'& �--&� ��� %�)&� $#� $4 Δlu,m1 ��� Δll,m14 !�� �& &8-�&$$&� �&$-&!#"5&% �$ $'�)� "�

�"*��& �	� #'�$/

Δlu,m1 = wm sin βu, Δll,m1 = wm sin βl. 0�	��2

�'"$ %&��$ #� #'& &8-�&$$"��$ �( #'& ��$�%�#& !'��*&$ �( (��!&$ )"#'"� #'& �--&� ��� %�)&�
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������ ΔTu,f ��� ΔTl,f � �! "�#$ %�� �&'�(

ΔTu,f = KsuΔlu,m1 = Ksuwm sin βu,

ΔTl,f = KslΔll,m1 = Kslwm sin βl,
)�	�*+

,& � Ksu ��� Ksl �� �& ��#-� �� ./ '!! � ��� %., � ����� � 0� � #� �1	 )*	�+	 
'2��#3

�'�#�4 �1	 )�	�*+ #��. �1	 )�	��+ 4#$ �(

Q1 = Ksuwm sin2 βu +Kslwm sin2 βl. )�	��+


'2��#�'�#�4 �1	 )�	��+ #��. �1	 )�	5+ ��� � �����4#�4 4#$ �(

(kl)3

kl − tan kl
= D1, )�	�6+

,& � �& � , 1'���#�� D1 #�(

D1 =
Ksu sin

2 βu +Ksl sin
2 βl

Kcb,half

, )�	�7+

,#�& �& 2 ��#�4 ��#-� �� ./ &�%/ ./ �& 8�#� 8 82 � Kcb,half 2 #�4 � 0� � �&'�(

Kcb,half =
EcIc
l3

. )�	�9+

����� ���� � 	
��
���

�& :.� � 2'";%#�4 �&�! ./ �& ���� � 2 �83".%'8� "�� 2 � !%�" � 2� �& 8.� % �&.,�

#� �#4'� �	*� ,& � �& � ����#�� ./ �& ����� #� � !%�" � 2� ��  %���#" �!�#�4 �'!!.��	 �

/�  2.�� �#�4��8 ./ �& /.�" � /.� �&#� 8.� % #� �%�. �&.,�	 �� � �8� ./ �&#� "�� � �& 

2 ��#�4 8.8 �� �� ��� "�.��3� "�#.� "�� 2  <!� �� � �&'�(

M = Pw −Q2(l − x). )�	�5+
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������ �	��  !"�# $%" &��� '!"( "�$��$) &!�  !"� � '�*+#�%�, Q2 �- ./� 0��.�*$# &!�*�

!% ./� )$�% )�)'�� �%"- ��-�#.�%� &�!)  !"� � '�*+#�%�, Rau $%" Ral $�� ./� .!.$#

/!��1!%.$# &!�*�- !% ./� �22�� $%" #!3�� *�!--$�) .�2- &�!) ./� �22�� $%" #!3�� -.$(

��-.�$�%.- ��-2�*.�0�#(, N 4 S $%" M $�� ./� *�!--5-�*.�!%$# $6�$# &!�*�4 -/�$� &!�*� $%"

)!)�%. ��-2�*.�0�#(	
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����������� � 	 !�	�"# ���$ � 	 !�	�# %&'(� �$)

d2w

dx2
+ k2w =

Q2

EcIc
(l − x), !�	�*#

+,�-, .&/.&�&��� �,& �$0&.���� (�1&.&���'% & �'��$� 2$. 3$(& � ��-4%���	 �,& �&�&.'%

�$%���$� $2 � 	 !�	�*# ��)

w = A3 sin kx+ A4 cos kx+
Q2

P
(l − x), !�	�5#

+,&.& A3 '�( A4 '.& -$���'��� $2 ���&�.'��$� �,'� -'� �& (&�&.6��&( 2.$6 �,& 3$(& �

�&$6&�.�- �$��('.7 -$�(���$��8 '� �,$+� �� ����.& �	�9 (&:&-��$�� wau,r8 wau,b8 wau,f 8 '�(

2$.-&� Vu,f '�( ΔVu,f '.& 2$. �,& �//&. ��'7� -$..&�/$�(��� �$ (&:&-��$�� wal,r8 wal,b8 wal,f 8

'�( 2$.-&� Vl,f '�( ΔVl,f 2$. �,& %$+&. ��'7�	 �,.&& -$�(���$�� '.& .& ��.&( �$ $��'�� �,&

/'.��-�%'. �$%���$�)

�	 �� x = 08 w = 0	

�	 �� x = l8 w = 0	

;	 �� x = 08 dw
dx

= θcm	

�,& <�'% -$�(���$� �&��� �,& $�& 2$. .$�'��$�'% �766&�.7 �,'� �� �/&-�<- �$ 3$(& �	

�//%7��� �,&�& �$��('.7 -$�(���$�� %&'(� �$ �,& 2$%%$+��� & �'��$�)

tan kl =
kl

1 + Pθcm
Q2

. !�	��#

�$ (&�&.6��& '� '//.$/.�'�& �$%���$� 2$. 3$(& � ��-4%���8 �� �� �&-&��'.7 �$ (&�&.6��& �,&

.&%'��$��,�/ �&�+&&� θcm '�( Q2	 �,�� -'� �& ($�& �7 .&%'���� �,& 2$.-&� �$ �,& (&:&-��$��

/.$(�-&( '� ' .&��%� $2 �,& 6'�� 6&6�&. ��-4%���	 �.$6 ����.& �	;8 6$6&�� & ��%��.��6

'-���� $� �,& 2.&& �$(7 $2 �,& 6'�� 6&6�&. �� -$�=��-��$� +��, �,& -.$��'.6� .& ��.&�
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 ���

������ �	�� ��� �!" #�!$%& �'�()! &(# ��)&)��(! ��!�%)�(� *��' +�#� � ,� -%�(�. θcm &(# θa
&�� )/� ��)&)��(&% &(�%�! �* )/� '&�( '�',�� &(# )/� �$$��  ��!!&�' &) )/��� �()��!� )��(

$��() ��!$� )�0�%1. wal,r �! )/� ����# ,�#1 #�!$%& �'�() �* )/� %�2��  ��!!&�' )�$ �2�(� )�

)/� 3��() ��)&)��(. wal,b �! )/� #�!$%& �'�() �* )/� %�2��  ��!!&�' )�$ �2�(� )� )/�  ��!!&�'

,�(#�(�. wal,f �! )/� 4(&% #�!$%& �'�() �* )/� %�2��  ��!!&�' )�$. Vl,f �! )/� /���5�()&% *�� �

�( )/� %�2��  ��!!&�' )�$ &) )/� �(!)&() �* ,� -%�(�. ΔVl,f �! )/� &,!�%�)�  /&(�� �* )/�

/���5�()&% *�� � �( )/� %�2��  ��!!&�' )�$ ��!�%)�(� *��' ,� -%�(�	
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���� ��� ����� !"# �$%&�''!�" !' '��!'(�)*

2Q2l = Rauau +Ralal, +�	��,

 ��&� au = l tan βu �") al = l tan βl �&�- ��� %&�.�)!"# #��-��&!. )�("!�!�"'	 �&�- ���

�/0!�!1&!0- �� ��&.�' �" ��� �!% �� ��� .&�''�&- '�� " !" �!#0&� �	�2 ��� ����� !"# �/0��!�"'

�&� �1��!"�)*

Rau = 2ΔVu,f , Ral = 2ΔVl,f , +�	�3,

 ��&� ΔVu,f �") ΔVl,f �&� ��� �1'��0�� .��"#�' �� ��� ��&!4�"��� ��&.�' �" ��� 0%%�& �")

�� �& .&�''�&-' &�'%�.�!5��6 &�'0��!"# �&�- ��� 10.7�!"#2 #!5�" ��0'*

ΔVu,f = ΔTu,f cos βu, ΔVl,f = ΔTl,f cos βl. +�	��,


!".� ��� ����&�� )!'%��.�-�"� �� ��� -�!" -�-1�& !' �''0-�) �� 1� 5�&6 '-��� �� ���

%�!"� �� !"'��1!�!�62 ��� �1'��0�� .��"#�' !" ��"#�� �� ��� 0%%�& �") �� �& '��6'2 Δlu,m2

�") Δll,m22 .�" 1� �$%&�''�) &�'%�.�!5��62 �' '�� " !" �!#0&� �	�2 ��0'*

Δlu,m2 = wau,f cos βu, Δll,m2 = wal,f cos βl, +�	�8,

 �!.� ���) �� ��� �$%&�''!�"' ��& ��� �1'��0�� .��"#�' �� ��&.�'  !��!" ��� 0%%�& �") �� �&

'��6'2 ΔTu,f �") ΔTl,f &�'%�.�!5��62 ��0'*

ΔTu,f = KsuΔlu,m2 = Ksuwau,f cos βu,

ΔTl,f = KslΔll,m2 = Kslwal,f cos βl.
+�	�9,


01'�!�0�!"# �/'	 +�	�3,:+�	�9, !"�� �/	 +�	��, #!5�'*

Q2 = Ksuwau,f cos βu sin βu +Kslwal,f cos βl sin βl. +�	�;,

�&�- ��� )!'%��.�-�"� )�("!�!�"' !" �!#0&� �	�2 ��� &����!�"'�!%' �-�"# )!<�&�"� )!'%��.�=
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����� �� � � !""�# $�% &�'�# (#���$#� �)"� $#� $� ��&&�'�*

wau,r = wau,f + wau,b, wal,r = wal,f + wal,b, +�	�,-

' �#� � � #).)% /�%0 %)�"&$(������ �� � � !""�# $�% &�'�# (#���$#� �)"� �')�. �� � � 1�)��

#��$�)��2 wau,r $�% wal,r2 $#� .)3�� #��"�(�)3�&0*

wau,r = θaau, wal,r = θaal. +�	��-

�$��% �� �!&�#4��#��!&&) /��%)�. � ��#02 � � /��%)�. %)�"&$(������ �� � � !""�# $�%

&�'�# (#���$#� �)"�2 wau,b $�% wal,b2 $#� .)3�� � !�*

wau,b =
Rau

3Kau,b

, wal,b =
Ral

3Kal,b

. +�	56-


!/��)�!�)�. �7�	 +�	�5-4+�	�8- )��� �7	 +�	56- .)3��*

wau,b =
2Ksu

3Kau,b

wau,f cos
2 βu, wal,b =

2Ksl

3Kal,b

wal,f cos
2 βl. +�	5�-


!/��)�!�)�. �7�	 +�	��- $�% +�	5�- )��� �7	 +�	�,- .)3��*

wau,f =
auθa

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

, wal,f =
alθa

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

. +�	5�-


!/��)�!�)�. �7	 +�	5�- )��� �7	 +�	�9- .)3��*

Q2 = Ksu

[
auθa

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

]
cos βu sin βu +Ksl

[
alθa

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

]
cos βl sin βl. +�	55-

�#�� � � $��#�����)���% $��!�"�)���2 θcm = θa �')�. �� � � #).)% 1�)�� $� �)%:�"$�	


!/��)�!�)�. �7	 +�	55- )��� �7	 +�	��- .)3��*

(kl)2 tan kl

kl − tan kl
= D2, +�	5�-
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����� ��� ��� � !��"�# D2 "$%

D2 =
Ksu

Kcb,half

[
sin2 βu

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

]
+

Ksl

Kcb,half

[
sin2 βl

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

]
. &�	�'(

��� ��������	
 �	��
�	
�

��� ) *+,"�- ,.!/$ 0.� 1./�$ � !�/ 2 *!� )� .)�!"��/ )# $.,3"�- ��$	 &�	�'( !�/ &�	��(

��$4�*�"3�,#	 �.��3��5 ���$� ��. �� !�".�$ !�� "64,"*"� !�/ *!��.� )� $.,3�/ "� *,.$�/

0.�6 0.� kl !�/ ���*� ��� ,.!/ P 	 �� .�/�� �. $"64,"0# ���$� ��!�$*��/���!, �� !�".�$ �.

)� !),� �. -"3� �74,"*"� $., �".�$5 ��-��$$".� "$  $�/ �. 4�.3"/� !** �!�� !44�.7"6!�".�$	

� �����,#5 Ec = Ea = Es !�/ Ic = Ia !�� !$$ 6�/ �. $"64,"0# ��� $� /#5 !,��. -� ���$�

!$$ 64�".�$ !�� �.� $��"*�,# ��*�$$!�#	

��� ,�0�8�!�/ $"/� .0 ��$	 &�	�'( !�/ &�	��( *!� )� /�9��/ !$ ��. 0 �*�".�$5 F1,theory !�/

F2,theory ��$4�*�"3�,#5 �� $%

F1,theory =
(kl)3

kl − tan kl
, F2,theory =

(kl)2 tan kl

kl − tan kl
. &�	�:(

��.6 ��$	 &�	�'(5 &�	�:(5 &�	��( !�/ &�	�'(5 ��� 3!, �$ .0 ���$� ��. 0 �*�".�$ $�. ,/

)� 4.$"�"3�	 �!$�/ .� $� /#"�- ��� � 6��"*!, 4�.4���"�$ .0 ���$� ��. 0 �*�".�$5 ����

kl = [1.57, 4.49]5 F1,theory "$ 4.$"�"3�5 *.��"� . $ !�/ 6.�.�.�"*!,,# "�*��!$"�-; ����

kl = [3.14, 4.49]5 F2,theory "$ 4.$"�"3�5 *.��"� . $ !�/ 6.�.�.�"*!,,# "�*��!$"�-	 �.�� .0

���$� ��. 0 �*�".�$ !44�.!*� 4.$"�"3� "�9�"�# !$ kl → 4.49	

�. .)�!"� !� !44�.7"6!��5 #�� �74,"*"� !�/ !** �!�� �74��$$".� 0.� ��� ) *+,"�- ,.!/5 ���

��� "��/ �!�-� .0 F1,theory !�/ F2,theory ���/$ �. )� "�3�$�"-!��/	 ��.6 ��	 &�	2�(5 Tl,i ≤ Tu,i

*!� )� .)�!"��/ �"�� βl ≥ βu !�/ α ≤ 1.05 !�/%

Tl,i = Tu,i
sin βu

sin βl

. &�	�<(
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���� ��	 ��	����  !" #$%#& '��(" )% !%*  !" �#%* �"�+"� #�%,%*- '���  !" , #. , �",, (#*

+" "$/�",,"0 #,1

Tl,i cos βl + Tu,i cos βu =

(
sin βu

sin βl

cos βl + cos βu

)
Tu,i ≤

(
sin βu

sin βl

cos βl + cos βu

)
fyAs,

������

��	
	 fy �� 
�	 ��	�� �

	�� �� �����	� ��
	
���� ��� 
�	 ��
	
��� ��

	�
�� �� ��
��� �
		��

��	 
	��
������� �� ��� ������ ������	
� 
�	 �������

���� ������
� �� 
�	 ���� �	��	


�
�� 
�	 �	
��	�
� 	 �� � �
��
���� ��
	
��� �

	��
�� !�����	
��� 
�	 �
�
�� ��	
	 
�	
	

�� �� 	"
	
��� �"��� ����� 
�	 �

	�� ��
��� �
��� ��� �	�� 
� 
�	 ���#���� �� 
�	 ����

�	��	
� ��� 
�	 ��������� ��	�����
� �		�� 
� �	 ��
��$	�� 
���%

Tl,i cos βl + Tu,i cos βu ≤ PC, ����&�

��	
	 
�	 �
�
���� ���� PC ��� �	 �	
	
���	� ���	� �� ���	
 ���#����� 
���%

PC = PE =
π2EcIc

l2e
, ����'�

��	
	 
�	 	(	�
� 	 �	��
� le = nl� ��� n �� 
�	 	(	�
� 	 �	��
� ���
�
 ��
 ��	����� �� 
�	

���� �	��	
� ��	 
	��
������� �� ��� ����&� ������	
� 
�	 �������

���� ������
� �� 
�	

���� �	��	
 �
�� 
�	 �	
��	�
� 	 �� 	���
�� ���#����� )�	� 
�	 �"��� ���� �����	� 
� 
�	

���� �	��	
 P = PC� ����
�
�
��� ��� ����'� ��
� ��� ���*� �� 	�%

kl = l

√
PC

EcIc
=

π

n
. ����+�

,� �
�	
 
� ��"���-	 
�	 ��
	
��� 	.��	��� �� ��
� 
�	 �
��� ��� ���� �	��	
� �
�� ����

������ ��� ����&�� 
�	 ��������� 	���
��� �� ��
���	�%

π2EcIc
(nl)2

=

(
sin βu

sin βl

cos βl + cos βu

)
fyAs. ����/�

0	������� fy = Esεs,y ��	
	 εs,y �� 
�	 ��	�� �

��� �� 
�	 �
�� ��
	
��� ��� 
	�

������
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Asl

2

Ic
=

1

n2εs,y

π2

sinβu

sinβl
cos βl + cos βu

=
Ω

n2εs,y
, ��	���

"#�$� Ω � %�&'�% (#) !

Ω =
π2

sinβu

sinβl
cos βl + cos βu

. ��	���

����� �������	
� �
���	
�� �
�� �

�' (�$* +, -+%� � .)/01�'�2 (#� $3'�� +, kl %�4�'% +' (#� .+)'%3$5 /+'%�(�+' +, #31, +,

(#� *3�' *�*.�$2 3 �11) ($3(�% �' ���)$� �	6	

���)$� �	6! �#� $3'�� +, (#� �7�/(��� 1�'�(# +, #31, +, (#� *3�' *�*.�$ ,+$ -+%� �
.)/01�'�8 le � (#� �7�/(��� 1�'�(# +, �3/# /3 �	

�$+* ���)$� �	62 (#� �7�/(��� 1�'�(# +, #31, +, (#� *3�' *�*.�$ �' (#�  (35�% .�3*9/+1)*'

� .�("��' (#3( +, (#� /3'(�1���$ 3'% (#3( +, (#� /3 � "#�$� +'� �'% � 4�''�% 3'% (#� +(#�$

� &:�%	 ��'/�2 n = [0.7, 2]2 3'% kl = [π/2, π/0.7] ≈ [1.571, 4.488]2 "#�/# 344$+:�*3(� 

(+ (#� 3,+$�*�'(�+'�% $3'�� +, F1,theory +.(3�'�% ')*�$�/3115	 �+' �%�$�'� Ec = Ea = Es2
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������������ ���	  �	�! "�#  �	�$! ���% ��	  �	�&! "�# '("''"����� ��)(�*

D1 =
Asl

2

Ic
(cos βu sin

2 βu + cos βl sin
2 βl).  �	�+!


����������� ��	  �	��! ���%  �	�+! ��)(�*

D1 =
Ω

n2εs,y
(cos βu sin

2 βu + cos βl sin
2 βl).  �	�&!

�'%, �
 �� �--�.�.�  /00+!1 2%' �3( 4%,,%�56 ��(# 4"'�%� ��((51 �3( 6�(5# ��'(�� fy =

[215, 460] MPa1 "�# 7%���8� 9%#�5�� E = 210 GPa: 3(�4(1 εs,y = [0.10%, 0.22%]	 ��

"##���%�1 αl = [0.01, 0.15]1 α = [0.1, 1.0] "�# n = (0.7, 2)	 ���"5561 D1 = [0.37, 1663.11]

4"� �( #(�(',��(# ��,('�4"5561 "�# D1 = [0,+∞) 4%''(�;%�#��� �% kl = [π/2, π/0.7) 4"�

�( "#%;�(# "� �3( '(���'(# '"��( %2 F1,theory �% #(�(',��( F1,regression	 �;;56��� '(�'(���%�

�(43����(�  �(�3("1 �--+!1 �3( 2%55%<��� (=;'(���%�� "'( %��"��(#*

F1,regression =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3.4206 + 7.0485 tan(0.4573kl − 0.2671), �2 kl ∈ (π/2, 2.42];

0.2259 + 11.2878 tan(0.4753kl − 0.7939), �2 kl ∈ [2.42, 4.18];

15.9457 + 2.3136 tan(0.5139kl − 0.7384), �2 kl ∈ [4.18, π/0.7).

 �	�$!

�3( #(�"�5� 2%' #(�(',����� �3(�( (=;'(���%�� "'( ;'(�(��(# �� �;;(�#�= �	

����� �������	
� �
���	
�� �
�� �

�� �(',� %2 9%#( / ��4>5���1 �3( '"��( %2 kl "5�% #(;(�#� %� �3( �%��#"'6 4%�#���%�

3"52 %2 �3( ,"�� ,(,�('1 "� �55���'"�(# �� ����'( �	&	 �� �3( 4"�( %2 9%#( /1 n = [0.7, 1]1

kl = [π, π/0.7] ≈ [3.142, 4.488]1 <3�43 ";;'%=�,"�(� �% �3( "2%'(,(���%�(# '"��( %2 F2,theory

%��"��(# ��,('�4"556	 �%���#('��� �3( "���,;��%�� <3('( Ec = Ea = Es1 ������������ ���	
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������ �	�� ��� � !�� "# $�� �%�&$�'� (�!�$� "# � (# "# $�� ) �! )�)*�� #"� +",� -
*�&.(�!�/ le �0 $�� �%�&$�'� (�!�$� "# � &� & 0�	

1�	�2  !, 1�	�32 $" �4	 1�	�526  !, �� �� !��!� ��'�0�

D2 =
Asl

2

Ic

(
cos βu sin

2 βu

1 + 2Asl2

3Ia
sin3 βu

+
cos βl sin

2 βl

1 + 2Asl2

3Ia
sin3 βl

)
. 1�	�72

�"!0�,���!� Ic = Ia6 0�*0$�$�$�!� �4	 1�	��2 $" �4	 1�	�72 ��'�0�

D2 =
Ω

n2εs,y

(
cos βu sin

2 βu

1 + Ω
n2εs,y

sin3 βu

+
cos βl sin

2 βl

1 + Ω
n2εs,y

sin3 βl

)
. 1�	�82


�)�( �(96 #�") �
 �� �88�:�:� 1-;;526 εs,y = [0.10%, 0.22%]	 �"!0�,���!� αl = [0.01, 0.15]6

α = [0.1, 1.0]  !, n = [0.7, 1]6 D2 = [1.45, 23.29] & ! *� ,�$��)�!�, !�)���& ((96  !,

D2 = [1.45, 25.00] &"���0<"!,�!� $" kl = [3.50, 4.33] & ! *�  ,"<$�,  0 $�� ��4����, � !��

"# F2,theory $" ,�$��)�!� F2,regression	 �<<(9�!� �����00�"! $�&�!�4��0 1��$�� 6 �88526 $��

#"(("=�!� �><��00�"! �0 "*$ �!�,�

F2,regression = −2.3799 + 3.2130 tan(0.6999kl − 1.5753), kl = [3.50, 4.33). 1�	5;2
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��� ������ !"# ����#$�%�%& ��� � �'(#�  �"% �#� �� " (#� �%��� �% �((�%��' �	

����� ����� ���	
���

��� )"$(�#� "% *��+��% ��� ���"#���)�� �%� #�&#�  �"% !,%)��"% �  �"+% �% ��&,#� �	-	

�� )�% *�  ��% ���� ��� ���"#. �%� #�&#�  �"% !,%)��"% *"��  �"+ �')����%� �&#��$�%� !"#

��&,#� �	-/ �"$(�#� "% *��+��% ��� ���"#. �%� #�&#�  �"% !,%)��"% !"# ��� *,)0��%& �"�� 	

F1 �%� F2	 ��� �� �#�*,��"% "! ��� �##"# *��+��% ��� ���"#. �%� #�&#�  �"% !,%)��"% � 

 �"+% �% ��&,#� �	1	 � )�% *�  ��%2 ��� �* "�,�� �##"# !"# F1,regression � $" ��. ��  ���%

3%3 ��� �* "�,�� �##"# !"# F2,regression � $" ��. ��  ���% 0.4%	 ��� ��4�� "! �)),#�). � 

 ,5)��%� !"# �%&�%��#�%& (#�)��)�	
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��� F1,theory �� F1,regression ��� F2,theory �� F2,regression

������ �	�� �� !��"�!�#$ #% !&� ���#� "�!'��$ !&� !&�#�( )$* �����  �#$ %�$+!�#$ 	 ,���-
.��$+(/ � !&� 0��+�$!)�� #% 0#�$! '&��� !&� ���#� � '�!&�$ )  0�+�1+ �)$�� #2�� )33 0#�$! 4
,���#�/ � +)3+�3)!�* "( 100% × (Fi,regression − Fi,theory)/Fi,theory5 '&��� i = {1, 2}4 μ )$* σ
)�� !&� 6�)$ )$*  !)$*)�* *�2�)!�#$ #% !&� %��.��$+( �� 0�+!�2�3(	

����� ������	
 ���
�

��03)+�$� F1,theory )$* F2,theory �$ �. 	 7�	�89 )$* 7�	��9 '�!& F1,regression )$* F2,regression �$

�. 	 7�	�:9 )$* 7�	8;9 ��2��

Di = Fi,regression = bi,1 + bi,2 tan(bi,3kl + bi,4), 7�	8�9

'&��� i = {1, 2} +#��� 0#$* !# <#*� � #� = �� 0�+!�2�3(	 
�" !�!�!�$� �.	 7�	89 �$!#

�.	 7�	8�9 )$* ��)��)$��$� ��2� !&� �����  �#$  #3�!�#$ #% !&� "�+>3�$� 3#)* %#� <#*� i5

PC
i,regression5 !&� �

PC
i,regression =

EcIc
l2

⎡
⎣arctan

(
Di−bi,1

bi,2

)
− bi,4

bi,3

⎤
⎦
2

, 7�	8=9

'&��� bi,j ��0�� �$! !&� 0)�)6�!�� %�#6 !&� 0��+�*�$� �����  �#$  !�*(5 )$* i = {1, 2}	
�$ !��6 #% <#*� � "�+>3�$� 7i = 195 %�#6 �.	 7�	�:95 b1,j5 '&��� j = {1, 2, 3, 4}5 +)$ "�
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b1,1 = −3.4206, b1,2 = 7.0485, b1,3 = 0.4573, b1,4 = −0.2671, �$ D1 = (0, 4.42];

b1,1 = 0.2259, b1,2 = 11.2878, b1,3 = 0.4753, b1,4 = −0.7939, �$ D1 = [4.42, 30.18];

b1,1 = 15.9457, b1,2 = 2.3136, b1,3 = 0.5139, b1,4 = −0.7384, �$ D1 = [30.18,+∞).

%�	&�'

�� ����" ($ )(�� * +!,-.��/ %i = 2'0 $�(� �1	 %�	&2'0 b2,j ,3� +� ���������� � !"#

b2,1 = −2.3799, b2,2 = 3.2130, b2,3 = 0.6999, b2,4 = −1.5753, D2 = [1.45, 25.00]. %�	&�'

��� �� ���	
��
	��

�( 4���$5 � � 3$(�������(��� � �(����,3. 3�� ��/��""�(� "(.!��(�" ($ � � +!,-.��/ .(3�"

$(� )(��" � 3�� *0 .���3� +!,-.��/ 3�3.5"�" 6�� �� ���7�
 �" ,(��!,���	 � � �.�����

�58� 3�� "�9� 3�� � � "3�� 3" � ("� $(� � � �!����,3. "�!���" 6�� �� � 38��� �	 � �

3$(�������(��� �(!+.5:"5������, ,3"�" ��;�<0 ��;�< 3�� �(�(:"5������, ,3"�" ��	�;

��	= �� �3+.�" �	* 3�� �	� 3�� 3�(8��� 3" �>3�8.�"	 ��/!��" �	=0 �	�2 3�� �	�� ,(�83��

� � +!,-.��/ .(3�" $�(� � � �� �(��..��/0 � �(����,3. �(��..��/ 3�� ��/��""�(� $(� � �

�(!+.5:"5������, ,3"�"0 ���� ��;�< 3�� ��;�<0 3�� �(�(:"5������, ,3"�"0 ���� ��	�;��	=0

��"8�,��4�.5	 � �5 " (6 �>,�..��� 3/������� $(� 3.. � �"� �>3�8.�" +��6��� � � � �(����,3.

3�� ��/��""�(� "(.!��(�"	 �(�83��� �( � � � �(����,3. �(��.0 � � "�35 3�� ,�(""3�� 6�� ��

� � �� �(��. +(� ��,��3"� � � ��"��3��� 3� � � ���:"83� ($ � � �3�� ���+��0 6 �, .�3�

�( ��?����� ���:"83� ��@�,��(�" 3�� 3?�,� � � +!,-.��/ .(3�"	 � �" �?�,� �" "��� �( +�

�("� "�/��A,3�� 6 ��� � � "�35 ��3����� �" .3�/�	
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������ �	�� �� !"�#� "$%&  $'(%��)$# *�$' �� '$&�""�#�+ ,-�$��,� %" '$&�""�#� %#& �����).

)�$# �/(��))�$#) *$�  %)�) ��0�1� PC �) ,-� 2� !"�#� "$%& *$� 3$&� � $� 45 6��7 ��(��)�#,)

,-� ��)�",) *�$' ,-� "�#�%� 2� !"�#� %#%"8)�) 9�,-�# ���:�
5 6�-�$��,� %"7 ��(��)�#,) ,-�

��)�",) *�$' ,-� ,-�$��,� %" �'("� �, �;�%,�$#)5 6�����))�$#7 ��(��)�#,) ,-� ��)�",) *�$' ,-�

 ����#,"8 $2,%�#�& �/("� �, �����))�$# �;�%,�$#)	

��� ���� � �	� ���� 


������ �	�<� �� !"�#� "$%&  $'(%��)$# *�$' �� '$&�""�#�+ ,-�$��,� %" '$&�""�#� %#& ��.

���))�$# *$�  %)�) ��0�1	 �/�) %#& "%2�") %�� �&�#,� %" ,$ ������ �	�	
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������ �	��� ��� !�"� !#$% �#&'$��(#" )�#& �� &#%�!!�"�* +,�#��+��$! &#%�!!�"� $"% ��-

���((�#" )#� �$(�( ��	�.��	�	 �/�( $"% !$0�!( $�� �%�"+��$! +# ������ �	�	

��� �����	
��� 
���
��

�,� �&'!���+ +,�#��+��$! $"% �/'!���+ �����((�#" (#!�+�#"( )#� 0�� !�"� !#$%(* 1,��, �$"

0� $''!��% +# 0#+, +,� %#�0!2-(2&&�+��� $"% &#"#-(2&&�+��� (+$2�% 0�$&-�#!�&"( $��

#0+$�"�%3 $( )$� $( +,� $�+,#� �( $1$��* +,� !$++�� )#� +,� 4�(+ +�&�	 �,� ��(�!+( (,#1

�/��!!�"+ $����&�"+ $�$�"(+ �$�, #+,�� $( 1�!! $( 1�+, +,� 0�� !�"� ����"5$!��( )�#& +,�

!�"�$� 0�� !�"� $"$!2(�( �(�"� �� &#%�!!�"�	 �,� �����((�#" (#!�+�#"( �$" 0� �(�% +# �5$!-

�$+� +,� +,�#��+��$! #'+�&�& '��(+��((�"� !�5�! +,$+ �$" (�&'!�)2 +,� '����%�"� '�#��(( #)

#0+$�"�"� +,� !�"�$� #'+�&�& '��(+��(( #0+$�"�% �" �,$'+�� � $"% &$ � �+ &#�� $''!��$0!�

)#� �"��"����"� '�$�+���	

6#��#5��* +,� +,�#��+��$! $"% �����((�#" (#!�+�#"( '��(�"+�% �����"+!2 $�� �(�% +# �#"%��+

+,� '��!�&�"$�2 (+�%2 #) %�(��" &�+,#%( )#� (+$2�% 0�$&-�#!�&"( �" �,$'+�� 7	
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�!� ��������" �#����� �$ �!� �#����� ���"%����" &��' �� �� �� �" �!� (���������""% ���"�����

���!�����" ��!�)��#� �$ �!� ���%� ����*��"#��	 +�� ��( �$ �!� ���� ������ �"�����

�� �!� ��������� �� ���"# � , �� �� �!� �-�"���� �������� �$ �!� ���������� ���"� ���%�	

�!� ��%"��(!.���/ ���!� �� ��"���� �� $��� �!� ����� �$ �!� �� �"	


� �!� �#����� ���"%����" ��# %, �!� �#������( �$ �!� ���%�, �!� (�������� ����������

�� �������� ������ !�)� ����  �0�� �� ��(#�� 1	�	 �!� �-��" �� ��� ��( ���2������

�$ ������� &��!�� �!� �#�����"% ����� ��� ���������� ���%� ����*��"#�� !�)� ����

 �0�� �� �3�	 41	�5 �� 4�	�5 ��������)�"%	 �!� "�� ��( ����� �""#������ �� ��(#�� 1	6

��� � ���� , �� �!� �#����� ��%"��(!.���/ ���� ���"%����" �� �" ��  �)��� �� ��# % �!�

���#��#��" �������� &��!�� "�� ��( ���� �	 �!� /���" ��!�)��#� �� �-��������� $�� �!�

����!���' �����������( $����� $�� ���������� ���%� ����*��"#��� #� �� ��"$*&��(!� �� 

�-��" ����������� !�)� �"�� ���� ������� �� �������� �� �!����� 1 47# �� ���, 68�95	

�!� �����#� �����������( $���� Topt1 &��!�� �!� "�&�� ���% ��������� ��( �� Topt12 &��!��

�!� #���� ���% �� � ���� �� �!� ����!���' �����������( $����	 
� &�� �� �� ���0��� ��

�!����� 1 �!�� �!� ������" �����������( $���� �!�#" �� ����� ����"% "��(�� �!�� �!� �����#�

�����������( "�)�", ���� &��!�� :��� 1, �#�! �!�� ���%� &�#" ��� �"��'�� ��$��� �#�'"��(

�� �!� #"������ "�� &�#" �� ��-���/� 	 +% ���#���( �!�� �!� ������" �����������( "�)�"

�"���� �!� ����*��"#�� &��!�� :��� 1, �� �""�&� �!� �������� ���"%����" �� �" �� ��

����"�0� ����&!��	

�!� ���#"���( ���"����� �3#�"����#� �3#������ ��� �!�� �� ��")� &��!�� �!� &�""*�����"��!� 

�#������" ������#����� �� ��$#������� ��$�&��� �;��*8<� 4��� �" = �" ����, 68��5 ��

��)��" �!� �������" �� ����*�#�'"��( ��!�)��#� �$ �!� ����*��"#���, &!�"� ��������( �!�
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�������������  �������! �� �"! #!�"������  $ �!#	 �"� %��&�'! (!$ �����#����� �!)��'��)

�"! #�'�� ���!������� ��' "!��!  ����) ��'������� �!)��'��) ��$ %��!�����  !� ���&���! 

�� ������� )!�#!���� �#%!��!����� 	

����� ����	 
��
�����

�"! ���(���) %��*�! �� �"! #��� #!#�!� !�!#!�� ��� �! !+%�!  !' � � ��#�������� �� �

 $##!����  "�%! W1 ��� ��'! �, �� ���� $##!����  "�%! W2 ��� ��'! � ��' �  $##!����

 "�%! ���# �"! ��#�������� ��  !��-.!�)"� ��' %�!-��#�!���) ���# �"! %�! ��!  ��) ����! 

W3, �"� /

W1(x) =
m∑
i=1

u2i−1L sin
(2i− 1)πx

L
,

W2(x) =
m∑
i=1

u2iL sin
2iπx

L
,

W3(x) = u2m+1L
x(L− x)

L2
− 4u2m+1L

x2(L− x)2

L4
.

0�	�1


� �"! ! !+%�!  ��� uj ��! �"! )!�!����2!' ����'����! ��� �"! ���(���) #�'!  "�%! ���-

��������� �"�� ������� j "���- ��! .�&! .��" L �!��) �"! ����� �!�)�" �� �"! #��� ����#�

#!#�!�3 m � �"! ����� ��#�!� �� %��� �� �"!  ��! �������� 	 �"! �'�%���� �� � ���)!� m

&���! ����. �"! !+%�!  ��� ���&! �� '! ����! '!���#����� �"�� ��! ��� !� �� �"! ������

%��*�! 	 ��.!&!�, �� ���� !, �"� �! ��� �� #��! !4������ �� �!  ��&!', �"!�!�$ ����!� ��)

�"! �&!���� ��#%�!+��$ �� �"! #�'!�	 �"! �&!����  "�%! �� �"! #��� #!#�!� #�$ �! ��-

����!' �$ ��#�����) �"! �.� '� ����� ���(���)  "�%! �"�� .���' ��!�( ���" �"! �!5!���&!

��' ����������  $##!���! �� #�'�� ���!������� ��! ���))!�!'	 �"! '!���#����� ���# �"!

��#�������� ��  !��-.!�)"� ��' �"! %�!-��#�!���) !6!�� ���# �"! %�! ��!  ��) ����! ��!

�� � �����'!', �"� /

W (x) = W1(x) +W2(x) +W3(x). 0�	�1

�"!  "�%! �������� � ���� ����!' �� ��)��! �	�	 �"! ���#���2!' &!������ '!5!����� �� �"!
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������ �	�� �������� ��� !� �� �"#$ �"�% �� %$� &$"�� ��'#%��'	 (���� �) �& %$� *�#+!�'�
���� ,�%$ ��-�#%�.� &/���%�/ "*��% ���&�"'	 (���� 0) �& %$� *�#+!�'� ���� ,�%$ ��1
%"%��'"! &/���%�/ "*��% ���&�"'	 2$�' ���"! �������#%��'& "�� �'%����#��3 %$�&� %"+�
%$� !�"��'� ����� �4���&&��'& �� ����& � "'� 0 5���� W1 "'� W2 ��&��#%�.�!/6 ,�%$ &��#� #
&#"!�'� �"#%��& "'� " &�"!! "��!�%���	

���&�"' �� %$� �"�' ���*�� δm #"' *� �4���&&�� %$�&�

δmL = W (L/2), 5�	�6

,$�!� %$� ��%"%��' �� %$� �"�' ���*�� "*��% %$� $���7�'%"! x "4�& "% ���&�"' θcm #"' *�

�4���&&�� %� !�"��'� ����� %$�&�

θcm = −W ′(L/2), 5�	�6

,$��� " ����� ��'�%�& ��8���'%�"%��' ,�%$ ��&��#% %� %$� !�'��%���'"! #�����'"%� x	 9�'#�

%$� :��'% *�%,��' #��&&"��& "'� %$� �"�' ���*�� �& �����3 %$� �"�' ���*�� "'� #��&&"��

��%"%��'& "�� "&&���� %� *� �;�"! %$�&�

θa = θcm. 5�	�6

���&�'%!/3 %$��� �& �'� &�% �� #��&&"��& �' %$� #�'&������ ���&%��&&�� &%"/�� *�"�1#�!��'&	

�$� &$"�� ��'#%��' ��� "' "�*�%�"�/ #��&&"��3 Wt(y)3 ,$��� t = {u, l} ��� %$� ����� "'�

!�,�� #��&&"��& ��&��#%�.�!/3 �& �� '�� %$�&�

Wt(y) = Ht0 +Ht1y +Ht2 sin katy +Ht3 cos katy, 5�	<6
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����� kat �� ��� ���������  ��!��"�#$  %� ��� �%��&%"��� '�(����%" % � ��%����)* �� ��%�" �"

��+��� �	,	 ���  �"���%"��  %�) % ��� ���-�  �"���%" �� '���.�'  �%) �" �"��#��� -����"��'

��+��� �	,/ ��(����' ���-� % ��� -���������' ���#�' 0��)1�%��)"/ �1� �� � '������' 2+���
 %� ��� ���-�1 �"���%" '�2"���%" % ��� �--�� ��%����)3 uu �"' ul ��� ��� +�"�����&�' �%1
%�'�"���� % ��� �%��&%"��� '��-����)�"� % ��� �--�� �"' �%��� ��%����) ��-� ���-����.��#3
W (x) �"' Wu(y) ��� ��� ���-�  �"���%"� % ��� )��" )�)0�� �"' ��� �--�� ��%����) ��1
�-����.��#3 θcm �"' θa ��� ��� ���-����.� �"+��� �� ��� �"��������%" % ��� )��" )�)0�� �%
��� �%��&%"��� �"' ��� �--�� ��%����) �% ��� .�������3 ΔL �"' δcL ��� ��� �"'1��%���"�"+
'��-����)�"�� �����"+  �%) ��� .������� '�(����%" % ��� 0��)1�%��)" �"'  �%) -����#
�4��� �%)-�����%" ���-����.��#	

�" 5���% 6 7�'�� 8,99:; �" ����� �����<=��"%���� 0�"'�"+ ���%�# ��� �--���' �% � 0��)1

�%��)" ��-����"����%" % ��� �--�� �"' �%��� ��%����)�3 ��� '������ % ����� ��� -����"��'

�" �--�"'�4 =	 ��� �"��#��� ��%�� ���� kau �"' kal ��" 0� �4-�����' ����/

kau =
κ√
α

√
2Tu,iau
EaIalu

, kal = κ

√
2Tl,ial
EaIall

, 8�	>;

���� κ 0��"+ � ����0����%"  ���%� ���� �� �"��%'���' �% �%����� ��� ��%����) ���-� ��"�� ���

)��" ���)�"� �"' 0%�� ��%����)� 0�"' ��)����"�%���#	 ��� ������%"���- 0�����" κ �"' α

�� ����0����' "�)�������# �"' ��� ������� ��� -����"��' �" ?�	�	�	

�%�� 0%�"'��# �%"'���%"� ��� ��!����'  %� �.������"+ ��� -������ ���-�  �"���%" % ����

��%����)/

�	 ��� ������� '�(����%" �� ��� @%�"� �� &��%* ��"�� Wt(0) = 0	
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�	 ��� ���������� �� �!���� �� ��� ��" �# ��� $""�� !��%%��& Wt(at) = utL	

'	 ��� (���� �# ��� !��%%��& �% ��)���* !����!��� �� ��� &��� &�&+��, �����#��� ���

�������� �# ��� !��%%��& �� ��� !����!���� �% ������� �� ��� �������� �# ��� &���

&�&+��, ���!� W ′
t (0) = θa = θcm, �% ��%!$%%�� �+�-�	

�	 ��� ��" �# ��� !��%%��& �% "����� �� ��� %��*%, ���!� ����� �% �� +�����) &�&��� ��

��� ��", �����#��� W ′′
t (at) = 0	

���%� !��������% ����. ��� %��"� #$�!���� !��%����% �� �/	 0�	12 �� +� �-��$���� ��$%3

Ht0 = − utL− atθa
atkat − tan(katat)

tan(katat), Ht1 = θa +
kat(utL− atθa)

atkat − tan(katat)
,

Ht2 = − utL− atθa
atkat − tan(katat)

, Ht3 =
utL− atθa

atkat − tan(katat)
tan(katat).

0�	42
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��� ������� ���)��% �# ��� $""�� ��� ��.�� %��*% ��� �5"��%%�� �� �/	 0'	'2	 6��� ���

�5������ #��!� P �% �""����, ��� +��&7!��$&� �% "$���* !�&"��%%��	 6��� ��� &��� &�&+��

+�)��% �� �� �!� -����!���* +* W (x), ��� )���������� ��#��&�� %��"� �# ��� %��*�� +��&7

!��$&� �% ���$%������ �� ��)$�� �	�, ��� ��� �5"��%%���% #�� ��� ��. ���)��% �# ��!� %��*

��� ��$%3

l′u1 = L
√

(Λ + uu)2 + (αu − δm)2,

l′u2 = L
√

(Λ− uu)2 + (αu − δm)2,

l′l1 = L
√

(Λ− ul)2 + (αl + δm)2,

l′l2 = L
√

(Λ + ul)2 + (αl + δm)2,

0�	82

�� .��!� Λ = (1 − Δ)/2	 �"��� #��& ��� %�����% )�������� +* !���)��) %��* ���)��%,

����� �% ��%� � "��7�5�%���) %����� ������$!�� +* ��� ������� "��%���%%��) #��!� ���� !�� +�

�5"��%%�� ��$%3

εTtn =
Ttn,i

EsAs

, 0�	�92
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����� Ttn,i �� ��� ������� ����������� !"�#� ������$ ������ ���% tn& ����� t = {u, l} ��$

n = {1, 2}	 �����!"��& ��� �"��� ������ �� ��#� ���% #�� '� �(������$ ��)�*

εtn = l′tn/ltn + εTtn − 1, +�	��,

����� �"����-� -��)�� !"� εtn �.��% ������� ������	 ��� ������ ���� % ������ ���% tn& Ustn&

#�� '� �(������$ ��)�*

Ustn =
1

2
EsAsltnε

2
tn, +�	�/,

����� ��� �"�0���-��� ������ εtn .)�� '� �"����-�	 
� .�% '� "'���-�$ ���� ���� ���

.��� .�.'�� '� ��� �" $�1�#� -����#���%& ��� ������ ���� % ������ ��� ���%� "� ��� #"�-�(

��$� ��#������ �� ��� .� ���)$� "! ��� '��$�� #)�-��)�� �� ��� .��� .�.'�� ���.���

'�#".�� ��� ��& ����� ��� ������ ���� % ������ ��� ���%� "� ��� #"�#�-� ��$� $�#������

#"..���)�����%	 �-���)���%& "�� "� ."�� ���%� "� ��� #"�#�-� ��$� "! ��� .��� .�.'��

.�%  " ���#2 ���� ��� .��� .�.'�� ��$0��"������ $�����#�.��� ���#��� #������ -��)��	

3��#� ��� ���%� #���"� ������ #".������"� "� '��$�� & ����� #".�"����� "! ��� ������ ���� %

�")�$ �4�#��-��% -����� ���� ��� ���% ������� $�#����� �" 5��" ��$ '��"�	 �" ."$�� ����

$��#"����)")� '���-�")� �� ���.� "! ��� ������ ���� %& � ������ "! ����#��� ηtn �� ����"$)#�$

���" ��� ���� % !"�.)����"�& ��)�*

Us =
1

2
EsAs

8∑
i=1

ηtnltnε
2
tn, +�	�6,

�����*

ηtn =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 �! εtn > 0,

0 �! εtn � 0.

+�	��,


"�� ���� $)��� ��� ������#��-� ')#2��� ��"#���& ��� ���%� "� ��� #"�#�-� ��$� .�% '�#".�

���#2 ���������% "��� �" ��� '�"2�� �%..���% ����"$)#�$ '% ��� �"������� #")���� "!

��� �%..����# �"$� � ��$ ��� �����%..����# �"$� /	
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������ ������ ��� !��"��� �#�$�$ �� �%�  ���  � !�� ��" �%� &��$$�� �'� ���$	 (��%

�%� �����")&���� �� �%� ��$*�&��+� $%�*� �)�&����$, �%� !��"��� ������ �� �%�  ���  � !��

Ucb �$ ��+�� !� �%� $���"��" �#*��$$���-

Ucb =
1

2
EcIc

∫ L

0

W ′′2 dx. .�	��/

�%� ������' �#*��$$��� ��� �%� !��"��� �������$ $����" 0��%�� �%� )**�� ��" '�0�� &��$$�� $

Uat, 0%��� t = {u, l}, �$ �%)$-

Uat =
1

2
EaIa

∫ at

0

W
′′2
t dy. .�	�1/

�$ $%�0� �� ���)�� �	2, �%�  ���  � !�� �'$� %�$ � *)��'� &� *��$$�+� ��"3$%��������

"�$*'�&� ��� δcL �%�� �$ ��"�*��"��� �� W (x)	 ���&�, �%� &�����!)���� �� �%� *)��'�

&� *��$$�+� $����� ������ Uca �$-

Uca =
1

2
EcAc

∫ L

0

δ2c dx. .�	��/

�%� &��$$�� $, �� �)��, ��� �$$) �" �� !� ���#���$����' ��" $� �%�  �"�' �$ ��'� �� ��&�

+�'�" ��� *��$���$$�" !�� 3&�') �$ 0��% �� ������' *��$���$$��� ���&� �� 4��� 5, 0%��� �''

$���$ ��� �� ���$��� �� �%� *���� �� ������' ��$��!�'���	 �%� *)�*�$� �� �%�$ �$$) *���� �$

�� $� *'��� � %��%'� &� *'�# $�$�� �� ��� �%�� &�� !�  �"�''�" ���'���&�''�	 �����+��,

*��+��)$ 0��6 .����� 7 (�"��, 28�8/ %�$ "� ��$�����" &��&')$�+�'� �%�� �%� '��"3&�������

&�*�&��� �$  �#� �9�" 0%�� �%� *��$���$$��� '�+�' �$ %��%�� �%�� �%� �%������&�' '�����

�*�� ) *��$���$$��� ���&�, $� �%�$ �$$) *���� "��$ ��� ��")&� �%� *��&��&�' �**'�&�!�'���

�� �%�  �"�' �� �%� ���'����� �����	
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��� ����� ���� ����  ! �"������ ����# Φ $�%&�'#�# ��� &���#( ��� ���� ����  ! ��� �"'��

���� ΦP) ��� ��� ���� ����  ! ��� #��*+��',�� ΦW) ��-#(

Φ = ΦP + ΦW. .�	��/

��� ���� ����  ! ��� �"'�� ���� ΦP '#(

ΦP = PE , .�	�0/

����� E '# ��� %�'� %�% �� ���+#������'�, �'#&��$�%���	 ���% �',-�� �	1) E $��  �

�"&��##�� ��-#(

E = L(δc +Δ), .�	12/

����� ΔL '# ,'3��  ! ��� ����+����� 4�#�+����� �"&��##'�� *�� ��� '��"���#'���� ���+

#������'�, �'#&��$�%��� �* � #��-� .���%&#�� 5 �-��) �067/ �# *�����#(

ΔL =
1

2

∫ L

0

W
′2 dx, .�	1�/

��� δc '# #'%&�! ��-#(

δc =
P

EcAc

. .�	11/

��� ���� ����  ! ��� #��*+��',�� ΦW $�%&�'#�# ��� &���#( ��� ���� ����  ! ��� #��*+��',��

�* ��� %�'� %�% �� ΦW,c ��� ��� $��##��%# ΦW,a) ��-#(

ΦW = ΦW,c + ΦW,a. .�	17/

��� ���� ����  ! ��� #��*+��',�� �* ��� %�'� %�% �� ΦW,c '#(

ΦW,c =

∫ L

0

qwW (x) dx, .�	1�/
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����� ��� ������� ! "�#���$���"  �%" &'��( �����#��! ���� ��� #� �)���*�� �� ��� �%��

���$�� qw �#+

qw = ρAcg, &�	,�(

���� ρ $���* ��� "��#��! �� ��� -��##%�� �%����% %�" g �# ��� %--� ��%���� "�� �� *�%.��!

&9.81 m/s2(	 ��� ���/ "��� $! ��� #� �)���*�� �� ��� -��##%��# ΦW,a -%� $� �01��##�"

���#+

ΦW,a = QaδmL = ρgAa(al + au)δmL. &�	,2(

����� ����� 	��
����� 
�

��

��� ���% 1������% ����*! �� ��� #!#��� -��1��#�# ��� #��%�� ����*! #����" ����# ���

���/ "��� $! ��� �0����%  �%"#	 ��� #��%�� ����*! -��1��#�# ��� %0�% #��%�� ����*! ��

��� �%�� ���$��3 ��� $��"��* ����*��# �� ��� �%�� ���$�� %�" ��� -��##%��# % ��*#�"�

��� #��%�� ����*! #����" ���� #����-���* ��� #�%!#	 ���������3 ��� ���% 1������% ����*! V

�# �$�%���" ���#+

V = Uca + Ucb + Us + Uau + Ual − Φ. &�	,4(


�.�/��* ��� #�%����%�! 1������% ����*! 1���-�1 � *�.�# ��� ��  ����* �5�� �$���� �5�%����#+

∂V

∂δc
= 0,

∂V

∂ui

= 0,
∂V

∂uu

= 0,
∂V

∂ul

= 0, &�	,6(

����� ��� #�$#-��1� i �%�*�# ���� � �� 2m+ 1 &��- �#�.�( %�" m �%# "�7��" �� �5	 &�	�(	

��� 7�#� �5�%���� ������# ��� 1��)$�-/ ��* 1%��3 ���#+

δc =
P

EcAc

. &�	,�(

��� ���%����* �01��##���#  �%" �� % #!#��� �� 2m + 3 #��� �%����# ��� ���%� % *�$�%�-

�5�%����# ��%� %�� ����� %��" ������ ��� #!�$� �- -��1��%���� 1%-/%*� �%1 � &�%1 �3

,8��( %�" %�� #�$#�5���� ! #� .�" ������-%  ! �#��* ��� -������%���� %�" $����-%���� #���)
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���� �������� ������� � ���� �!" #���$	 �%&' &' � '�(%&')&*�)�� �!� (����+,� (�*-�.�

��'&.!�� +�� '��/&!. !�!�&!��� ��.�0��&* �!� ���&!��1 �&2���!)&�� �3,�)&�!'	 �%� (�&!*&(��

+��),�� �+ �������� &' !, ��&*�� *�!)&!,�)&�! �4�1���" �556$" � )�*%!&3,� )%�) *�! '��/�

!�!�&!��� �3,�)&�!' �!� )��*� �/��/&!. '��,)&�! (�)%' �' (��� �)��' ��� /��&�� �%&�� ��'�

(&!(�&!)&!. 0&+,�*�)&�!' �!� �/��,�)&!. 0��!*%&!. '��,)&�! (�)%'	 �%� '�+)���� ��' ,'��

',**�''+,��1 &! �, � 7���� �#����$ �!� &' )%,' ,'�� &! )%� (��'�!) '),�1	

��� �� ���	

��



! )%� *,���!) '),�1" ��  �����&!. &' ,'�� )� /��&+1 )%� ��',�)' �0)�&!�� +�� )%� �!��1)&*��

 ����	 �%� ��� �!) )1(� �!� '&8� ��� )%� '� � �' )%�'� +�� )%� !, ��&*�� '),�&�' �&)%&!

)%� (��/&�,' *%�()��'	 
! � '& &��� +�'%&�! )� )%� !, ��&*�� '),�1 �+ &!)���*)&/� 0,*-�&!.

�&)%&! & (��+�*) ')�1�� *��, !' �4�&)� � 7����" #��50$" �! &!&)&�� & (��+�*)&�! '%�(�

wimp +�� )%�  �&! 0�� �*��, ! ��� �!) &' &!)���,*��" )%,'9

wimp = δL

[
μ1 sin

πx

L
+ μ2 sin

2πx

L

]
. ��	:�$


! )%&' �;(��''&�!" δ &' )%� & (��+�*)&�! � (�&),�� ��)&�" �%&*% &! )%� *,���!) '),�1 &'

-�() )� 0� /��1 ' ���" �%����' μ1 �!� μ2 ��� '*��� +�*)��' &!)���,*�� )� ��(��'�!) )%�

(��(��)&�!' �+ )%� &!&)&�� & (��+�*)&�! '%�(� �+ )%� ')�1�� 0�� �*��, ! )%�) ��� �<!�

)� 0,*-�&!. ����' � �!� # �+ ��.,��� �,!')�1��$ (�&' �)&* *��, !' ��'(�*)&/��1 = '��

�&.,�� �	� �!� )%� ����&!. )�� ' �+ W1 �!� W2 (��'�!)�� &! �3	 ��	�$	 �%� >�') �����

�((��;& �)&�! �+ )%� �!��'%��)�!&!. E0 &' �;(��''�� �' +�����' )� �!',�� )%�) & (��+�*)&�!'
�+ *�  �!',��)�  �.!&),��  �1 0� *� (���� ��.�����'' �+ )%� ��)�&��� '%�(� �+ )%� &!&)&��

& (��+�*)&�!' �7����" #���? 7���� � 4& @�' �� 4&�/�" #���$9

E0 =
∫ L

0

1

2
w

′2
imp dx. ��	:�$
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������������ ��	 ��	��� ��� ��	��� ��!"�#

E0 = 1

4
π2δ2L(μ2

1 + 4μ2
2). ��	�$�

�%"&"' &"( �%" &")*�� ��%�+ �"�,""� μ1 *�- μ2 �"���#

μ2
1 + 4μ2

2 = 1, ��	���

,%�.% ,*� -"�"&/��"- '& / �%" �*��� �%*� -�0"&"�� �����*) �/+"&'".�� � �%*+"� �% �)- %*!"

*� "��*) �����*) "�-1�% &�"���� -��+)*."/"�� ��.% �%*� * '*�& . /+*&�� � .*� �" /*-"

�"�,""� �/+"&'".�� � �%*+"�  ' -�0"&"�� ,*!")"���%�	 �%�� &")*�� ��%�+ �� ��"- � ���& -�."

*� �����*) �/+"&'".�� � � �%" ��*2"- �"*/1. )�/� �" /"�&2 � ��/�)*�" "��%"& * +�&" / -"

 & *� ���"&*.��!" � �)��"*& ��.3)��� / -" ,��%�� �� / -"))���	 �+*&� '& / �%" +"&'".�

.*�" �,��% �� . ���-"&��� �/+"&'".�� ���(  �%"& �/+"&'".�� � . /���*�� � .*�"� *&" )���"-

�� �*�)" �	�	

�*�)" �	�# 
/+"&'".�� � . /���*�� � .*�"�# .*�"� � *�- � &"+&"�"�� +�&" "��"�/ -" ��.31
)��� ��/�)*�� �� ' & � -"� � *�- $ &"�+".��!")24 .*�"� $56 &"+&"�"�� �% �" �%*� *&" -"����"-
� �&���"& ���"&*.��!" ��.3)��� &"�+ ��"�	

�*�" � $ � 6 �
μ1 �	��� �	7�� �	��� �	$�� �	���
μ2 �	��� �	��� �	6�� �	686 �	���

��/�)*& � �%" *�*)2��.*) / -"))���( �%" ) *-��� ��"+� �))���&*�"- �� ����&" �	$ *&" *- +�"-(

*�- �%"  +��/�/ +&"��&"����� ' &." Topt1 ,��%�� �%" ) ,"& ��*2 . &&"�+ �-��� � Topt12

,��%�� �%" �++"& ��*2 �� *- +�"- *� �%" �"�.%/*&3 +&"��&"����� ' &."	
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��� ��������� ������� � !�� ������! ���!��� �� !� ��"��!�#�!� !�� ��������� $��������� %�&

��"���� %���' �� !�� ������!�( '�����%�' ��������� ����(!���� ��' �� $�'���) !�� ��!!�� ���

%��� ���*� �� !�� ��!���!��� !� ���"�'� �� �+������! %����$��, *��� ��$����' !� ��!���

��(����� �+����$��!� -��� ��� �� ���. �/��. �/�01	 ��� !�� �+�$���� �� !�� ������! �!�'���.

!�� $�!����� ������!��� ��' �����&���!��� ����$�!��� '�����%�' �� ��%�� 0	� ��� �'��!�'.

��' !�� � ���$��!����' '��%�(&�($$�!��� ����� ��2�3. ��2�3 ��' $���&�($$�!��� �����

�0	�2�0	4 �� ��%��� 0	� ��' 0	0 ��� ��"��!�#�!�'	 
! ��� %��� '�$���!��!�' !��!  �� ��#��(

����'�� �!�(�' ����$� �(�!�$�. �����( ����!�� �� $�'��� ���"�'� �� �+������! ���'��!���

� !�� ��!��� ���'&����(��# ������!( -�� ����5� �� ���. �//61 ����� !�� �!������ *�!��� !��

�(�!�$ #�������( '� ��! �������� !�� $�!����� (���' �!����	 �����"��. ����!  ��$ *�!���

!�� ����!������# �����!�"�!( �!�'(. �� ��� �!��� $�'��� ������!�' !�� �!�( ����!������#  �����

��� 7+�' !� !��  ����*��#8 Tl,i = Topt1 ��' Tu,i = Topt12	

���$ ��#��� 0	��. !�� $�+�$�$ ���!���� %��,���# ���'� PC
max � 9��'� �: -��*��! �($$�!���

��#��$�'�1 ��' 9��'� �: -��*��! ��!��($$�!��� ��#��$�'�1 ��� �%!����'  ��$ ������ %��,&

���# ����(��� *�!��� �;�<=>	 ���$ !�� �+��������� � !�� ��!�$�$ ����!������#  ����� ��

?� �� ��� -�/�41. !�� ��*��&�!�( ��!�$�$ ����!������#  ���� Topt1 ��� %� �������!�'	 ��

'�����%�' �� ����!�� 0. !�� #����� �� ��#��� 0	��-�2%1 ���* !��!. �� !��$� � !�� '��%�(&

�($$�!��� ����� ��2�3 ��' ��2�3. !�� ���!���� %��,���# $�'� ����#��  ��$ ��'� � !� � ��

!�� �!�( '��$�!�� �� ��������'. ��' � ��$���� !���' ��  ���' *��� !�� �������$ ���#!� �� ��&

������'	 ���� ���������� �� ��$���� !� !�� �����!�  ��$ !�� ���"���� �!�'��� � �!�(�' ����$��

->��!� @ ?�'��. �//4%1	 ��#��� 0	��-�1 ���*� !��! �� !��$� � !�� $���&�($$�!��� �����

�0	�2�0	4. !�� ���!���� %��,���# ���'� ��� ��*�(� ��$�������( �����. *���� ��  ��'�$��!���(

��'����'��! � !�� �������$ ��!�� α	 >���� $�'� ��!����!��� �� ��,��( !� '�$���!� *����

!�� %��,���# ���'� � ��'�� � ��' � ��� ��$�������( �����. !�� �����!� � %��,���# ���'� ���

���' !� #��'� !�� �!�'( � !�� ����(!���� $�'�� !��!  ����*�	
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 �� κ �
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������ ��� ��������� ��!� "! #�� $� %��!��"�& ���� "'� ��� �"�#� ��&� ( "'� �� �"���)

!'�% $�"*��� "'� #� �$��"��� ��#"�� κ ��� "'� #��!!��� !'�%� ���#"��� ��& "'� ��"�� α �!

&�"������& ������#�  �	 �'�! �! %�������& $� &�"�������� "'� +� �� �� κ( *'�#' # �!� �

��"#'�! "'� � "���"�  ��& �$"����& ���� "'� �� ��&� *�"' "'� #����!%��&���  ��& ����

"'� ��� �"�#� ��&� ( ��� "'� &��$ �)!����"��# #�!� �� � ���!�&� "'� ����)!����"��#

#�!�! ��	�,��	- .!�� ��$ �! �	/,�	�0	 �'� ��!� "! ���� "'� #�����" #� �$��"��� %��#�!! ���

����� �"�& ��"� � !��% � %��#�*�!�) ����� �1��"��� �� �"��� κ "� α( "'�!2

κ =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 *'���2 α = [0, 0.8],

2(1.3− α) *'���2 α = [0.8, 1].

.�	�30

�'�! %��#�*�!� �� �"���!'�% &����!"��"�! "'�" "'� #��!!��� !'�%� ���#"��� #��#� �� ���1���)

#��!( ��+�� �� �1	 .�	40( �� � ���& "� $� �&5�!"�& *'�� "'� #��!!���! ��� �%%��6���"� �

�� �1��  ���"' .���� �! α �%%���#'�! ���"�0	 �'�! �! $�#��!� "'� !'�%� ���#"��� ��+�� ��

�1	 .�	70 �8�#"�+� � �!!���! "'� #��!�&���& #��!!��� "� $� � #��"� �+�� *�"' �� �6�� ��&

�  �"���  ��& �� � ���!��� ���� "'� !"�� �""�#'�& "� "'�" #��!!��� "�%( *�"'��" �������#�

"� "'� ����� #��!!��� .� ���!�&� "'�  ��&! �� "'� �"'�� #��!!���0	 ���#�( *'�� α ��&�#�!

���� ���"�( "'� �8�#" �� "'� �"'�� #��!!��� &�����!'�!	 �1	 .�	�30 �! ��% ����"�& "'����')

��" %��!��" � �� �  "'� ��  �*��� ��!� "! "'�" ��� $�!�& �� "'� ��� ����� ��� �"�#� ��&� 	

9���:#�"��� �����!" � %��� � ������#� �� ��&� �! %��!��"�& �� ;�	3	3	

�� %��+�&� ���!!����#� �� "'� �&�%"�& ��� ����� ��� �"�#� ��&�  ��� %���� "� "'� ��# �!���

�� !� �)*���'" ��& %��)#��$����� ���� ����)!����"��# �����"��( "'� ��!� " #��%���!��

$�"*��� "'� �&�%"�& ��� �"�#� ��&� ��& "'� ��� �"�#� ��&� %��!��"�& �� <��"� = >�&��

./??@0 �! !'�*� �� ��$ � �	/	 
" #�� $� !��� "'�" "'� ��!� "! ���� $�"' ��"'�&! ���

������#�  � # �!�( ��& "'� #�����" ��� ����� ��� �"�#� ��&�  ��� �! #��:���& "� $� +� �&

!�#' "'�" ���"'�� !"�&��! ��� $� #��&�#"�& �� !"���& $���)#� ���! *�"' !� �)*���'" ��&
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����� �	�� �������� ���� �� !���"�# ���$��# �%� ���!��� �#��&�����  ���� �#� �%� �#�'
�&�����  ���� !��"�#��� �# (���� ) *���� +�,,-./ PC

present �" 0�� �%� ���!��� �#��&�����
 ����1 �#� PC

Saito �" 0�� (���� ) *���� +�,,-.	

��"� �� �� �2 �� �� �3
PC
present (kN) �,	2- �,,	,3 �2�	-4 �22	5, �2�	�� �2�	-5
PC
Saito (kN) ��	2� �,�	3, �2,	,� �2�	�, �2�	�� �2�	24
��"� �� �� �2 �� �� �3

PC
present (kN) �2	55 �-	4, 42	43 �,2	35 ���	�2 �22	�2
PC
Saito (kN) ��	,4 �,	,2 42	-4 �,�	2, ���	34 �2�	,-

!��'�� ����#6 ��#"������	

����� ����	
���� 
���
���
 ��� ����������� ��
�


�%� 0��7" �0 �%� 0����$�#6 �$� "7�'"�����#" ��#���#" �%� !�"�'�7�8��#6 ��%�9��7� �#�

�%� ��#6� �0  ��%�#���� !%�#� �#� �%�� ��� !�������� �& �%� �#��&�����  ����	 ��9�

6�#�����:�� ������#���" ��� �#����7��� �� ��"����� �%�  ��#  � ��� "%�!� �� "���"0& ���%

�%� ��;7��� �#�" �0  ������#6 ���7���& �#� �� !7�����#�� �<���#�&	 �%� "%�!� 07#����#

�%���0��� �� !��"�" �$� "&  ����� ���#6"��� �$� �#��"&  ����� �� !�#�#� $�9�" �#�

�#� 0�� �%� "��0'$��6%� ��=�����#	 �%�  ���� %�" � ����� �0 4 ���" +� ���" 0�� �%�  ��#

 � ��� ��=�����#1 $��% � ��� ���% 0�� �%� 7!!�� �#� ��$�� ���""�� ��=�����# � !���7��"

��"!����9��&. !�7" �%� !7���& �� !��""�9� ��"!���� �#� �� !�#�#� δc	 �%� !��"���""�#6

0����" $��%�# �%� ��$�� �#� 7!!�� "��&"1 Tl,i = Topt1 �#� Tu,i = Topt12 ��"!����9��& +*7

�� ���1 �,�5.1 ��� >?�� 0�� �%�  �"� !���1 �7� ��� ��"� 9����� �� "!���>� !��#�" �# �%�

�#9�"��6����#	

��67�� �	2 !��"�#�" �;7������7 ���6�� " �0 �%� �?����& �� !��""�9� ���� P 9��"7" �%�  ��#

 � ��� �?��� �#�'"%����#�#6 ��"!���� �#� E 0�� "�? "�!����� ��"�"	 
# ���% ��"�1 �%� ����
P �#������& �#����"�" ��#����& $��% E 7#��� �7�8��#6/ 6�� ��������& #�#��#��� ��%�9��7� �"
�%�# ���66���� $��% � "7���# �%�#6� �# "��@#�"" ���"�#6 0�� �%� 6����� �#"�������&	 
#����1

�%� "�6#�>��#� ���7����# �# ����'����&�#6 ��!����& ��&�#� �%� �#����� �#"�������& �#  �"�
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�� ��� ����� ���������� ����� ��� ����� �� ��� ��� !���� ���� � "� �#���#$ ��"�"��#�

�� ��������� ��� �"%�"&���� "�'(���� �� ���#"����"�$	 �����)��� ��� ����� ������� "� ���

�*("#"+�"( ���� +�$��� ��� "�"�"�# ����%� "� �#���� !�"�� #��� �� ��� �"%�"&���� ���(��"��

"� #���,����$"�% �����"�$� ��� &�%����"��� �� ���$ �#��-��"�%	 ��"� "� �� �.��� "�����(���

+$ ��� "����������(� #��� "� ���(��(��# ��".���� !��� � ��+#�,���$ �� ������ %��� ��� 

����"�� �� �� �����"�� /0�"�� 1 2����� 34456 �� � ���(#� �� ���  �"� +�� ,��#( � �#� ���

+���"�%	

��� %����� "� �"%(�� �	7/�8�6 ���! ��� �*("#"+�"( ����� �� P )���(� E !"�� αl = 0.1 ���

α = 1.0 !�"#� φs "� )��"��� !������ ��� %����� "� �"%(�� �	7/�8�6 ���! ��� �*("#"+�"( �����

�� P )���(� E !"�� φs = 4.8 mm ��� α = 1.0 !�"#� αl "� )��"��	 
� ��� +� �+���)�� ����

����� ��� �(�� ���� � +(�-#"�%� "�������")� +(�-#"�% "� ��"%%���� !��� ��� #�!��� +(�-#"�%

#���� �� ����� � ��� 3 ��� �( ��"��##$ �#���	 
�������")� +(�-#"�%� "� ����� �� "����� ���

+���)"�(� "� �(�� ������ "�� ���� $"�#�"�% ��� #�!��� (#�" ��� #���	 ��!�)��� "� ��������

!"�� ��� �9"��"�% ��(�"�� �� ���$�� ��#( �� "� ��� )���"��# �#��� /�( 1 2����� 34�:�;

0�"�� 1 2����� 344<+6� �(�� ���� 3 +(�-#"�% �� ��� ���$�� +�� ,��#( �� (���� ��#�,

!�"%�� ������ +� ��"%%����	 ��� ������ +�"�% ���� ��� ��#�,!�"%�� "� ���(��##$ �$  ���"��

�" "#�� �� ��� ���� � " �������"��� !�"�� #���� ��#$ �� �(�� ���� � �� "�������")� +(�-#"�%

+�"�% ��"%%���� "� ��� ����,+(�-#"�% ���%�	

�"%(�� �	= ���!� ��� �*("#"+�"( ����� �� P )���(� E !"�� αl = 0.1 ��� φs = 4.8 mm

!�"#� α "� )��"��	 0" "#�� ���#"���� +���)"�(�� �� �"��(���� �+�)�� ��� +� �+���)�� ��,

��� +(�-#"�% !"�� ���%����")� #��� "� ���(��(��# ��".���� #���"�% �� (#�" ��� ��##����	 
�

"� �)"���� ���� ��� (#�" ��� #���� />(#�?6 ��� ��� �".����� �*("#"+�"( ����� ��##�! ���

�����@ PUM1,ult < PDI,ult < PDM1,ult� !���� ��� �(+���"��� >A��?� >���? ��� >�
? ���������

>A�!��� ���� �?� >��!�!��� ���� �? ��� >��!�!��� 
�������")�? +(�-#"�% +���)"�(�

�������")�#$	 ��"� "��"����� ���� ��� (#�" ��� #��� �� ���  ���,�$  ���"� ���$�� +�� ,

��#( � "� �����%#$ #"�-�� �� ��� ����(�+��"�� �"����"��� ��� ���� A�� +(�-#"�% "� ���

!��-��� ����	 
� ����"�(#��� !��� α "� � �##� �(�� �� 0.3� �� �9� �#� ���� "� ��������� "�
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��� ��� φs = 1.6 mm ��� ��� φs = 4.8 mm

�	� �
� φs = 8.0 mm ��� ��� αl = 0.025

�
� ��� αl = 0.075 ��� �
� αl = 0.125

������ �	�� ����������� � !"# $% !"�  �����& �$ & P '��#�# !"� � �( ������ �(&)#"$�!�(�(�

&�#�� *���(! E %$� !"� &$���+)#+���!��* * #�#	 ��� ��#��!#  �� $�! �(�& %�$� !"�  ( �+!�* �

�$&��	
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��� ����� α = 0.3 ��� ���	� α = 0.6

�
� ����� α = 0.9

������ �	�� ����������� � !"# $% P &��#�# E '�!" αl = 0.1  () φs = 4.8 mm '"��� α �#
& ���)	 ��� ��#��!#  �� $�! �(�) %�$� !"�  ( �*!�+ � �$)��	 
$(��(� � ��+,��(� ��#�$(#�#�
-��� .-�' �) �$)� �/0 ���� .�$'(' �) �$)� �/0 �
� .�$'(' �) �(!�� +!�&�/ ��+,��(�	

������ �	�1 23 !"� ����������� � !" $% ��� + (($! �� !�������) $'�(� !$ !"� #��(�4+ (!

���5+ �����(�0 '"�( α �#  ( �(!����)� !� & ���3 #�+"  # 0.63  # #"$'( �( ������ �	�1�23  ��

!"��� ��#�$(#�# + ( �� !�������)	 6"�( α �# +�$#� !$ �	73 #�+"  # 0.93 '"�+" �# ���#�(!�) �(

������ �	�1+23 !"� ����������� � !" $% -�� + (($! �� !�������) $'�(� !$ !"� $(�* �$)�� !�

���5+ �����(�3 '"�+" �# #���� � !$ !"� )$���*5#*���!��+ + #�# ���#�(!�) �( ������ �	8	
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����� ����	
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������� �	� ��� �	� ��� ��!��!� !"�! ��!���#!�$� %�#&'��� ��  %���$�� ("�� !"� %�#&'���

' ���  ) � ��� � ��� * ��� ������#�''+ #' �� ��� �� # �������� ! %� !"� � �! ���!�%'�

�#����� �� !" �� #����	 �"� ,� #��� ) � " ( !"��� !( � ��� ��!���#! �� � ( ���#�����	

������!'+- u1 ��� u2- ������'�.�� #  �����!�� !"�! (��� ��/��� �� �0	 1�	�2- ��� �� ,!�� ! 

,�����! !"� ���,�#!�$� # �!��%�!� �� )� � � ��� � 1�+���!��# %�#&'���2 ��� * 1��!��+�3

��!��# %�#&'���2  ) !"� ���� ���%��	 �"�� �� %�#����- ������ !"� ��#"���#�' %�"�$� ��  )

��!���#!�$� %�#&'���- !"� %���&���  ) �+���!�+ �� )�������!�' ��� !"� ��'�!� ��"�, %�!(���

u1 ��� u2 �" (� �!� �4!��!	

������ �	� �" (� !"�! �� !����  ) !"� � �%'+3�+���!��# #����- ��#" �� ��5�6- ���!��''+ ("��

φs �� ���''- ��#" �� �� #��� ��- �" (� �� ������ �	�1�2- !"� #��!�#�' %�#&'��� ' �� ) � � �� * ��

�����/#��!'+ '����� !"�� !"�! ) � � �� � ���  �'+ ,��� � �� � #�� %�  %���$��7 !"� ��$����

�� !��� ) � #��� �� �" (� �� ������ �	�1%2	 �� ��!���#!� � '  , (�!"�� !"� �0��'�%���� ,�!"

#�� %�  %���$�� ��#" �� �� !"� ��!�������!� #��� �� ,�����!�� �� ������ �	�1#2	 ������ �	6

�" (� !"� �0��'�%���� ,�!"  ) u1 $����� u2 # ����, ����� ! ������ �	�1#2- ("��� % !"

�4"�%�! ���# �!����!��� �� �' ,� !"�! ��� �����!����  ) !"� �!�+� �'�#&����� ��0���!��''+  �

!"� # �#�$� ����  ) !"� %���3# '����- �� �" (� �� ������ �	8	 �"� �!���� (�!"�� ��#" �!�+

εtn �� � ��! ��� �! ��9����! ' #�!� ��  � !"� ��!���#!� � '  , # ����, ����� ! ������ �	8-

�� '��!�� �� ��%'� �	�	 �'!" ��" ,��� � �� * �� � !  %���$��- !"� ��!���#!�$� ,� #���

,� ,��'+ %����� ("��  ��  ) !"� �,,�� �!�+� � �� �'�#& �)!�� S1- ("�#" ��!� ��#�� ��

��+���!�+ %�+ �� ("�#" % !" u1- �� (�'' �� u2- �� (	 �%���$��� ������� �	�1#2- �	6

��� �	8- %�) �� ���#"��� , ��! B- ��')3(���"! �� � �����!- ��� !"��� �� � �'��"! � (�(���

��:�#!� � �" (� ���#� uB
1 < 07 %�!(��� , ��!� B ��� S1- �'!" ��" !"� ,� /'� �� !�#"��#�''+

��4�� (�!" � ��� � ��� *- � �� * %����� � ����!��� ��� '���� !  �� ,���  ) �!�+� � ���

�'�#&7 %�+ �� , ��! S1-  �� �,,�� �!�+ �'�#&���- %�! !"� � �� ��!���#!� � �� (��&7 %�+ ��

, ��! S2- !"�  !"�� �,,�� �!�+ �'�#&���- ��� !"� � �� ��!���#!� � ��!����/��7 �� , ��! e ��

�,,� �#"��- !"� �9�#! )� � ��')3(���"! %����� ! � ����!� (�!" � �� * ��!���#!��� (�!"
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��� ��� PC
1 /PC

2 = 0.42 ��� ��� PC
1 /PC

2 = 1.12

�	� �
� PC
1 /PC

2 = 1.07

������ �	�� ����������� �� !" #$  !� �%����& '#����""�(� �#�) P (��"�" u1 �*) u2 +� !
αl = 0.1, α = 1.0 �*) -�. φs = 1.6 mm, -�. φs = 8.0 mm, -'. φs = 4.8 mm/ B �" �
��$��'� �#* �#�* �*) �#�* " Si ���0 +!���  !� " �&" "��'0�* �* "����*'�	
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������ �	�� ����������� � !"# #"$%�&�  ����!�'�# $( �$'� � )��#�# �$'� * ($� + #� �,-
. / #"$%# !"� � ��� #+ �� ��� !�$&#"��- .�/ #"$%# '�! ��# �& !"� &���"�$��"$$' $( !"� �&�!� �
��(��+ !�$& �$�&! B	

� ��� �	,� 0!� �&# %�!"�& !"� ($�� #! 1#  ! !"� #���+!�' �$�&!# ($� + #� �,	 
$!� !" ! !"�
#! 1 �$�# #� +2 %"�& !"� #!� �& ��+$��# &�� !�)�	 �$�&!# 3a453g4  �� '���+!�' �& !"� �� �"
���#�&!�' �& ������ �	6	 ��!"$��" �$�&!# 3'453�4 " )� )��1 "��" !�&#��� #!� �&#7 !"�# � 1 ��
 ''��##�' �& �� +!�+� �1 �#�&� � ���� #! 1 '� ��!��#	 
$&��&� � ��+2��&� '�#+���!$�#� ����
3�$%&% �' �$'� �4- �*'� 3�$'� * '$��& &!4- �
� 3�$%&% �' 
&!�� +!�)�4 ��+2��&�	

�$�&! E (mm) εu1 (%) εu2 (%) εl1 (%) εl2 (%) ��#+���!�$&
a *	�*6 �	��* �	��* �	�68 �	�68 ���
b ,	�** �	�8, #� +2 #� +2 �	�8� �*'
c 9	,,9 �	�9� #� +2 �	,�� �	:8� �

d �:6	6 #� +2 #� +2 �	9,� �	��� �

e ,9:	� #� +2 #� +2 �	99� �	��� �

f ::*	� #� +2 #� +2 *	�:� *	�:� ���
g ::*	9 #� +2 #� +2 *	��� *	��� ���
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������ �	�� �������� ���� !"�#���"� "! �$� %" �&'�()���� %�"*�� �� �$� �"������� #"��
+�#%��� %�"(�  !"� (� � �,	 �$�  "��� (��(�� %��%"��� �$� ("#'�����"� "! u1 ��� u2 !"� �$�
("��� %"����� ��!"�#���"� %�"*�� ��%�(���- �$� $"��". (��(��  $". �$� ������� '�!��(���"�
%"��� /B0 ��� �$�  �' �1���� %"��� /Si0 �$�� ���  �������� "! �$�  ��2  ��()����� .$���
�$�  �"%� � �� ("�����"� - �� �$� ��!"�#���"� %�"*�� 3 �$� �� $�� ���� ��%�� ���  ��()
 ��2 ��� �$� ����" �� �$� '��()�� � �$� �#%��*(���"� !�(�"� !"� 4� ����5���"� %��%" � 	

�"�� �	 �".�4��3 '�2"�� %"��� e �$� %�"*�� +�#% �" %��� �"�� � �� %"��� f .��$ �$�

 ��!&.���$� '�("#��� �"����2 �"#����� ��� ��6�(��4�  2##���2 '���� �� �"���	 
�  $"��� '�

 ���  �� �$�� "��2 '�()���� �� �$� �".�.��� ��6�(��"�3 ���� .$��� u1 < 03 (�� '� ���������

".��� �" �$�  ��!&.���$�	 �$� ("#%���� ������(��4� '�()���� %�"(�  �� (��'�� %�� ����2 � 

�� " )�".� � 7#"�� +�#%���8 /�4����� 9 ����3 :;;;0	


� ���# "! �$� #"�"& 2##����( (� � 3  �($ � �,	�<�,	=3 ��"�� .��$ �$� ��(��� � "! α3

�$� ������ '�()���� �"�� "! �"�� � ��� : ��� ��.�2 ��#���(���2 (�" �3 �  $".� �� ���&

��� ,	��/(0	 �$� ������(��"� �""% (�� '� "' ��4�� �� ��� = (� � ��� �$��� ��%�� ������4�

�>�#%�� ���  $".� �� ������ �	?- "�� ��($ .$��� �"�� � ��� : ���  ���$��2 #"�� �� &

���(��2 (����(�� ��� �$� �$��� .$��� �$� (����(�� '�()���� �"�� ��� .��$�� �@ "! ��($ "�$��	

��"# ������ �	?/�0 ��� /'03 A�� ."��� '� ��������� %"��������2 !"� (� � �,	, ��� �,	�
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��� ����� PC
1 /PC

2 = 0.95 ��� ���	� PC
1 /PC

2 = 0.99

�
� ����� PC
1 /PC

2 = 1.05

������ �	�� �����������  !"#$ %& P '��$�$ u1 !() u2 *�"# αl = 0.1+ φs = 4.8 mm	 �!$�$
 ��$�("�)� ,!- α = 0.3+ ,�- α = 0.6+ ,.- α = 0.9	 �/�$ !() �!���$ !�� "#� $!�� !$ ������ �	�	

%*�(� "% "#� *�!0�$" ��#!'�%�� *�"#�( "#�$ ��.0��(� �%)�1 #%*�'��+ �& "#��� �$ ! )%*(*!�)

 ��"���!"�%( �( "#�$� $2$"��$+ �
 !() ��� *%��) �� "�������) $�(.� "#�2 #!'� ��$ �."�'��2

"#� *�!0�$" ��$ %($�$ &%� ��.0��(� *�"# ! )%*(*!�) )�3�."�%(	 
" $#%��) �� (%"�) "#!" &%�

.!$� �4	4+ �" �$ .%($�)��!��2 �%�� )�5.��" "% "������ �
 %*�(� "% "#� $"�%(�  ��6.!�����(�	

��%� ������ �	�,.-+ %(�2 �
 *%��) �� "�������) &%� �%"# � *!�) !() )%*(*!�)  ��"���!6

"�%($+ $�(.� "#�  ��6.!�����(� �$ %(�2 �%)��!"�	 ������ �	7 $#%*$ "#� �����������  !"# %&

u1 '��$�$ u2 &%� .!$� �4	� .%���$ %()�(� "% ������ �	�,�-	 �#��� !�� !�$% )�$.%("�(��"��$

�( $�% � "#!" !�� $��(!"���$ %& "#� $"!2$ $�!.0�(�(� $����("�!��2 %( "#� .%(.!'� $�)� %& "#�

��.0��(� ��!�6.%���($+ !$ $#%*( �( ������ �	�8	 �#� $"�!�( *�"#�( �!.# $"!2 εtn �$ �%(�6
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������ �	�� �����������  !"#$ $#%&�'� !� ��"�(�$ %) �%(� � *��$�$ �%(� + )%� ,!$� ��	�-
.!/ $#%&$ "#� �!��� $,!�� ���!"�%'$#� - .�/ $#%&$ (�"!��$ �' "#� '���#�%��#%%( %) "#� �'�"�!�
��)��,!"�%'  %�'" B	

������ �	�0� ��"!���( "�!'$)%��!"�%' %) "#�  %$"1��,2��'�  �%3�� �' "#� '%'��'�!� �%(�
4�� �'�  �%,�$$ )%� ,!$� ��	�	 �5�$ !'( �!���$ !�� "#� $!�� !$ ������ �	6	
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����� �� �������� �������� �� �!� ����������� ���" ����� "�����# �� ��#$�� �	�%& � �� ���

�� ��'�� �	�	 
� ��� '�  ��� �!�� �!� ()��� *$)"��#+ "!���)���� �� �!� )���, -))�����

��'�� �	�. /����� 0��!�� �!� 1�$�  ��- �� �!�  ������� "���� 1�� �� � �2	�	 
��� �!��

�!�  ��- #��  ���3 0!�� �!�  ����� � ��#���4�	 ����� (a+5(g+ ��� ��"����� �� �!� #��"!

"�� ����� �� ��#$�� �	�%	 ���!�$#! "���� (�+5(#+ !�4� 4��- !�#! ��� ���  ����� & �!� )�- '�

�����  �� �� "������� '- $ ��# ���#��  ��- ���)���� 	 
�������� '$�3���# �� ���"��� . 6��.

(6"0��� ���� �+7 ���. (��0�0��� ���� �+7 �8�. (���� 8 ��)�����+7 �
. (��0�0���


��������4�+ '$�3���#	

����� E (mm) εu1 (%) εu2 (%) εl1 (%) εl2 (%) �� ���"����

a 8	298 %	�2% %	�2% %	%�% %	%�% ���

b ����� ����� ����� ����� ����� ��	
c ��
�� ����� ����� �
��� ����� ��
d ���
� ����� ����� �
��� �
��� ��
e ����
 ����� �
��� �
��� �
��� ��
f ����
 �
��� �
��� ����� ����� ���
g ����� �
��� �
��� ����� ����� ���
h ����� ����� ����� �
��� �
��� ���

����� �� ����
�� �� ���� �������	 �� ��� 	���
 !� ������� ������ "�#����$ �� �%%���	 �� ���

	���
 !� ������� �����$ ����� �� � %��!��������& �'��� (�� ��� ����� #��� α < 1.0$ #����

��� 
��	 �� ��� ��� ����
��& ���%���� ����& �������
� �� �		�����$ ���� �'��� �������

�����&�� #��� α 	��������&) *�&��� ���+�, ���#� ���� ��� ����
��& ������ �� ���&&���	

�#��& �� ��� �����& %��!��������& �'��� �� ���� *���) *�&��� ���+�, ���#� ���� �

 �����

����
��& ���%����� ��� �� ���&&���	 �#��& �� ��� �������	���� %��!��������& �'��� �� ����

*��
) *�&��� ���+�, ���#� ���� ��� ����
��& ������ �� ���&&���	 �#��& �� ��� ��
 �
�&��

%��!��������& �'��� �� ���� *��-�

����� �� ���	
��
	�� �� ����	���� �����	���

.���� � ���&� �( ���
����� %��������$ �� %������
�� ��	� �����������$ ���� ���� %��	����	

�� ��� ����
�� (��� ��� ���
 ����
 ��	�
$ ��� */ ��	�
 �� ��# ���	 �� ����( ����� 0�	!

��&�� 1�� ���� ���������
 &��������� ��	 �������
 %��%������ ��� ���	 �� ��� */ ��	�
� ��

���	��� ���� ��� 
����� ��	 ���
����� ���
 ���� 2#��& �� ��� ��3�������� �( �����	����&



������� �	 �
����
��� ����� ��� ���� 

������
�
 ���

����� �	�� ���������� �� !��� ����" �#�� ��$ �� ���%� �  � &���'" �(	 )�	*+,- Pu,AUTO ��$
Pu,FE ���  .� %� ��� � ���$� '��� ����" �#�� ��$ �� ��$�����/ �����# �&��"	

���� �*	� �*	� �*	0 �*	1 �*	2 �+	3
κ �	3 �	3 �	3 �	3 3	1 3	�

Pu,AUTO (kN) �31	4+ �3*	�� �3�	�� 11	2* 22	+1 20	�3
Pu,FE (kN) �3*	12 �34	�� 21	00 1+	+1 2+	21 2*	1�

Pu,AUTO/Pu,FE �	3+ �	33 �	3* �	3� �	3� �	3+

�����'�# ���� �� ��� %��� ����  � �� ���  .� ����5���'�# ��� 5�%#6���/ ��������7 �� ��5

��� %$� �� �� �' δ = 1/10000 !�� �$�� �$  � ���%�� � '��� #��������� !� .  .� ����" �#��

��$�� �� '�� �� ��������	 � ��8 %�� �'  .� ��� %��� ���� '���  .� 9��  !� �%�� ��$�� !��

%��$  �  ��//�� �� ���# �&� �%#6���/ ��  .� �� ��$���	 ���� � �� ����� �	� !�� �$�� �$

��  .� �����'�# ��� #������ ���  � � %$" �%�� ��$� � �%#6���/- #��� * �� ����� �	� !��

�$�� �$ ��  .� �����'�# ��� #������ ���  � � %$" �� ���# �&� �%#6���/	 
�� ����"  .�%/.7

 � &���'"  .� ���#�!���5������ �(%� ��� ���� ��/ κ  � α �� �(	 )�	*+,7  .� %� ��� � ���$�

�� ����$ '���  .� ����" �#�� ��$ �� ��$��� ��� #������$ (%�� � � �&��"7 �� �.�!� �� ��5

��� �	�7 ��$  .� $�:����#� �� !��� �� ��$ ����" �#�� ���%� � �� ���� �$  � �;7 !.�#. �� �

.�/.�" �� ��'�# ��" ���%�  .� <%� �9�� �(	 )�	*+,	

��/%��� �	�� ��$ �	�4 �.�!  .� #���������� �� !���  .� �(%������%� �� .� �'  .� ���$ P

&���%�  .� ���� ������ ��$5�.�� ����/ $�����#���� E '�� �� . α = 1.0 ��$ α < 1.0

#���� �����# �&��"	 �.� /���.� �� ��/%��� �	��)�, ��$ )$, �� !��� �� �� ��/%��� �	�4)#,

��$ )$, �.�! �8#����� �/������ ��  .� %� ��� � ���$ ��$7 ���.��� ���� ����� �� �"7

 .� '��59��$ ��� 5�%#6���/ ��������7 !.�#. &���9��  .� ���#�!���5������ �(%� ��� ���� ��/

κ  � α �� �(	 )�	*+,7 !.��� ��$� � $��� �� $����� �  .� ��������	 
 �� ����  .�  .�

��8��%� ���$5#���"��/ #���#� " ��$  .� ��������� ��� 5�%#6���/ �������� #������ �8#��5

��� �" '�� ��� #���� �� !���  .� ����" �#�� ��$ �� ��$���7 !.�#. �������  .�  .� #%���� 

����" �#�� ������#. #�� #�� %��  .� �� ���# �&� �%#6���/ ��.�&��%� �� . (%��� � �&��" ��$

(%�� � � �&��"	 
�  ���� �'  .� $�%��"5�"��� ��# #����7 ���#� ��$� � �%#6���/ �� #�� �#��

��$ $����� �� '�� #���� �� ��$ ��7  .� �(%������%� �� .� '�� ��$� � �%#6���/ '��� �� .

 .� �� ��$ ����" �#�� ��$��� ��� #������$ �� ��/%��� �	��)�, ��$ )#,	 =��#� �� ���# �&�
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������ �	��� �����������  �!"��� ���#$!�%�# ��& �� ����#!� �' !(� �)��#� ���� ��!(� '��
&�� #$*�$���!��% %���� +α = 1.0,	

 �%-#��� �� �.�%!�/�#$ &������! '�� %���� �0 ��& �01 !(� ���������!� �)��#� ���� ��!(�

'���  �!( !(� �� ��& ���#$!�%�# ��&�##��� ��� %������& �� ������� �	��+ , ��& +&,	


� !���� �' !(� ����*�$���!��% %����1 ���%� 2�� "��#&  � !(� � ���/�&  �(�/���� '��

%��� �0	0  �%���� �' !(� �!���� ���*%�� �����1 !(� �)��#� ���� ��!(� '�� !(�� �������� '���

 �!( !(� �� ��& ���#$!�%�# ��&�#� ��� %������& �� ������ �	�3+�,	 ��� %��� �0	�1 �"��� !�

!(� ��&���!� ���*%�� �����1 !(� ����� #� ��������� ��� ��& �
 (�/� ����#�� )���!�!�!�/�

 �(�/����4 (��%�1  �!( ��������� ��� ������!�& �� ������ �	�3+ , ��& +%,	 ��� %��� �0	51

�"��� !� !(� ��#�!�/�#$ "��- ���*%�� �����1 "(�%( �� )��!� ����#�� !� %��� �0 �� !(� &�� #$*

�$���!��% %��� ������!�& �� ������ �	��+ ,1 ��#$ !(� �)��#� ���� ��!(� '��� ��!���%!�/�
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������ �	��� ������� �! "�#$��! �!�%&#�'�% �!( �� �� �%# �) #*� �+��%�"���� ��#* )��
��!�, &���#��' '� � -α < 1.0.	

"�'/%�!� ��� '������( �! ������ �	��-(.	 �%% '� �  *�$ �0'�%%�!# '������ �! $�#* �!%&

 ��%% (�1���!'� "�#$��! #*� �� �!( �!�%&#�'�% ��(�% #*����*��# #*� �+��%�"���� ��#* 	

�*� � (�1���!'� ��� �##��"�#�( #� #*� 2����� �  ���#��! ��(� $�#*�! ��'* ��(�%%�!�

������'*	 
! #*� �!�%&#�'�% ��(�%3 #*� ���! ���"�� � �  ���( #� "� � ���)�'#%& *���4�!#�%

���"�� �)#�� %��(�!�  #�� 5	 
! '�!#�� #3 $�#*�! #*� �� ��(�%3 #*��� � �  ��%% (�6�'#��! �!

#*� ���! "���,'�%��! �%���!# �)#�� ���%&�!� #*�  �%),$���*# �!( ��� #��  �!� )��'�	 �*� 3

�%�!� �(� (�7!�#��! �) �  ���( '��  ���  *��� )�!'#��! 3 ���2�(� �!�2��(�"%� 2����#��! 

'����!#%& �!( %��( #� #*�  ��%% (�1���!'� #*�#3 !�2��#*�%�  3 (� !�#  ��!�7'�!#%& �1�'# #*�

�2���%% �� �%# 	
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������� �	�� ��� �	�� � !" # � $!%&����!�� !' # � &!�#()�$*+��� &�!,+�� )�#"��� # � ���(

��� E = 1.25 mm ������� ��� E = 2.62 mm �����

�	� E = 7.224 mm ����� �
� E = 20 mm �����

������ �	��- �!%&����!�� )�#"��� &!�#()�$*+��� &�!,+�� !)#����� '�!% # � ���+.#�$�+ ���
# � �� %!��+� '!� $��� ��	 ��� �� +���� '!� # � ���+.#�$�+ %!��+ ����+#� /�0��1 ��&�����#
�+�$* �#�.�	

+.#�$�+ ��� �� %!��+� '!� �&�$�,$ ���(� !�#����� ���&+�$�%��#� E 	 � � $!%&����!�� � !"
�� �2$�++��# 3����+ �����%��# �� #��%� !' )�$*+��� &�!,+�� )�#"��� # ��� #"! %!��+� �3��

'!� 3��. +���� ���&+�$�%��#�	 � �� ��%!��#��#�� # �# # � ���+.#�$�+ %!��+ ��#�)+�� �� $��(

���#+. �� 4��#� $�&�)+� !' &����$#��� # � �!�+����� )� �3�!�� �$$���#�+. )!# 4��+�#�#�3�+.

��� 4���#�#�#�3�+. �� # � '��(,�+� &!�#()�$*+��� ����� "�# ������#����)+� ��3�����$� ��

&����$#�!� '!� 3��. +���� ��5�$#�!�� # �# ��� )�.!�� # � �$!&� !' # � %!��++��� ����%&#�!��

%���	
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��� E = 1.25 mm ������� ��� E = 2.56 mm �����

�	� E = 4.42 mm ����� �
� E = 20 mm �����

��� E = 9.13 mm �����

������ �	��� ������� �! "�#$��! �� #%"�&'(�!� ���)(� �"#��!�* +��� #,� �!�(-#�&�(
�!* #,� �� ��*�( +�� &� � �.	�	 �� ,�* (�!� +�� #,� �!�(-#�&�( ��*�( �� �(# /�0��1
����� �!#  (�&'  #�- 	 
�#� #,�# �! /�12 ��$��* ��*� � � #�������* �!(�'� �! #,� �#,��
&� � /�3*1	
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��� ������� �� ��� ������ !" ��� ��#� �!�  � �� #�!$�#� % �%�%&��� # ���$' �! ��� �(�#��

�� )%�' !" ���  ! � %� ��������� !" ��)���	 �� � �%#��� #%! ��%$ �� $ (���!� *�#+� !" %!$

����,*�#+� !" *��%) ��� �� ��� ��%'�$ *�%&,#���&!�	 -��� ��� %����&�!� �!�$ %!%�'� #%�

%!$ �� &�$��� %�� %$����$  ! #����!� ��#� �!	


! ��$�� �� ���$' ��� ��!� � ) �' �� ���������. ��� �/� � *� �& �����!��� �� ��� ��%'�$ *�%&,

#���&!� � �� ���  ! � %� ��������� !" ��)�� )%�' !"  �  !)��� "%��$ 0���	 � "���� �	�� %!$

��� ���� � �	� 
���
������ ����

� "��� �	��1 �/� � *� �& �%��� ��� #%�� �2 ���& ��� �����!� %!%�'� #%� &�$�� � ��  !,
#��%� !" ��)��� ��  ! � %� ���������	 
��� ��� � "! 0#%!��'  !#��%� !" ��%$ ��%��%� � 3�  !
*��� "�%��� %!$ ��� �� "���' � "��� ��� $�%� ��%$  ! 4%5. *�� !��  ! 4*5.  ! ���  ! � %� %!$
%$)%!#�$ ����,*�#+� !" ��%"�� �����#� )��' � ��  !#��%� !"  ! � %� ���������	

�	�6 ���� ��� �/� � *� �& �%��� �� ��� ��%$ P )����� ��� &% ! &�&*�� �!$,������! !"

$ ���%#�&�!� E � �� ��� ��������� !" ���#� )%�' !" ��� #%��� �2 %!$ �2	6 �����#� )��' ���&

��� %!%�'� #%� &�$��	 
! ���&� �� ��� $��*�',�'&&��� # #%�� �2.  � #%! *� ���! ��%�  !

*��� #%��� ��� ��$� � %!$  !���%#� )� *�#+� !".  !#��%� !" ��� ��������� !" ���#� ���& Topt1

�������  ! % $�#��%��  ! ��� ��%$,#%��' !" #%�%# �' *�� &%+�� ��� ����,*�#+� !" *��%) ���

&��� ��%*��	 �� � &%'  &��' ��%� ����������$ ��%'�$ *�%&,#���&!� ����$ *�!�0� ���&

��� ��������� !" ��)�� *� !" �%�"�� ��%! Topt1	 ���  !)��� "%� �! �� $����& ! !" ��� ����

��� &�& ��������� !" ���#�  � �����!��$  ! ��%���� 6. *��  �  � ������%��$ ��%�  � ����$



������� �	 �
����
��� ����� ��� ���� 

������
�
 ���

��� ��� ��� ��

�	� 
��

������ �	��� ����������� � !"# $%� & #� �'	� $�%� !"� ���#�(!  ( �)!�& � �%*�� +�!" �(,
&�� #�(� ��-��# %$ �(�!� � ���#!��##�(� $%�&� T 	 
%!� !"� #��(�.& (!�) �(&�� #�(� �% * �� !� �
#�/� �(  �� �� �"#  (* !"� #���"!�) "��"�� ��#�*� � �% * �( 0 1  (* 0&12 ��! (%! �( 0�12 �( !"�
�(�!� �  (*  *- (&�* �%#!,��&3��(� #! ��# ��#��&!�-��) +�!" �(&�� #�(� T 	

�� #��(�.& (!�) "��"�� !" ( Topt12  # $%�(* $%� !"� -��!�& � #! )�* &%���( & #� 04 �!% 5

6 *��2 78�89 �� 5 6 *��2 78���1	 
! �# +%�!" ��& ���(� !" ! !"� �� �,&%���(# +�!"

���#!��##�(� $%�&�# ��## !" ( Topt1 +%��* " -� #��(�.& (!�) ��## �% *,& ��)�(� & � &�!)  #

& ( �� *�*�&�* $�%� ������ '	�8	 
( !���# %$ !"� �%(%,#)���!��& & #� �'	� +�!" !"� ���

�����$�&!�%(2 !"� �"�(%��(%(  (* &%(&��#�%(#  �� #���� � !% !"� *%���),#)���!��& & #�#9

"%+�-��2 +"�( !"� :�� �����$�&!�%( �# &��!�& �2 �! & ( �� #��( !" ! �( !"� 1.5Topt1 & #�

!"� �% *,& ��)�(� & � &�!) #��(�.& (!�) �(&�� #�# &%�� ��* !% !"� Topt1 & #�	 ������ �	��

#"%+# !"� ����������� � !"# %$ u1 -��#�# u2 $%� & #� �' +�!" - �)�(� �(�!� � ���#!��##�(�
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������ �	��� ����������� � !"# $% u1 &��#�# u2 '�!" & �(�)� �)�!� � ���#!��##�)� ��&��#	

��&��#	 ������ �	��* + #"$'# !" ! �) !���# $% !"� ,$���(-#(���!��. . #� �/ '�!" !"�

���#!��##�)� ��&�� �).�� #�)�0 !"� �)!�� .!�$) �$$� ��.$��# � ����0 ��! u1 ��.$��# #� ����	

������ �	��*�+ #"$'# !" ! �) !���# $% !"� �$)$-#(���!��. . #� �/	10 !"� �)!�� .!�$) �$$�

��.$��# $�&�$�#�( � ���� �) �$!" u1  ), u2 '"�) !"� ���#!��##�)� %$�.� �).�� #�# %�$� Topt1

!$ 1.5Topt1	

����� ����	����
�� ����
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�� ��������

�# #"$') �) ������ �	��*�+0 !"� ����������� � !"# %$� !"� �$)$-#(���!��. . #� �/	1 #"$'

 ,�2���)! �"�)$��)$) '�!" !"� ���#!��##�)� ��&�� �).�� #�)� .$�� ��, !$ !"� ,$���(-

#(���!��. . #� �/	 �"�# � ( �� $'�)� !$  �� ��! !�&� ." )�� $% ��.3��)� �$,�# '"�)

!"� ���#!��##�)� ��&�� �).�� #�#	 ������ �	�4 #"$'# !" ! !"� )$)��)� � ��.3��)� ��#�$)#�#

$% !"� �$)$-#(���!��. . #�# �/	�5�/	6  �� ��� !�, !$ !"� .$���) !�$) $% !"� .�$## ��

� !�$ α  ), ���#!��##�)� ��&��	 
! . ) �� #��) !" ! �7.�##�&��( "��" ���#!��##�)� ��&��# � (

��,�.� !"� ���-. �����)� �2�.! ,���&�, %�$� !"� ��)�!" ,�2���).� ��!'��) !"� �����  ),

�$'�� .�$## ��#	 8"�) α �# #� ����0 ���� α < 0.40 !"� ,$')' �, ��.3��)� �$,� #!��� . ))$!

�� !�������, '�!" !"� ��� !�&��( "��" ���#!��##�)� ��&��#0 #�).� !"� ���-. �����)� %�$� !"�

��)�!" ,�2���).� ��!'��) !'$ .�$## ��# �# #�9.��)!�( #!�$)� !$ .$�)!�� .!  )( ��,�.!�$)
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������ �	��� ����������  !��� "#� �� � ��	�$��	%  &#'�(� Tl,i/Topt1 )�� � α  &#'�(�
����#( '&��� �&� �*��� "�#� !��+���,���(� � )����-� ./� -#��(�(�0 ��!1�� �&�� ���
��((#� ,� ��������- #'�(� �#  ��#(� !��+���,���(�2 .�� -#��(�(�0 ��!1�� �&�� /��
��((#� ,� ��������- #'�(� �# �( ��(�3��(� !��+���,���(�2 .��4�- �#-�0 ��!1�� �&�� �11
�&� �&��� (#(1�(��� �� !#( � 5/��6 ���6 �
7 ��( ,� ��������- #'�(� �# �( �(�����-����
1�)�1 #" !��+���,���(�	

"�#� �&� !�� ���  �(�2 '&�( α � 1�����6 ���� α > 0.86 �&� �!'��- ,��81�(� �#-�  ��11 ��((#�

,� ��������- '��& �&� ��1���)�19 1#' !�� ���  �(� 1�)�1 6  �(�� �&� !��+���,���(� �*��� "�#�

�&� 1�(��& -�*���(�� ,��'��( �&� �'# ��#  ��� � ���& 1�   ��(�3��(�2 '&�( α &� �(

�(�����-���� )�1��6 �11 �&��� �� !#( � ��( ,� ��������- '��& ��1���)�19 1#' !�� ���  �(�

1�)�1 6 ,�� �&� �!'��- ,��81�(� �#-� ��((#� ,� ��������- '��& &��& !�� ���  �(� 1�)�1 	

��(�1196 ��  &#�1- ,�  ���  �- �&�� "#� 1����� α )�1�� 6 �&� ��:����- 1�)�1 #" !�� ���  �(� �#

�1���(��� �&� �!'��- ,��81�(� �#-� � ��1���)�19  ��11�� �(- "#� �&� -#�,19+ 9�������

,���+�#1��( 5α = 1.076 �&� -#'('��- ,��81�(� �� !#( � #���� �����-1�  #" �&� �(����1

!�� ���  �(� "#���	 �&� ��1���#( &�! ,��'��( !��+���,���(� �(- �&� 1�)�1 #" !�� ���  �(-

�#(#+ 9�����9 � -�)�1#!�- "���&�� �( �&� "#11#'�(� �&�!���	



������� �	 �
����
��� ����� ��� ���� 

������
�
 ���

��� ������	
�� �
�����

� ��������� ���������� �� �� !���"���� #��$ %�������� ����&� %�����%��'( �� ���)"������

#��$ �$� ������&$*���+ ���$� $�' ,��� %��'���� !�� %��'���''� '���� ,���-���"��'

�� $�' ,��� .���/� "'��& �$� ���������� �� %��0�&� �1�234	 1��$ ������ �� ������-

��� �����'�' #��� ��� "��� #��$ %��������� .��������'	 �$� �� �� ��'"��' ��.���� ( !��

�$� /�'� ����( �$�  ������ %����'' �5%������& $�# �$� �#� %�����%�� ,"�0���& �� �' �����-

��� #$�� �$��� �����'%�� ��& ,"�0���& ��� ' ��� �� ������.��� ���'� %��5�����	 
� #�' ��'�

������� � ����/� �$�� �� � ����������� �� %��'���''� '���� ,���-���"��' �' ������'������

���0� �� �$� '��� '���0����& �� ���''��� ,�� ��& %$�������( #$��$ #��� '"���''!"���

�� ���� �"�������	 �$� ���"�� %�'�-,"�0���& ��'%��'� �' "'"����  ������� ,� ���������

�� �� �����������' �$�� !���"��' �� � )"�%��&	 �����.��( �� $�' ,��� !�"� �$��( �� ����'

�! �$� ����-'�������� '���� ,���-���"��'( .�����& �$� ������� %��'���''��& ��.��' #�"� 

���"����� ��� ��  �6����� %�'�-,"�0���& ,�$�.��"�	

�$� %��'��� ��'"��' '"&&�'� �$�� �$� ��"� �%���"� %��'���'' �! '���� ,���-���"��' �'

$�&$�� �$�� �$� �������� �,����� '��"����( �' �' �$� ��'� �� .������� %��'���''� '���� 

���"��'7 �$�' ��&��$�� #��$ '��'���.��� �� %��-���,����& �� ������� ��%��!������' �' �5-

%���� �� �$� ��5� �$�%���	
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������ �� ��� ������ ! "������!# $�� ��� �%�����! �& ��� " ���&� "������# ��� ��������

���������! �&' "��!!(!�"���& ���������! '�!"��)�' �& ��)�� *	� ��� �'����'# �&' ��� �$���(

��&���&�' '� )�+(!+������" "�!�! ,�-,�# ��-�� �&' ��&�(!+������" "�!�! ,*	�-,*	. �&

��)��! *	/ �&' *	* ��� �&��!��0���'	 ��� ����� � ���!���!!�&0 $��"� Topt1 1����& ��� ��1��

!��+ "����!��&'�&0 �� Topt12 1����& ���  ���� !��+ �! �'����' �! ��� )�&"����2 ���!���!!(

�&0 $��"�	 ��� ���'�&0 !���! ��� !�����' �& ,�0 �� *	/ ��� �&"� '�' �& ��� " ���&� & ����"��

��'����&0	 ��� ������' �����$�"���& !���� �! '�3&�' $��� �4	 56	*78# �&' ��� �����$�"���&

"��)�&����&! ��!��' �& ��)�� 6	� ��� �'����' �� ���00�� '�9���&� ) "2��&0 ��'�!	

��� ��	���	�� ��� ��	�����	���


�& �������! * �&' 6# ��� ��'(!��& '�!���"���&� �$��� ���'�&0 !��� * '�!"��)�' �& ,�0 �� *	/

1�! �!! ��' �� )� :��� )+ !���!$+�&0 �4	 5*	/�8# 1��"� 1�! '�����' �& ��� �!! �����&

�$ ��&��� )������ �	 ��1����# �1�&0 �� ��� �&; �&"� �$ 0�������" &�&��&�����+# &����+

��� �9�"� �$ ��� )���("�� �& !�����&�&0 �& ��&0�� ' � �� �&���' "���& �$ ���!���!!# �&

�9�"� ���� �! ���� ���&� &"�' $�� ��� ��&�(!+������" !+!���!# ��� ��'(!��& �����"��

'�!���"���&� �! �& $�"� &�&(:���	 ���! &�&(:��� ��'(!��& '�!���"���&� �!!�&�����+ �����'�!

���("��)���&0< ��� '�!���) ���& �$ ���!���!!�&0 $��"�! )��1��&  ���� �&' ��1�� !��+! "�&

)� ������' '���)������+ �� �"����� '�!���' �����! �$ ���("��)���&0 5�&'�"���' )+ ��� ��'(

!��& '�!���"���&� �$��� ����+�&0 ��� ���!���!! �& ���'�&0 !��� *# ���� wp,m8 �&' �9�"�

��� ) "2��&0 �&' ��!�() "2��&0 )������ � �& ���'�&0 !��� =	 ��� ���&"���� � ���!� �$

��� " ���&� !�"���& �! �� �&��!��0��� ��� �������&!��� )��1��& ��� '�!���) ���& �$ ��� !��+

���!���!! �&' ��� ����� �$ ���("��)���&0	 ��� ,� ��'��! �& ��� ���!�&� !�"���& '� &��

"�&!�'�� �&+ �&����� 0�������" �����$�"���&!	

�� !� '+ ��� �9�"� �& ��� ���("��)���&0 $��� ���!���!!�&0# � ���("��)���&0 �&'�% Ip �!
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Ip = 10000
wp,m

L
, ��	� 

!��"� wp,m #� ��� $#�%�&'� �#�&(')�$��� '*��" #��"+��)#�, ��� &"���"��� #� (+'�#�, ���&

-	 ��� )'��� !��"� Ip = {−5,−1, 0, 1, 5} '"� '�+&��� '� ��� .��)�$'"/ &"�%)'$.�"#�,

(�0�(�	 �+�#�#0� 0'(��� +* Ip '�� wp,m "�&"����� �&!'"� &"�%)'$.�"#�,� !�#(� ��,'�#0�

0'(��� )+""��&+�� �+ �+!�!'"� &"�%)'$.�"#�,� !�#)� #� )+��#����� !#�� ��� �#"�)�#+� +*

y '1#� '�� �+!�!'"� ��(*%!�#,�� #� 2� $+��((#�,	 ��� �#��"#.��#+� +* &"���"���#�, *+")��

.��!��� ��� �&&�" '�� (+!�" ��'3� #� "�&"������� .3 ' ��!(3 ������ &'"'$���" γ� �����

γ =
Tu,i sin βu

Tl,i sin βl

, ��	4 

!�#)� #� ' "'�#+ +* ��� '&&(#�� &"���"���#�, (�0�( �+ ��� �"�� +"��" &"���"���#�, (�0�( *"+$

�5	 �-	4� 	 2+" ��� #���'�)� !��"� γ = 1� �5�	 �-	4� '�� ��	4 '"� +* )+�"�� #����#)'(	

����� ����	
��


����� �����

�+�.(3%�3$$��"#) )'��� �α = 1 �'0� �&&�" '�� (+!�" )"+��'"$� +* #����#)'( (��,��	

��'�,�� �+ ��� &"�%)'$.�"#�, #���1 Ip '� Tl,i = Topt1 '�� Tl,i = 2Topt1 !#�� #�)"�'�#�,

γ *+" )'��� 2� '�� ��� 2462�� '�� �46�� '"� ��+!� "��&�)�#0�(3 #� 2#,�"�� �	�� �	4 '��

�	-	 �� )'� .� ���� ��'� ��� "���(�� #� 2#,�"� �	� '"� �#,�#�)'��(3 �#7�"��� *"+$ ��� "���(��

#� 2#,�"�� �	4 '�� �	-� #$&(3#�, ��'� &"�%)'$.�"#�, !#�� Ip ≥ 0� )'��+� .� ')�#�0�� .3 '�%

8���#�, ��� &"���"���#�, �#��"#.��#+� .��!��� ��� �&&�" '�� (+!�" ��'3� !�#(� Tl,i ≤ 2Topt1	

��#� #� .�)'��� ��� #�9���)� +* ��� ��'3� '�� )"+��'"$� '"� (#$#��� #� ����� )'��� +!#�,

�+ ��� �$'(( ��'3 �#'$���" φs #� )'�� 2� '�� ��� �$'(( )"+��'"$ (��,�� al #� )'�� ��	 ��

'��#�#+�� )+��#��"#�, ��� (+! (+'�%)'""3#�, )'&')#�3 +* ����� �!+ �3���$� *"+$ ��� &"�%

0#+�� )�'&��"�� �$'(( ��'3 �#'$���"� ����� φs/(2rc) < 0.14 )+""��&+��#�, �+ φs < 3.2 mm

)�""���(3 '�� )"+��'"$ (��,��� ����� αl < 0.05 ��+�(� .� '0+#���	 �+!�0�"� *+" )'���

2462� '�� �46��� ' ��(#.�"'�� &"�%)'$.�"#�, (�0�(� !#��#� ��� "'�,� +* Ip = [−5, 5]� )'�
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��� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1

������ �	�� ������ !���"� �"#�$ %��&�& '��&(��&&�"� #�&(��!�(�)" *)� ��&�& �� �"# ��	

��� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1

������ �	+� ������ !���"� �"#�$ %��&�& '��&(��&&�"� #�&(��!�(�)" *)� ��&�& �+,��	 �-�

#)((�# -)��.)"(�/ /�"�& *�) !)(() () ()' �)���&')"# () Ip = {−5,−1, 0, 1, 5} ��&'��(�%�/0	
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��� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1

������ �	�� ����� !"���#� �#$�% &��'�' (��')��''�#� $�')��"�)�*# +*� � '�' �,-��	 �.�
$*))�$ .*��/*#) 0 0�#�' +�*! "*))*! )* )*( �*���'(*#$ )* Ip = {−5,−1, 0, 1, 5} ��'(��)�&�01	

"�  �.��&�$ +*� !*') *+ ).�'� )�# � '�'	 �.� "��20�#�  #$ (*')�"��20�#� "�. &�*�� *+ ).�'�

)�# � '�' 3�00 "� �#&�')�� )�$ +��).�� �# 
��)�*# �	4	

����� �����	
���
��� ��	�	

��')�#�) +�*! ).� $*�"01�'1!!�)��� � '�'5 (���� !"���#� �' !*�� '��#�6� #) �# !*#*�

'1!!�)��� � '�' "�� �'� ).�  �)� 0 7#*#0�#� �8 "�. &�*�� $�&� )�' !*�� '��#�6� #)01 +�*!

�9	 7�	,�8 ). # �# ).� $*�"01�'1!!�)��� � '�'5 "�� �'� 3.�# α < 1.0  # �(3 �$ +*��� �'

�#)�*$���$ $�� )* ).� �#$�'.*�)�#�#� �# ).� ! �# !�!"�� $�� )* ).� (��')��''�#�	

�. #��' )* ).� (���� !"���#� �#$�% Ip 3�). �#��� '�#� γ  ) Tl,i = Topt1 +*� � '�' ��	�-��	45

��	:-��	�5  #$ ��	;5 ��	�  #$ ��  �� '.*3# ��'(��)�&�01 �# ������' �	45 �	:  #$ �	�	 ��*!

������ �	45 +*� � '�' ��	�-��	45 �) � # "� '��# ). ) ).� $*3#3 �$ (���� !"���#� 3�). Ip ≤ 0

� ##*) "�  �.��&�$ "1  $<�')�#� ).� (��')��''�#� $�')��"�)�*#	 �*#'�$���#� ).� �#') "0�

(*')�"��20�#� "�. &�*�� *+ ).�'� +*�� � '�'5  ' $�)��!�#�$ �# ).� (��&�*�' �. ()��'5 '! 00

��*'' �! 0�#�). � )�*' 7���� α < 0.58  �� "�')  &*�$�$	 ��*! ������' �	:  #$ �	�5 +*� � '�'

��	:-��	�  #$ ��5 �) � # "� '��# ). ) 3�). �#��� '�#� γ5 Ip $���� '�' �*#'�')�#)01 +�*!

(*'�)�&� )* #�� )�&� & 0��'	 �) �!(0��' ). )  $<�')�#� ).� $�')��"�)�*# *+ (��')��'' "�)3��#
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��� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1

������ �	�� ����� !"���#� �#$�% &��'�' (��')��''�#� $�')��"�)�*# +*� � '�' �,	�-�,	�	

��� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1

������ �	.� ����� !"���#� �#$�% &��'�' (��')��''�#� $�')��"�)�*# +*� � '�' �,	.-�,	/	 �0�
$*))�$ 0*��1*#) 2 2�#�' +�*! "*))*! )* )*( �*���'(*#$ )* Ip = {−5,−1, 0, 1, 5} ��'(��)�&�23	
�*)� )0 ) � '� �,	. *#23 ��*''�' Ip = 5 �# 4 5	
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 ���

��� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1

������ �	�� ������� ���!� �!"�# $��%�% &��%'��%%�!� "�%'�� �'�(! )(� ��%�% �*	�+ �*	, �!"
�*	 �-� "(''�" -(��.(!'�/ /�!�% )�(�  (''(� '( '(& �(���%&(!" '( Ip = {−5,−1, 0, 1, 5}
��%&��'�$�/0	

'-� �&&�� �!" /(1�� %'�0% �//(1% "�%���" &������ ���!� /�$�/% '(  � ( '��!�"+ �����"/�%% ()

'-� �!�'��/ ��� �� %-�&�% 1�'- �&1��" �!" "(1!1��" &������ ���!�	 �' �% ( %��$�" '-�'

)(� ��%�% �*	�+ �*	, �!" �*+ '-� ���"��!'% () '-��� ��/�'�(!%-�&% ��� %���/��+ 1-�/� )(� ��%�%

�*	23�*	4+ '-� ���"��!'% () '-��� ��/�'�(!%-�&% ��� %��!�5��!'/0 "�6���!'	

��!�//0+ �' %-(�/"  � %'��%%�" '-�' '-� �!�/0%�% &��)(���" �! '-�% %� %��'�(! &���/0 %-(1%

'-� &������ ���!� /�$�/% ��-��$�" �)'�� �&&/0�!� $��0�!� /�$�/% () &��%'��%% �! /(�"�!� %'�&

*	 �! 
��'�(! �	7+ '-� %'���'���/ &��)(���!�� () %'�0�"  �����(/��!% 1�'- '-��� %&���5�

&������ ���!� /�$�/% 8Ip = {−5, 0, 5}9 �% %'�"��"	
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��������

�! '-� �����!' %��'�(!+ '-�  ��:/�!� �!" &(%'� ��:/�!�  �-�$�(�� () ��&��)��' %'�0�"  ����

�(/��!% �!"�� �#��/ �(�&��%%�(! �! �(!;�!�'�(! 1�'- %�/)�1���-' ��� �!$�%'���'�" �%�!� ��

�("�//�!�	 �(//(1�!� '-� �"$�!��% �! �#'�!"�!� '-� .(!�/  �-�$�(�� �! �-�&'�� * �!"
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������������� � � �!"�#� $% !$�� ������#��$� �� � �"��� & �� "��%�#� ���'�� (��!)#$*�!��

����� � � ��!� *$����� #��� �� �������  �����+ � � �$�*����� (� �,�$�� #$��������� ��-�����

"��)#�!(����� *�,�*�+ �!"��%�#��$��+ ��� "����������� %$�#�� �� �$. �/�!����	

� ��$!����# �!"��%�#��$� �!"*����� ����$ δ $% 1/1000 �� ��$"��� ��*��� $� ��.��� ������	

� � �!"��%�#��$� #$!(�����$�� �� ��(*� &	� ��� ��$"��� �$ ������� � � ��-����� (�#0*���

!$���+ ��#*����� ������#��,� (�#0*���	 �� ���!� $% � � ����' $� � � �������,��' �$ ,��'���

�!"��%�#��$� �!"*������+ #$!(�����$� 1 �� ��$"��� �� � � �!"��%�#��$� "�$2*� %$� #���� 31

��� 31	�	 �.��� �$ ��*%).��� � ��� "��)#�!(����� %�$! "��������+ � � "���#�"�* ��4�#��$�

����#��$� $% � � �$�� � �!"��%�#��$� ����� �$ (� #$��������	 � �$.�.��� �!"��%�#��$�

5���� � � ��!� �� � � ��*%).��� � ����#��$�6 �� �!"*�2�� (' � � ��*%).��� �+ ��� �� �".���

�!"��%�#��$� 5���� $""$���� � � ��*%).��� � ����#��$�6 �� ����#�� (' � � ��*%).��� �	 �*)

� $�� � � ���"*�#�!��� $% � � !��)�"�� "$��� �� 2/�� �%��� ��7������ � � "�����������

������(���$� %$� � �"�#�2# Ip ,�*�� �� ���" 1+ � � ��!������ $% � � !�!(�� ���** ��4�#��

��� �$ ��� ��*%).��� �	 �� ���!� $% � � ������� $� � � �������,��' �$ ,��'��� �!"��%�#��$�

#$!(�����$�� ��� "����������� *�,�*�+ $�*' � � �!"��%�#��$�� .�� � � �$.�.��� "���#�"�*

��4�#��$� 5#$!(���� �$�� � ��� �$.�.��� �$�� � �!"��%�#��$��6 ��� ��$"��� �$ �������

������#��,� (�#0*���+ ���#� �� .�� ��!$�������� �� � �"��� & � �� !$�� ������#��$� $�*'

$##��� �� � � �$.�.��� (�#0*��� !$��	

����� Ip = −5

3����� �	8 � $.� � � �*��!��� *$��� %$� #���� 31 ��� 31	� .�� ,��'��� �!"��%�#��$� �!)

"*������ ��� � � "��)#�!(����� ����/ Ip = −5	 �� #�� (� ���� � �� %$� ($� #���� 31

��� 31	�+ � � *$��)#���'��� #�"�#��' ��#������ .�� ��#������� �!"��%�#��$� �!"*������+

(�� %$� #��� 31	� � � ����#��$� �� *��� �����2#��� � �� � �� %$� #��� 31	 �$!"���� �$ � �

�!"��%�#��$�� .�� � � �".��� "���#�"�* ��4�#��$�+ � � �!"��%�#��$�� .�� � � �$.�.���

"���#�"�* ��4�#��$� *��� �$ *$.�� �*��!��� *$���+ �� !�� � (� �/"�#���	 �� ������$�+ %$�

#��� 31	�+ �!�** �!"��%�#��$�� �� � � �".��� "���#�"�* ��4�#��$� #�� �� %�#� ��#����� � �
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������ �	�� ������ ! "��#!�$� %&'!�( !�$�)  $( �!��* �� !' (& % !! &+*"'!&) ,'� � &�& ��  $(
��	� -��.  /��0� *"���$� �$(�1 Ip = −5  $( 2 �+�$� �*/��,����'$  */!���(�& δ3 PC �& �.�
������ ! "��#!�$� !' ( ,�'* �.�  $ !+��� !!+0(�4$�( 5'$�& �$ �. /��� �3 Pu �& �.� �!��* ��
!' ( ,�'* �� *'(�!!�$�	
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#� �$� �	� �!�%� �!� �������� ����� &�$ �!� ��'�$�(� ��)�$&�*���( *��+�(����(� %��! Ip =

��� ����� ��� 	��	�

�
� ���
����� ��� ��

#� �$� �	�, 
�(����-��" �� �!� ��)�$&�*���( *��+�(����(� $�)$���(��� +" Pu -�$��� μ1 %��!
Ip = −5 �(� .�/ -�$"�( ���" �������$ φs0 .+/ -�$"�( ��%�$ *$����$� ��( �! al �(� .*/
-�$"�( *$����$� ��( �! $���� α	 �!� �(*�$*��� *���� ��(��� �!� ��(���� �������� �����
&�$ �!� $��)�*��-� *�(1 �$����(�	

−5 �(� � -�$�����( �& �!� )�$�����$� φs0 al �(� α %!�$� Tl,i = Topt1	 #�$ �!� ���+�"2

�"����$�* *����0 #34#� �(� �34��0 �� *�( +� ���(0 %!�( ���� � �� *$���*��0 �!� ��%���

�������� ���� �� ���( %��!�( �!� ���� � +�*5��( *���	 ��%�-�$0 %!�( ���� 3 +�*5��( ��

*$���*��0 �!� ��%��� �������� ���� �� ��%�"� ���( %��!�( �!� �(��$�*��-� +�*5��( *���0 ��*!

�� *���� #�4#� �(� �64��	 #�$ �!� ��(�2�"����$�* *����0 �(��$�*��-� +�*5��( +�*����
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�������� �� �����  !	�" !	� �#�� #�$� ����%������� $�&'�� �( �#� �%����%� &��)�# %����

α	 ��%��$�%* (�% �&& �����* �#�%� �%� ��&+ ���&& ��,�%����� -��#�� �#� ����%����$� .'�/&��)

%�)��� %�)�%�&��� �( �#� ��,�%��� $�&'�� �( μ1* ���� ��,�%��� ���.�������� �( μ1 ��� μ2	 �#��

%��'&� ��������� �#�� ����%����$� .'�/&��) .�#�$��'% �� ��� $�%+ �������$� �� �#� ���.�������

�( �#� ���.���� ��0�%(������ 0%�1&��	 �#��� ����&'����� ��%%�% �#��� (%�� �#� 0%�$��'�

��'�+ �� $�%����&&+ ���+�� ��&'��� 2
���� 3 4����* 5667.8	

�#� '&������ &���� (�% ���+�� .���9��&'��� -#�%� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1 -��#

Ip = −5 ��� $�%+��) $�&'�� �( φs* al ��� α �%� �#�-� ��  �)'%�� �	7* �	�6* ��� �	��	

 �)'%� �	7: 
������$��+ �� �#� ��-�-�%� ��0�%(������ ���.�������� %�0%������� .+ Pu

$�%�'� μ1 -��# Ip = −5 ��� $�%+��) ���+ �������% φs -#�%� Tl,i = Topt1 ��� Tl,i = 2Topt1	
�#� �%%�-� -��# �#� ���#�� &���� ������ �� ���%���� �% ���%���� �� �#� '&������ &��� (%��
Topt1 �� 2Topt1	

 %��  �)'%�� �	7 ��� �	�6* (�% �#� ��'.&+9�+����%�� �����* ���%�����) �#� 0%���%�����)

(�%�� %��'&�� �� � %��� �� �#� '&������ &��� (�% ���# ��0�%(������ ���.�������	 �&�#�')# �#�

��;��'� �%�����& .'�/&��) &��� ��� .� ���� �� Tl,i = Topt1 (%�� &����% ���&+��� �� �#�0��%

!* Topt1 ���� ��� ��;���<� �#� '&������ &���* ��� ���%��'���) � 0%���%�����) (�%�� �#��

�� #�)#�% �#�� �#�� &�$�& �� %���������� �� 0%������	  %��  �)'%� �	��* (�% �#� ����9

�+����%�� �����  !	�" !	=* ���%�����) �#� 0%���%�����) &�$�& %��'��� �#� '&������ &���*
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������ �	��� 
������ ��! �" �#� $"%�%&�$ �'(��)�*��"� *"'+��&��"�� ��(�������$ +! Pu

 ����� μ1 %��# Ip = −5 &�$  &�!��� ,"%�� *�"��&�' ,����# al %#��� Tl,i = Topt1 &�$

Tl,i = 2Topt1	 �-�� &�$ ,&+�,� &�� �#� �&'� &� ������ �	.	

������ �	��� 
������ ��! �" �#� $"%�%&�$ �'(��)�*��"� *"'+��&��"�� ��(�������$ +! Pu

 ����� μ1 %��# Ip = −5 &�$  &�!��� *�"��&�' ,����# �&��" α %#��� Tl,i = Topt1 &�$ Tl,i =
2Topt1	 �-�� &�$ ,&+�,� &�� �#� �&'� &� ������ �	.	
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����� ��� ����� � !�! ���� � �"�� α# ���� � !�! $%	�# $%	&  '( $%# ��� �� ()� ��*�'" � + ���*

�'��� !�! !�"'�,� '��* ���- Tl,i = Topt1 �� Tl,i = 2Topt1	 �'  ((����'# ��� � !�! $%# �.# $%	&

 '( $%#  � Tl,i = Topt1# �'��� ���/� 01�2��'" (��! '�� (�-�' �� ��� 0�� /��1�# ����� ���

Tl,i = 2Topt1# �'��� ���/� 01�2��'" �! (�-�' '�	

����� Ip = 0

$�"1�� �	�3 !���! ��� 1���- �� �� (! ��� � !�! $%  '( $%	� ���� / �*�'" �-+��������'

��� ��

��� ����

$�"1�� �	�34 ������ � 01�2��'" 5!���( ��'�6  '( 1���- �� �� (! 5 �� !*-0��!6 ��� � !�! $%  '(
$%	� ���� Ip = 0  '( / �*�'" δ	 �7�!  '( � 0��!  �� ��� ! -�  ! $�"1�� �	�	

 -+���1(�!  '( ��� +��)� -0���'" �'(�7 Ip = 0	 $�� � !� $%# ��� (�8���'�� �� 1���- ��
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����� ���� ��� !" #���$� �$ �� ��% ! $� �!�$#���� ��! #���$� �� �����	 ��� & !' "�! #�� 

()	�' �� ! �*#���$ "!�� �� *���!� ��� !" #���$� �� ��! ��+$�,#�$� ���$ ���� "!�� �� 

��� !" #���$� ���� �! ���$��!��	

(�+*! �	�) ����� �� *������ ����� "�! �� ��% ! $� ��� !" #���$ #��-�$����$� ���� Ip = 0

��� ����� ��� 	��	�

�
� ���
����� ��� ��

(�+*! �	�). 
 $����&��/ �� �� ��� !" #���$ #��-�$����$� ! �! � $� � -/ Pu & !�*� μ1 ����
Ip = 0 �$� 0�1 &�!/�$+ φs' 0-1 &�!/�$+ al �$� 0#1 &�!/�$+ α	

�$� � &�!�����$ �" �� ��!�� � !� φs' al �$� α �� ! Tl,i = Topt1	 �����!�$+ (�+*! �	�)

���� �	�' "�! �� ��*-�/2�/�� �!�# #�� �' �� - ��&��*! �$ �� � �/�� �� ���� ���� �! 2

#��- !�$+ � & � �� ������! �� ���� ���� Ip = −5' -*� �� ����2#�!!/�$+ #���#��/ "�! �� #�� �

���� Ip = 0 �� ��� ! ���$ ���� ���� Ip = −5	 �� �$� !�#��& -*#3��$+ ����$�$# �� � $��

#��$+ ���� �� �! 2#��- !�$+ � & � &�!/�$+	 (�! �� ��$�2�/�� �!�# #�� � ���� Ip = 0'
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���� ��	� ������ � !��"# �$% "&� %'(���$�� '$ )��%*����+'$, �����'"+ !�"-��$ ���� ��	�

�$% "&� �"&�� ����� '� �',$'.��$"	 ��� ����� -'"& Ip = −5# ���� ��	/ ������ � !��"# �$% "&�

%'(���$�� �� "&� )��%*����+'$, �����'"+ � �$, ����� ��	�0��	� �$% �� '� $�" �',$'.��$"	

�&� 1)"' �"� )��%� ��� �"�+�% !�� *��)1 $� -&��� Tl,i = Topt1 �$% Tl,i = 2Topt1 -'"& Ip = 0

�$% 2��+'$, 2�)1�� �� φs# al �$% α ��� �&�-$ '$ �',1��� �	�3# �	�4# �$% �	��	 �� ���'$,

�',1�� �	�35 
�$�'"'2'"+ "� "&� %�-$-��% ' ������"'�$ �� !'$�"'�$� �������$"�% !+ Pu

2���1� μ1 -'"& Ip = 0 �$% 2��+'$, φs -&��� Tl,i = Topt1 �$% Tl,i = 2Topt1	 �6�� �$% )�!�)�

��� "&� �� � �� �',1�� �	�	

�',1��� �	�3 �$% �	�4 -'"& �',1��� �	� �$% �	�7 ������"'2�)+# ��� "&� %�1!)+*�+  �"�'�

�����# �' ')�� "� "&� ���1)"� -&��� Tl,i = Topt1# "&� !�&�2'�1� '$ "&��� �+�"� � -'"& "&'�

���*�� !��'$, )�2�) '� �' ')�� "� "&�" -'"& Ip = −5# !1" "&�'� )��%*����+'$, �����'"+ -'"&

Ip = 0 '� )�-��	 �� ���'$, �',1�� �	�� -'"& �',1�� �	��# ��� ���� ��	/ -&��� Ip = 0# "&�

)��%*����+'$, �����'"+ ��$ !� '$������% �',$'.��$")+ !+ �&�$,'$, Tl,i = Topt1 "� Tl,i = 2Topt1	

��-�2��# -&�$ Ip = −5# '$�����'$, "&� ����"����'$, )�2�) )��%� "� � ��%1�"'�$ �� "&� )��%*

����+'$, �����'"+	 �����2��# -&�$ Tl,i = 2Topt1# ���� ��	/ ������ � !��" �� ������% "�

���� ��	� �" Tl,i = Topt1# �$% "&� 1)"' �"� )��%� �� ����� ��	�0��	� �$% �� ��� $1 ��'��))+

�)���	
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������ �	��� 
���� �!� "  #  $� %#&�&'�% �()��*�+ �#� +#(,��' �#�� ��)����� �% ," Pu

!����� μ1 &� $ Ip = 0 '�% !'�"��� al &$��� Tl,i = Topt1 '�% Tl,i = 2Topt1	 �-�� '�% .',�.�

'��  $� �'(� '� ������ �	�	

������ �	��� 
���� �!� "  #  $� %#&�&'�% �()��*�+ �#� +#(,��' �#�� ��)����� �% ," Pu

!����� μ1 &� $ Ip = 0 '�% !'�"��� α &$��� Tl,i = Topt1 '�% Tl,i = 2Topt1	 �-�� '�% .',�.�

'��  $� �'(� '� ������ �	�	
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����� Ip = 5

������ �	�� �����  �� �! �"# � !�#$� %�� &#��� �' #($ �'	� �� � )#�*�(� �"+��%�& ��(

��� ��

��� ����

������ �	��, ��� �&#! -�&.!�(� /��!�$ !�(�0 #($ �! �"# � !�#$� /#!! �*"-�!�0 %�� &#��� �' #($
�'	� �� � Ip = 5 #($ )#�*�(� δ	 �1�� #($ !#-�!� #��  �� �#"� #� ������ �	�	

#"+!� �$�� #($ +��2&#"-���(� �($�1 Ip = 5	 ��� -� � &#��� �' #($ �'	�3  ���� �! �"# �

!�#$� �� �  �� �+�#�$ �"+��%�& ��( #�� ������  �#(  ���� �� �  �� $��(�#�$ �"+��%�& ��(	

��� &#�� �'	�3 &�"+#��$  �  �� ����! � �� � Ip = −5 #($ Ip = 0 �( ������� �	� #($

�	�43 � � !�#$2&#��*�(� &#+#&� * �� � Ip = 5 �� "��� ��(�� �)� �( +#� �&�!#�  � �+�#�$

�"+��%�& ��(�	 ��� ��#��( %��  ��� +��(�"�(�( #++�#��  � -� ���(�  �  �� $��+!#&�"�( 

%��" +��2&#"-���(� #!�� -��(� �+�#�$3 ���� �(  �� �#"� $���& ��( #�  �� �"+��%�& ��(	
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������ �	�� ��� � !�� �"!�#$!� "�$%� &�� !�� %�'���(! �#)��&�*!��( *�#+�($!��(�  �!�

��� ����� ��� 	��	�

�
� ���
����� ��� ��

������ �	��, 
�(��!�-�!. !� !�� �#)��&�*!��( *�#+�($!��(� ��)����(!�% +. Pu -����� μ1  �!�
Ip = 5 $(% /$0 -$�.�(� φs1 /+0 -$�.�(� al $(% /*0 -$�.�(� α	

Ip = 5 $(% $ -$��$!��( �& !�� )$�$#�!��� φs1 al $(% α  ���� Tl,i = Topt1	 ��#)$��(�

������� �	��  �!� �	�21 &�� !�� %��+".3�.##�!��* *$���1 !�� "�$%3*$��.�(� *$)$*�!. �& !����

�.�!�#�  �!� Ip = 5 �� �#$""�� !�$( !�$!  �!� Ip = 01 +�! !�� !��(%� $�� ����(!�$"". !��

�$#� $� !����  �!� Ip = 0 $(% Ip = −5	 ��� !�� #�(�3�.##�!��* *$���1  �!� �(*��$��(�

α1 !�� �"!�#$!� "�$%� %�*��$��1 $(% *$�� �2	4 )��&��#� ���(�5*$(!". +�!!�� !�$( �2	�6�2	�

$(% �2	 �����-��1 !���� �� (� �(!��$*!�-� +�*7"�(� %�#�($(*� �+���-�%	

��� �"!�#$!� "�$%� &�� �!$.�% +�$#3*�"�#(�  ���� Tl,i = Topt1 $(% Tl,i = 2Topt1  �!� Ip = 5

$(% -$�.�(� -$"��� �& φs1 al $(% α $�� ��� ( �( ������� �	��1 �	�81 $(% �	��	 ��#)$��%
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������ �	��� 
������ ��! �" �#� $"%�%&�$ �'(��)�*��"� *"'+��&��"�� ��(�������$ +! Pu

 ����� μ1 %��# Ip = 5 &�$  &�!��� φs %#��� Tl,i = Topt1 &�$ Tl,i = 2Topt1	 �,�� &�$ -&+�-�

&�� �#� �&'� &� ������ �	�	

������ �	./� 
������ ��! �" �#� $"%�%&�$ �'(��)�*��"� *"'+��&��"�� ��(�������$ +! Pu

 ����� μ1 %��# Ip = 5 &�$  &�!��� al %#��� Tl,i = Topt1 &�$ Tl,i = 2Topt1	 �,�� &�$ -&+�-�

&�� �#� �&'� &� ������ �	�	
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������ �	��� 
���� �!� "  #  $� %#&�&'�% �()��*�+ �#� +#(,��' �#�� ��)����� �% ," Pu

!����� μ1 &� $ Ip = 5 '�% !'�"��� α &$��� Tl,i = Topt1 '�% Tl,i = 2Topt1	 �-�� '�% .',�.�

'��  $� �'(� '� ������ �	�	

&� $  $� ����. � *�#(  $��� �"� �(� &� $ Ip = −5 '�% Ip = 0/ *#�  $� %#�,."0�"((� ��+

+'���/ ��(�.'�  #  $� ����. � &$��� Tl,i = Topt1/  $� .#'%0+'��"��� +')'+� " #*  $��� �"� �(�

&� $ Ip = 5 �� �('..��  $'�  $' &� $ Ip = 0/ ,�  $� )'  ��� �� ����� �'.."  $� �'(� '�  $' 

&� $ ,# $ Ip = 0 '�% Ip = −5	 �#()'���� ������ �	�� &� $ ������ �	��/ *#�  $� (#�#0

�"((� ��+ +'��� &$��� Ip = 5/ ��+��'����  $� )��� ������� .�!�. ��%�+��  $� .#'%0+'��"���

+')'+� " #* +'�� �1	2/ ,� *#� Ip = 0  $� ��%�+ �#� �3�+ &'� �# #�." �� +'�� �1	2 ,� '.�#

�� +'�� �1	�4 *#� Ip = −5/ +'��� �1	25�1	6 �$#&  $��  ���%	 �#��#!��/ &$�� Tl,i = 2Topt1/

*#� +'��� �1	� '�% �1	6/ �� ��'+ �!� ,�+7.��� ,�+#(�� %#(��'� / '�%  $� .#'%0+'��"���

+')'+� " #* +'�� �1	6 �� *#��%  # ,�  $� $��$�� 	

����� ������	

�#�  $� %#�,."0�"((� ��+ +'���/  $� �. �(' � .#'%/ ,�+7.��� (#%� '�% �� ��'+ �!� ,�+7.���

%#(��'�+� '�� �# ����� �!�  # !'�"��� )��0+'(,����� .�!�.�/ '. $#��$  $� .#'%0+'��"���

+')'+� " %�+��'��� �.��$ ." &� $ +$'�����  $� )��0+'(,����� .�!�. Ip *�#( −5  # 5	 �$� �.0
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������ ����� �� � � ��!"�#$�#����%�& &���� &�' "� �'&%����� "# �'&%����'( � � )%���%����'(

��*���	 ��+�*�%, ��% � � ��'�$�#����%�& &����, � � "!&-��'( �'� )���$"!&-��'( "� �*��!%

�%� *�%# ��'����*� �� � � ��*�� �� )%�$&��"�%�'(	 .�% Ip = −5 �'� Ip = 0, � � &���� +�� 

�'��%������� &%����%� ��'(� %����� /���� &���� .0	� �'� .0	12  �*� %�����*��#  �( ����$

&�%%#�'( &�)�&�����, "!� � � &���� +�� ��� �% ����� �% ��%(� &%����%� ��'(� %����� / ����

&���� .0	� �% .0 %��)�&��*��#2  �*� %�����*��# ��+ ����$&�%%#�'( &�)�&�����, + �& ��)����

� �� � � �'��%������� &%����%� ��'(� %����� �%� ��%� �!���"�� ��% )%�&��&�3 � � ��+��� !�$

������ ����� !�!���# �&&!% �' � � �#����� +�� &��"�'�� ��)�%��&���'� / ���� ��)�%��&���'

&��"�'����'� 456 ��7'�� �' ��"�� �	�2, + �& ����'��%���� � � ����'�'&� �� �'��%�&$

��*� "!&-��'(	 .�% Ip = 5, %��!&�'( � � &%����%� ��'(� %���� �'&%����� � � ����$&�%%#�'(

&�)�&��# �'� �'��%�&��*� "!&-��'( ���� '�� ����'���	

��� ���� �	
���� 	��

��

��� �����

�' � � &!%%�'� ��&���', � � �%!� �)���!� )%���%����'( ��%&� �� �'*����(���� "���� �' � � )%�$

&���'( ��!���� �' ��)�%��&���' �'� )%���%����'( ��'����*�����	 � � ��)�%��&���' ��)���!��

%���� δ = 1/1000 �� ���)���, �'� � � ��)�%��&���' &��"�'����'� +�� "�� � � !)+�%� �'�

��+'+�%� )%�'&�)�� ��8�&���'� �%� ��-�' �'�� �&&�!'�, + �%� � � &��"�'����' �����'( ��

� � ��+��� "!&-��'( ���� �� ���)��� �' � � .� ������, �� � �+' �' ��"�� �	�	 �' ��%�� ��

� � ��!"�#$�#����%�& �#�����, ��% &���� .4, �4 �'� �0, &��"�'����' � �� ���)��� �+�'(

�� ����'�'� ���� � "!&-��'(3 ��% &���� .05.� �'� �65��, &��"�'����' 0 �� ���)��� ��

� � %�)%���'����*� � �)� �� �%�((�% �'��%�&��*� "!&-��'( � �� (�'�%���# ����� �� � � ��+���

!������� �����	 �' ��%�� �� � � ��'�$�#����%�& &���� .0	�5.0	�, &��"�'����' � �%�� ��$

"�� �	� �� ���)��� ��% � � !)+�%� ��)�%��&���', ��'&� + �' α < 1, ���� � "!&-��'( +�� �'

!)+�%� ��8�&���' ����� �� � %�����*��# ��+�% ����$&�%%#�'( &�)�&��# �%�� � � ���� �'��%$

�&���' ��!�# �' � �)��% �3 &��"�'����' 0 �� ���)��� �� � � %�)%���'����*� � �)� �� �%�((�%

�'��%�&��*� "!&-��'( + �& (�'�%���# ����� �� � � ��+��� !������� ����� �' ��+'+�%� "!&-$

��'( ����� "���� �' � � 7'��'(� �%�� � � ��)�%��&���' ��'����*��# ��!���� �' � � &!%%�'�
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����� �	�� ��������� !" �!�� "�� !"# �"$ $ ���� !"# �!� �%� #�&$' !� ��&� !�� �&� ���(
#���## ") �!���#	 *�#�$ !" �%� $�+" � !"#  " ����� ,	�- .��/ �"$ .��/ �����#�"� �%� &�0��$
�"$ $!0"0��$  �������� !" 0 �% �!�� "�� !" � ��#���� 1��'- �"$ .�2/ �"$ .�2/ �����#�"�
�%� &�0��$ �"$ $!0"0��$  �������� !" 0 �% �!�� "�� !" 2 ��#���� 1��'	

��#� 34 32 35 3, 3�
�!0"0��$ �� �2 �2 �2 �2

��0��$ �� �2 �2 �2 �2
��#� �4 �2 �5 �, ��

�!0"0��$ �� �� �2 �2 �2
��0��$ �� �� �2 �2 �2

��#� 32	, 32	� 32	6 32	7 32	�
�!0"0��$ �2 �2 �2 �2 �2

��0��$ �� �� �� �� ��

�%����� �"$ ��!� �%����� ,	

�! ��8 � 9� �%� &�� ���� �!�$-  � %�# ���" $��!"#�����$ �%��  "����# ") �%�  " � �� ���(

#���## ") ��1�� ��'!"$ �%� � "����' !��� "�$ !�� �&�  " �%����� 2  # � 1 ���� #�����)'	

����� ��!� $����� " ") �%� ��&� !�� �&� ���#���## ") �!��� ��#�$ !" �%� ���#���## ")

�!��� ���$ ") �! �%� ��8 �&� &�� ���� �!�$- #��&��&��� �:� �"�'  # ��#! ��;�"  "�! ��(

�!&"�- # "�� % )% ���#���## ") ��1��# &#&���'  "����#� �%� �!�$(����' ") ����� �' �&� ��'

��$&�� �%� #��&��&��� �:� �"�' <
� �! = >�$��- 4?�?@- ���� �&����' 0%�" ���)�� �����# ���

��A& ��$ �!  "��!$&�� % )%�� ���#���## ") �!���#	 �" 
� �! = >�$�� <4?�?@- �%� ��&� !�� (

�&� ���#���## ") �!���# �!�  �������� # ")��(��' #��'�$ �!�&�"# 0��� ���#�"��$	 �" !�$��

�! �1��&��� �%� �:� �"�' !� �%� #��'�$ �!�&�"- �0!  "$ ���!�#- η �"$ ηs 0��� ��!�!#�$-

�%&#�

η =
Pu

Acfy,req
, ηs =

Pu

Asfs,req

L/2

ls
, <�	2@

0%��� Pu  # �%� &�� ���� �!�$- 0% �� fy,req �"$ fs,req ��� �%� ��A& ��$ #���")�%# 0%�" P = Pu

�!� �%� �� " �!�&�" �"$ #��'# ��#���� 1��'B Ac �"$ As ��� �%� ��!##(#��� !"�� ����# !� �%�

�� " �!�&�" �"$ #��'# ��#���� 1��'B L �"$ ls ��� �%� ��")�%# !� �%� �� " �!�&�" �"$ #��'#

��#���� 1��'	 �%�#� �0!  "$ ���!�# "!� !"�' �!"# $�� �%� �!�$(����' ") ����� �' Pu- �&�

��#! ��;� �%� ����� �� #���")�% !� �%� �� " �!�&�" �"$ #��'#  "�! ���!&"�	 � )%�� 1��&�#
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�� ����� ����� ��!� η  �� ηs �"#$% �� � ��� �������&��� " ��!� $�  !� '���( &��$�)�� ��  

�&$$�! �*����  �� ����� !�#!����� "�!� �+����� #!���!�����( $�,�$�  �� ���-(&! �����	 .�!

��� �#���-� � �� /��� η = 1.00 �$ ���� '&�1$��(  � $%��� �� �&+�����  �� �� �� &������� !%

�� �������! ��� !����� ��� �� �!���2��������	 ��� �!&� �#��"&" #!���!�����( $�,�$ � � '�

����!"���� '% ��"# !��( ��� , $&�� �� η  �� ηs0 /���� #!�,���� �&((������� ��! �#��"&"

��!&��&! $ ���-(&! �����  �� #!���!�����( $�,�$�	 
���� ��� �� % $��(���  �� #!���!�����(

��!���  !� ��� �3& $ �� "���2�%""��!�� �� %�� '� "2��$&"�� �� �� #��! 40 ��� ��!&��&! $

�+�����% ����� ��! ��! ��� �� %� ηs ��  �5&���� �$�(��$% /���  ��/ ��-������0 ��&�6

ηs = min(ηs,u1, ηs,u2, ηs,l1 ηs,l2), 7�	89

/��!�6

ηs,i =
Pu

Asfs,req,i

L/2

li
, 7�	:9

 �� i = {u1, u2, l1, l2} ��!!��#�����( �� � �� �� %0  � �$$&��! ��� �� .�(&!� 4	�	 ��/�,�!0

��� ��-������ �� ��� ��!&��&! $ �+�����% ����� ��! ��! ��� " �� "�"'�! η �� &��� �(��

�!�" ��� ��&'$%2�%""��!�� �� %�� '� "2��$&"� ��-������	

����� Ip = −5

.�(&!�� �	;;0 �	;4  ��  �� �	;8 ���/ Pu0 η  �� ηs ��! , !%��( #!���!�����( $�,�$� /��� ���

��/�/ !� #!�2� "'�!��( $�,�$ Ip = −5 ��! � ��� .;<.�0 �;<��0  �� .4	:<.4	�  �� .4

!��#����,�$%	 �� � � '� ���� �� � " �% ��(� , $&�� �� ��� �+�����% ����� ��!� ���&! /���

Tl,i/Topt1 ≤ 0.50 '&� ����� #!���!�����( $�,�$�  !� ��� !���""����� �/��( �� ��� ���!����2

� $$% $�/ $� �2� !!%��( � # ���%  � �&�� #!���!�����( $�,�$�0 /���� #!�,���� !�3&�!�"���� ��

,�!% �" $$ ��$&"�  �� �� % ��)��	 .!�" .�(&!�� �	;;  �� �	;40 ��! ��� ��&'$%2�%""��!��

� ���  � Tl,i/Topt1 = 30 ��� &$��" �� $� �� �� "��� � ��� �� ��� !� �� ��� " *�"&" , $2

&��0  $���&(� ��� (! ������ �� ����! �&!,�� �� Pu ,�!�&� Tl,i/Topt1  ##!� �� )�!�0 '&� �� ���

 ��!�"�������� ��(� , $&�� �� ��� �+�����% ����� ��!� /����� Tl,i/Topt1 ≤ 0.5  !� ���� !���0
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��� Pu� �� �� �	 �
� Pu� �� �� �	

��� η� �� �� �	 �
� η� �� �� �	

��� ηs� �� �� �	 ��� ηs� �� �� �	

������ �	��� ����� �! � "��#$%�& $% "�$��'� � $(� $��� %)$�'�' )��&$��&&� � *%��� *%�

�#&�& ��+�� ,�$( Ip = −5	
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 ���

��� Pu� �� �� �	 �
� Pu� �� �� �	

��� η� �� �� �	 �
� η� �� �� �	

��� ηs� �� �� �	 ��� ηs� �� �� �	

������ �	��� ����� �! � "��#$%�& $% "�$��'� � $(� $��� %)$�'�' )��&$��&&� � *%��� *%�

�#&�& ��+�� ,�$( Ip = −5	
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 ���

��� Pu� �� ��� Pu� �	

�
� η� �� ��� η� �	

��� ηs� �� �
� ηs� �	

������ �	��� ������� ��!��"#$�% #$ !�#��&��� #'� #��� $(#�&�& (��%#��%%��� )$��� )$�

�"%�% �*	+,�*	- "�! �* .�#' Ip = −5	
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 ���

��� ���������� ��� �!�"  !# ���$��  ! %��� &��' ( �� ! ��� ��!)� Tl,i/Topt1 = [0.5, 3]	 *�$+

* )��� �	�,-  ! �$!����� ( �� ��� ������� $% ��� #$�.�"/�"++��� � �����- ��� ��� +��� �$�#�

$% ����� *0	12*0	3 ����� ��� � +�4 +�+ 5����� .�%$�� �&&�$��� !) Tl,i/Topt1 = 3	 �$+/

&�� !) * )��� �	�, ( �� * )���� �	�� �!# �	�0- �$!� #�� !) .$�� �$�#/����" !) ��&�� �" �!#

���������� ��� �!�"- %$� Ip = −5- +$�� #$�.�"/�"++��� � ����� &��%$�+ .����� ���! ���

+$!$/�"++��� � �����	

����� Ip = 0

* )���� �	�1 �!# �	�� ��$( Pu- η �!# ηs %$� 5��" !) &�������� !) ��5��� ( �� ��� 6��$

&��/��+.�� !) ��5�� Ip = 0 %$� ����� ��2��- �!# *0	12*0	7 �!# *0 ���&��� 5��"	 *$� �����

*�2*�- � + ��� ���!#� ( �� ����� ��2��- &����!��#  ! * )��� �	�1- ��� $.���5�#	 *�$+ * )/

��� �	�1- %$� ��� #$�.�"/�"++��� � ����� ( �� �&(��#  +&��%��� $!�- (��! Tl,i/Topt1 ≤ 1-

��� ��� �!�"  !# ���$�� ��#��� �$ � �$��� + ! +�+ �� Tl,i  �  !������#	 
�.��8��!��"- �� �

 � %$��$(�# ." � �$��� +�4 +�+  ! ��� ��� �!�"  !# ���$�� �� Tl,i  � %������  !������#	 *�$+

* )��� �	��- %$� ��� +$!$/�"++��� � ����� ( �� �&(��#  +&��%��� $!�- ��� �4���+��" � )�

5����� $% ��� �!�"  !# ���$�� $���� (��! Tl,i/Topt1 ≤ 0.5 #�� �$ ��� �+��� ��� +��� �$�#� ��

���� &�������� !) ��5���9 ��!�� ����� ��� �)� ! # ����#�#	 �$+&�� !) * )��� �	�� ( �� * )/

��� �	�1- �$!� #�� !) .$�� �$�#/����" !) ��&�� �" �!# ���������� ��� �!�"- %$� ��� �"���+�

( �� Ip = 0 �!# �&(��#  +&��%��� $!�- ��� #$�.�"/�"++��� � ����� &��%$�+ .����� ���!

��� +$!$/�"++��� � �����- .�� %$� ��� �"���+� ( �� Ip = 0 �!# #$(!(��#  +&��%��� $!�-

��� ��5����  � %$�!#	 *$� ��� �����- �$+&�� !) ��� ������� %�$+ ��� �"���+� ( �� Ip = 0

( �� ��$�� %�$+ Ip = −5-  �  � �&&���!� ���� %$� Ip = 0- ��� ��8� ��# &�������� !) ��5���

���� +�4 + 6� ��� 5����� $% ��� ���������� ��� �!�"  !# ���$�� ��� )�!�����" � )��� ���!

���� %$� ��� ���� (���� Ip = −5	
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�
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� �
������ ���������� �� ��������� ��� ���� ������� ������������ ����� ���

����� �	��� ���� Ip = 0�
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��� Pu� �� ��� Pu� �	

�
� η� �� ��� η� �	

��� ηs� �� �
� ηs� �	

������ �	��� ������� ��!��"#$�% #$ !�#��&��� #'� #��� $(#�&�& (��%#��%%��� )$��� )$�

�"%�% ��	*+��	, "�! �� -�#' Ip = 0	
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����� Ip = 5

������ �	�� ��� � Pu! η "#$ ηs %&�''�$ "�"�#�' ("�)�#� %���'�����#� &�(�&�  �'� �% "�$ %��*

+",-���#� Ip = 5 .�� ,�#�*�),,�'��+ +"��� �/	01�/	2 "#$ �/	 ��� $��-&)*�),,�'��+ +"���

��1�� "#$ ��1��! ��,�&"� '��#$�  �'� +"��� ��1�� �# ������ �	�0 "�� �-���(�$! -�' .��

Ip = 5! '�� ��$�+�#� ��+'��# �# '�� +��(�� �. �&'�,"'� &�"$� (����� �#+��"��#� %���'�����#�

&�(�&� "#$ '�� �#+��"��#� ��+'��# �# '�� �3+��#+) �#$�+"'�� +��(�� (����� %���'�����#� &�(�&�

 ��# Tl,i/Topt1 ≤ 1 "�� ,��� %��#��#+�$ '�"#  ��# Ip = 0	 ��,%"��#� ������ �	��

 �'� ������ �	��! .�� '�� ,�#�*�),,�'��+ +"���  �'� �% "�$ �,%��.�+'��#�! .�� Ip = 5 '��

�4'��,�&) ���� ("&��� �. �3+��#+) �#$�+"'���  ��# Tl,i/Topt1 ≤ 0.5 "�� ,��� %��#��#+�$

'�"# '�"' .�� Ip = 0	 ��� Ip = 5! '�� ,�#�*�),,�'��+ +"��� %��.��, -�''�� '�"# $��-&)*

�),,�'��+ +"��� �# '��,� �. -�'� &�"$*+"��)�#� +"%"+�') "#$ �'��+'��"& �3+��#+)! -�+"���

'�� ("&��� �. '�� �3+��#+) �#$�+"'��� ��"+� '�� %�"5 ("&���  �'��# Tl,i/Topt1 = [1, 3]! "#$

������ �'��+'��"& �3+��#+) +"# -� "+���(�$ +�,%"��$ '� '�� $��-&)*�),,�'��+ +"��� �# '��

�",� ���,�'��+ "#$ %���'�����#� "��"#��,�#'�	 ��� "&& +"���! +�"#��#� Ip .��, 0 '� 5! '��

��6����$ %���'�����#� &�(�&� '� ,"4�,�7� '�� �'��+'��"& �3+��#+) �#$�+"'��� "�� �#+��"��$	

��� ��"��# .�� '��� '��#$ �� %��'�&"'�$ '� -� '�"' '�� �% "�$ %��*+",-���#� ��$�+�� '��

�8�+' .��, ��&.* ����'! "#$ .�� Ip = 5 �'��+'��"& �3+��#+) +"# -�+�,� ������  �'� ,�+�

������ %���'�����#� &�(�&� '�"# '���� .�� Ip = 0	 ��'� "&�� '�"' '�� ,"4�,�, ("&��� �. ηs

"�� ������  ��# Ip = 5	

����� ����	
�

�&'����� ,��' �. '�� �&'�,"'� &�"$� $� #�' ��"+� ,"4�,�, ("&���  �'��# '�� �"#��

Tl,i/Topt1 = [1, 3]! '�� ��6����$ %���'�����#� .��+�� '� ,"4�,�7� �'��+'��"& �3+��#+) "��

 �'��# '�� �"#�� �. Tl,i/Topt1 = [1, 3]	 ��#��$���#� -�'� &�"$*+"��)�#� +"%"+�') "#$ �'��+*

'��"& �3+��#+)! '�� ��+�,,�#$�$ +�#9���"'��#� �. �'")�$ -�",*+�&�,#� .�� $�&�-��"'�

%��*+",-���#� &�(�&� "�� ��� # �# �"-&� �	�	 �����(��!  ��# Tl,i/Topt1 < 1! "&'����� ����
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��� Pu� �� ��� Pu� �	

�
� η� �� ��� η� �	

��� ηs� �� �
� ηs� �	

������ �	��� ����� �! � "��#$%�& $% "�$��'� � $(� $��� %)$�'�' )��&$��&&� � *%��� *%�

�#&�& �+	�,�+	- # " �+ .�$( Ip = 5	
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 ���

����� �	�� ����������� ���� !"�#$��% &�" ���$��"�#� '"�(�����"$� ��)��%	 *�+ ��� *�+
"�'"�%��# ��,�,�"� ��� !',�"� $�'�"&��#$��% "�%'��#$)��-	 �$�.% /�0 ��� �"�%%�% /�0
%$ �$&- ���� !"�#$��% #1�# �"� "���������� ��� ��# "���������� "�%'��#$)��-	

Ip (2 � 2
����(%-���#"$� � �/�0 �
��!��-(%-���#"$� � �/�0 �

)��!�% �& η ��� ηs �"� ��%�")��3 #1� !�#$��#� ����% �# %!�1 '"�%#"�%%$� ��)��% �"� )�"-

%����4 ���)�"%��-3 ,1�� Tl,i/Topt1 > 33 ��#1�! 1 #1� ����(��""-$� ��'��$#- $% 1$ 13 #1�

%#"!�#!"�� �5�$���- �# %!�1 '"�%#"�%%$� ��)��% $% "���#$)��- ��,	 �����3 Tl,i/Topt1 < 1 ���

Tl,i/Topt1 > 3 %1�!�� �� �)�$��� &�" #1� ���� !"�#$��% '"�%��#��	 �� ���$#$��3 α < 0.5 $%

��# "���������� �!� #� #1� ��, %#"!�#!"�� �5�$���- ��� $%%!�% ,$#1 1$ 1�- $�'�"&��#$��

%��%$#$)� ��1�)$�!" '"���#�� �- %#"�� �- !�%#���� '�%#(�!�.�$� �1�"��#�"$%#$�%	

��� ������	
�� �
�����

6����,$� #1� ���$� % &"�� '"�)$�!% �1�'#�"% #1�# $�#�"��#$)� �!�.�$� ,�!�� �7��# #1�

%#"!�#!"�� '�"&�"����� �& '�"&��# %#�-�� ����(���!��% !���" #1� ����$��� ��#$�� �& �8$��

���'"�%%$�� ��� %��&(,�$ 1# ��#$� �"#1� �����-3 #1� %#"!�#!"�� '�"&�"����� �& $�'�"&��#

%#�-�� ����(���!��% 1�% ���� %#!�$�� &!"#1�" !%$� 6� ������$� 	 6$"%#�-3 #1� "���#$��(

%1$' ��#,��� #1� $��!��� '"�(�����"$� ��)�� ��� #1� �$%#"$�!#$�� �& '"�%#"�%%$� ��#,���

#1� !''�" ��� ��,�" %#�-% ,�"� $�)�%#$ �#��	 �1��3 !���" �$7�"��# '"�(������ ��)��% �&

'"�(�����"$� 3 #1� !�#$��#� ��1�)$�!" ���%$��"$� #1� �7��#% &"�� #1� )�"-$� '"�%#"�%%$� 

��)��% ���� %$�� )�"-$� '"$��$'�� $�'�"&��#$�� �$"��#$��%3 #1�$" ��'�$#!��% ��� %1�'�% ,�"�

$�)�%#$ �#��	 �1"�! 1 �''�-$� �$7�"��# $�'�"&��#$�� ����$��#$��%3 $# #"��%'$"�� #1�# $�(

#�"��#$)� �!�.�$� ��� "��!�� #1� !�#$��#� ����	 ��"��)�"3 #1� #"!� �'#$�!� '"�%#"�%%$� 

&�"�� &�" %#�-�� ����(���!��% ,�% %#!�$�� ��%�� �� #1� !�#$��#� ���� ��� �5�$���- $��$(

��#�"%	

6"�� #1� %#!�- �& #1� '"�%#"�%% ��� '"�(�����"$� 3 �8��%%$)��- %���� �"�%%�"� ��� #1% / ����
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αl < 0.05�� ���� ������� � !���� φs/(2rc) < 0.14� �"� # $��� � %�"&�'  ���$� !���� α < 0.5�

�'$(%� )� �*$����� ��"#� �'� ���� �� + �,#��)� �"& %�*�% #�""$� )� �#'��*�� )� ��-(���"&

�'� + ��� ����"& ���� �)(��$" )��.��" �'� (++� �"� %$.� ������ �"� �'� (%������ %$���

� � ���%% �" #$"-("#��$" .��' '�&'%� ("���)%� +$��,)(#/%�"& )�'�*�$( ���"��0�� �" �'�

+ �*�$(� #'�+�� �	 �'� # $��� � %�"&�'  ���$ α = 0.5 �� "$�  �#$���"��� ���'� � )(� �'��

�� + ��� �%� $.�"& �$ �" �"� �"��#�%%� %$. �� (#�( �% �1#��"#�	 �" �� �� $2 �'� )(#/%�"&

�"� +$��,)(#/%�"& )�'�*�$( � 2$ �$()%�,������ �# #����� �'� �� (#�( �% +� 2$ ��"#� ��

"$� +� ��#(%� %� ��"����*� �$ �'� + �,#��)� �"& %�*�%� �%�'$(&' �'� %$��,#�  ��"& #�+�#,

��� ��# ����� �%�&'�%� )� #'�"&�"& �'� + �,#��)� �"& �"��3 Ip 2 $� −5 �$ 5	 �$.�*� �

2$ �$"$,������ �# #����� �"�� �#��*� )(#/%�"& �$��"�"#�� ��+� 2�#��$" �"� + ��� ����"&

��"����*������ �"� $+���(� # $��� � %�"&�'  ���$� � � �� $"&%� %�"/�� �$ �'� + �,#��)� �"&

%�*�%�	 �" �� �� $2 �'� � (� $+���(� + ��� ����"& 2$ #�� �%�'$(&' �$�� $2 �'� (%������ %$���

�$ "$�  ��#' ��3��(� *�%(�� .��'�" Tl,i/Topt1 = [1, 3]� �'� �� (#�( �% �1#��"#��� � � �"����

��3���4�� .��'�" �'��  �"&�	 5��' #'�"&�"& Ip 2 $� −5 �$ 5� �'�  �6(� �� + ��� ����"&

2$ #�� �$ $)���" �'� +��/ *�%(�� $2 �'� �� (#�( �% �1#��"#� �"��#��$ � �"# ����	 �'� �2$ ��

Tl,i/Topt1 = [1, 3] ��  �#$���"��� 2$ �'� #���� + ���"���� ��"#� �'��  �"&� �#'��*�� � &$$�

)�%�"#� $2 %$��,#�  ��"& #�+�#��� �"� �� (#�( �% �1#��"#�	 �$ �$*� � �$()%�,������ �#

#���� +� 2$ � )��� 2$ 4� $ + �,#��)� �"&� .'�%� �$"$,������ �# #���� +� 2$ � )��� 2$ 

(+.� � + �,#��)� �"&	


�"#� �'� +� 2$ ��"#� $2 �'� ������ )���,#$%(�"� ("�� �3��% #$�+ ����$" �" #$"-("#��$"

.��' ��%2,.��&'� '�� )��" ��(���� �" �$�� ��+�'� � + �%���"� � ��(�� �$ ��*�%$+ � ����&"

���'$� 2$ ������ )���,#$%(�"� �� #$"�(#��� �" �'� "�3� #'�+�� 	
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��� �������	
� �
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�	
�� �
� γ

��������� �� !" #$%&' "��� (�)*+ �� ��%!� " ,- % (�&!� & ���* ��  .%�)%� γ- * /� *

�� �0	 1,	�2- �( )( 3)� 3�" * (��� !"%$��$ 	 �� %�& �3 ���( ( $���� �( �� ��. (���%� ���(

)(��� 
����� %" 
 %(� �0)%" ( 1

�2 " �" ((��� 14 �� %- 5��62- ���$� �( %�(� & ����� *

�� �!! �*�7 �	

�"�& ���)" ( ,	�- ,	8- ,	6 %�* ,	,- �� $%� ' (  � ��%� �� � αl ≥ 0.05- φs/(2rc) ≥ 0.14 %�*

α ≥ 0.5- % ��� %" 3)�$���� $%� ' %*�!� * �� * ($"�' �� " �%����(��! ' ��  � Ip %�* γ-

��)(9

Ip = b− kγ, 1�	52

�� " b %�* k %" �� ��� "$ !� %�* �"%*� �� �3 �� ��� %" 3)�$���� " (! $��. �+	 ���(�* "���

�� !"�! "�� ( �3 �� �"%!�( �3 Ip . "()( γ- �� 3��������  7!" ((���( $%� ' �'�%�� * )(���



�- ��)(9

b = 0.455
Tl,i

Topt1

[
ln

(
5.661

φs

2rc
+ 7.889αl − 1.577

)
+ 8.655

]
ln(5.335(1− α) + e),

k = 1.441
Tl,i

Topt1

[
1.358ln

(
φs

2rc
+ 1

)
− 0.438ln(αl + 1) + 1.408

]2
ln(−3.052(1− α) + e),

1�	�2

�� " �� &%�� &%��$%� $��(�%�� e ≈ 2.718	 �� $�&!%"�(�� ' ��  � " �" ((��� %�* ��

" ()��( �( (���� �� ���)" �	5	

��� �
���	�� �
�� ����
��	
�

�� �� !" .��)( $�%!� "(- �� ')$:���� &�* (- ��$�)*��� �� !)" %�* ��� "%$��. &�* ( %" 

��. (���%� * %�%�+��$%��+ %�* �)& "�$%��+	 �� !"��$�!%� %�& �3 ���( ( $���� �( �� !"�!�( %

(�&!� 0)%����%��. & ���* ��  .%�)%� �� ')$:���� &�* �3 % (�%+ * ' %&#$��)&�- %�*

�� * � "&�� �� " *)$���� �� �� ��%*#$%""+��� $%!%$��+ 3"�& ��� "%$��. ')$:����	 �"�&
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��� b ��� k

������ �	�� ��� !��"�# $�%&��# �����""��# !#' �� ��"�(%") bregression !#' kregression !��
*��� �����""��#+ !#' bactual !#' kactual !�� *��� �� ��"�(%") %,� '!",�' (�#�" �� ��"�#%
bregression = bactual !#' kregression = kactual	

�,! %�� -+ �% ,!" $��# *��#' %,!% '��$(./".���%��0 0!"�"  ��*��� $�"% &�%, 1���  ��/

0!�$���#�+ !#' ��#�/".���%��0 0!"�"  ��*��� $�"% &�%, � &!�'  ��/0!�$���#�	 ��#0�+

%,� ��"�(%" �* '��$(./".���%��0 0!"�" &�%, Ip = 0 !#' ��#�/".���%��0 0!"�" &�%, Ip = 5

!�� !'� %�' %� �#2�"%��!%� %,� '�"��# ��%,�'	 �# !''�%��#+ "���(!� %� �,! %�� -+ �#(. %,�

��"�(%" �* 0!"�" ��3�-+ ��3�- !#' �4	53�4	6 !�� %!7�# �#%� !00��#%	 ��#0� �#%��!0%�2�

$�07(�#� *�� ��#�/".���%��0 0!"�" �" �#(. �$"��2�' �# '�&#&!�' $�07(�#� *��� �,! %��

5+ %,�" "�0%��# �#(. �#2�"%��!%�" %,� '���#!#% ��'� �# '�&#&!�' $�07(�#�	 ��&�2��+ $�%,

%,� � &!�' ��'� � 8���9 !#' '���#!#% '�&#&!�' $�07(�#� ��'�+ ���� '�&#&!�' ��'�

� 8���9+ '�&#&!�' ��'� � 8���9 �� '�&#&!�' �#%��!0%�2� $�07(�#� 8��9+ ",��(' $�

0�#"�'���' %� 0,�07 %,� (�!'/0!��.�#� 0! !0�%. �# '�"��#  �!0%�0�	

����� ����	
��
 �
��� ��� �

���	
��� ��	���
�

�#%��!0%�2� $�07(�#� ,!" $��# �#2�"%��!%�' !#!(.%�0!((. !#' #�����0!((. �# �,! %��" 5 !#'

- ��" �0%�2�(.+ !#' �% 0!# ��'�0� %,� (�!'/0!��.�#� 0! !0�%.	 �# %���" �* '��$(./".���%��0

0!"�" &�%, Ip = 0+ �% ,!" $��# *��#' %,!%+ &,�# ��'� � �" 0��%�0!(+ %,�" ��'� !("� '���#!%�"

%,�  �"%/$�07(�#� $�,!2����) &,�# ��'� � �" 0��%�0!( !#' %,� $�07(�#� (�!'" �* ��'�" �
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��� � ��� ��������  ! � "#�$ ��%����%�&� '��( ��) �"����%�# %*� +"#%,'��( ��) '�*�&�"��	

�*�# �"�� �#�"� �# #��� �� %" %*�% ���-� �� +��&�"�# #%����# ". &��%��� �"�' !,#!���%���

#%�!�� �" ���# /���%" 0 1����$ �223'4 �� 0 1����$ �2���5	 �� %���# ". �"�",#!���%���

��#�# -�%* Ip = 5$ �% *�# '��� ."��� %*�%$ -*�� α = [0.5, 1.0]$ %*� ��%����%�&� '��( ��)

�"������� ". %*� �"�",#!���%��� ��#�# -�%* α < 1 �# #��� �� %" %*�% ". %*��� �"���#+"����)

�"�' !,#!���%��� ��#� -�%* α = 1$ ."� �6��+ � %*�% ". ��#�# �7	89�7	3 �# #��� �� %" %*�%

". ��#� �7	 �� ����%�"�$ ��)��� 8	�: *�# #*"-� %*�% %*� �"�����% '��( ��) �"�� ". %*�

�"�",#!���%��� ��#�# �# #%�"�) !  ��(�� %" %*� �"�'���%�"� ". %*� ��"##��� ��%�" α ���

+��#%��##��)  �&� 	

�" �6+��## %*� � "#� ��)��� ". �"��# � ��� � '��( ��)  "��# ;���%�%�%�&� !$ � ��- ����6 �#

��<��� �# ."  "-#=

Icr = 100
(PC

1 − PC
2 )

PC
2

, /�	75

-*��� PC
1 ��� PC

2 ��� %*� ���%��� '��( ��)  "��# ". �"��# � ��� � /�  �#%��%�� �� ��),

��� 7	��5 ��#+��%�&� !$ -*��* ��� '� "'%����� .�"� �;#	 />	8�59/>	8>5	 �"��"&��$ %" %�(�

%*� �����%�"� "� %*�  "��,����!��) ��+���%! .�"� ��%����%�&� '��( ��) ��%" ���"��% ;���%�,

%�%�&� !$ �� ����%�"�� ��%����%�&� '��( ��) �����%�"� .��%"� χint %*�% ��<��# %*� ��%����%�&�

'��( ��) ��#�#%���� �� �%�&� %" %*� +��� �"�� � '��( ��) ��#�#%���� �# ��<��� �# ."  "-#=

χint =
Pu,int

Pu,2

, /�	>5

-*��� Pu,int �# %*�  "��,����!��) ��+���%! /��+��#��%�� '! %*� � %���%�  "��5 ."� ��%����%�&�

'��( ��)$ ��� Pu,2 �# %*�  "��,����!��) ��+���%! ."� +��� �"�� � '��( ��)	 �� "���� %"

��&�#%�)�%� χint ��������  !$ %*�# �����%�"� .��%"� ��� '� ��%������� '!=

χint =
min{Pu,c2, Pu,c3, Pu,c4}

Pu,c5

, /�	85

-*��� Pu,ci ��+��#��%# %*� � %���%�  "�� ". �"�� # -�%* ��+��.��%�"� �"�'���%�"� i ��<���

�� ��' � 8	�	
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���������� ���� Icr < 0� � �� ��!� � " #$%&�' &( !�)&�*�+, ���� Icr ≥ 0 *�! χint < 1�

&�+��*#+&-� " #$%&�' &( !�)&�*�+, ���� Icr ≥ 0 *�! χint = 1� � �� ��!� � " #$%&�' &(

!�)&�*�+	

����� �����		
�� �
���		
��

�� +��)( �� !� "%./(.))�+�&# #*(�( �&+� Ip = 0� ���) �&' ��( 0	��� 1	�2 *�! 1	�3� +��

�"+*&��! -*% �( �� Icr *�! χint ��� #*(�( ��4�1 *�! ��4�1 *�� %&(+�! &� �*"%� �	�	 5*(�!

�*"%� �	�6 7*% �( �� Icr *�! χint ��� #*(�( ��4�1 *�! ��4�1	 ���) �8	 9�	0:� ��(&+&-�
Icr &�!&#*+�( +�*+ ��!� � &( #�&+&#*%� ��&%� ��'*+&-� Icr &�!&#*+�( +�*+ ��!� � &( #�&+&#*%	

�+� +�*+ χint -*% �( #����(���!&�' +� ��'*+&-� Icr -*% �( *�� !&(��'*�!�!� (&�#� &�+��*#+&-�
" #$%&�' &( ��+ !�)&�*�+ ���� ��!� � &( #�&+&#*%	

�*(� �� �0 �2 �3 �1
Icr /�2	1; 1	<1 �=	11 ��	11 ��	�=

χint 9Tl,i = Topt1: =	;2 =	;0 =	;3 =	;1 =	;1
χint 9Tl,i = 2Topt1: =	<� =	;= =	;3 =	;� =	;<

�*(� �� �0 �2 �3 �1
Icr /0;	;0 /�	1; 1	<1 �	�3 �=	;2

χint 9Tl,i = Topt1: =	;2 =	;� =	;0 =	;1 =	;�
χint 9Tl,i = 2Topt1: =	;= =	<0 =	;= =	;3 =	;<

�� +�� Icr� χint *�! Tl,i/Topt1 -*% �( (���� &� �*"%� �	�� * ��'��((&�� � �#+&�� #*� "� �"+*&��!

 (&�' %&��*� ��'��((&�� 95�+��*� �;;3: "*(�! �� +�� ��!&�*�. 
�*(+ �8 *��( 9�
�: )�+��!�

+� (6

χint =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0.9205 + 0.0022Icr

Tl,i

Topt1
�����6 Icr

Tl,i

Topt1
= [0, 36.14),

1 �����6 Icr
Tl,i

Topt1
= [36.14,+∞),

9�	1:

����� Tl,i/Topt1 = [1, 3] ���) +�� (+ !. �� +�� +� � ��+&) ) ���(+��((&�' ���#�( &� ��*�+��

1	 � #�)�*�&(�� "�+���� +�� (*)�%� ��( %+( ���) �*"%� �	� *�! +�� ��'��((&�� -*% �( ���)

�8	 9�	1: &( (���� &� �&' �� �	�	 ���) �8(	 9�	2: *�! 9�	1:� +��  %+&)*+� %�*! #��(&!��&�'

+�� &�+��*#+&-� " #$%&�' ��! #+&�� �>�#+ #*� "� #*%# %*+�! "*(�! �� +��  %+&)*+� %�*! ���

� �� ��!� � " #$%&�'	
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������ �	�� ���� �!"#$�% &� '��" χint �"( IcrTl,i/Topt1 )!�  $� #�*%�� ��#�� # )�!* ��&�� �	�+
 $� (�#$�( ��"� �#  $� �����##�!" )�", �!" )�!* �-	 .�	/0	

�"  ��*# !)  $� *!"!1#2**� ��, #2# �*# '� $ Ip = 53 )�!* ������# �	�� �"( /	��3  $�

!& ��"�( 4����# !) Icr �"( χint )!� ,�#�# ��	56��	7 ��� ��# �( �" ��&�� �	�	 �" ,!" ��# '� $

��&�� �	�� Icr 4����# )!� ,�#�# ��	56��	7 �"( ��	

��#� ��	5 ��	/ ��	� ��	8 ��	7 ��
Icr 1�	/� 19	89 �	�� �	�� 5	�� /	8/

χint .Tl,i = Topt10 9	7: 9	7: 9	7: 9	7: 9	7: 9	7�
χint .Tl,i = 2Topt10 9	77 9	7: 9	7� �	99 �	99 9	79

 $� (!�&�21#2**� ��, ,�#�#3  $� �" ���, �4� &�,;��"� (!*�"�",� !)  $� *!"!1#2**� ��,

,�#�#3 '� $ α < 13 (�%�"(# %��*����2 !" '$� $��  $� ,!���#%!"(�"� (!�&�21#2**� ��, ,�#�3

'� $ α = 13 �# (!*�"� �( &2 �" ���, �4� &�,;��"�3 �����(��## !)  $� ,�� �,�� &�,;��"� *!(�	

��!* ������ 5	�83 )!�  $� # �(��( *!"!1#2**� ��, ,�#�# '� $ α ≥ 0.53 <�� (!*�"�" =

,�" &� ��"!��( #�",� �" ���, �4� &�,;��"� (!�# "! (!*�"� � '$�"  $� *!(� �# �%'��(	

�$���)!��3 '$�" �" ���, �4� &�,;��"� (!*�"�",� �# !&#��4�( �" � (!�&�21#2**� ��, ,�#�

.)!� �>�*%��3 ,�#� ��03 � ��#! ,�" &� !&#��4�( �"  $� ,!���#%!"(�"� *!"!1#2**� ��, ,�#�#

'� $ α ≥ 0.5 )�!*  $�# (!�&�21#2**� ��, ,�#� .)!� �>�*%��3 ,�#�# ��	56��	7 )�!* ,�#� ��0	

��!* ��&�� �	�3 � ,�" &� #��"  $�  $� χint 4���� )!� ,�#� �� �# #*�����  $�" ���  $� χint

4����# )!� ,�#�# ��	56��	73 #!  $� χint 4���� !) ,�#� �� ,�" &� �%%���(  ! ,�#�# ��	56��	7

,!"#��4� �4��2	
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������ ���� !�"#!��" !$�  !#%�& '�'(��) !$� &� �"� '�!$�& ��� *� !#%�& +�,*'� � ��-

���.�& $�����	 �$� ���!�+#, &� /,#+�'��! �� /����+! #�& �'/����+!  �'/,%  *//��!�& +�'-

/��  �& $���0��!#, '�'(�� .�!$ ,��"!$ L #�� �,,* !�#!�& �� ��"*�� �	1	 �$� &�2����!�#,

��"*�� �	13 4��!�+#, &� /,#+�'��! �� /����+! #�& �'/����+!  �'/,%  *//��!�& +�'/��  �&
$���0��!#, '�'(�� .�!$ ,��"!$ L	 w(x) #�& w0(x) #�� !$� ���!�+#, &� /,#+�'��! ���'
#5�#, +�'/��  ��� #�& ���!�#, &�6�+!��� �� /�+!���,%) #�& wtot(x) = w(x) + w0(x) � !$�
!�!#, ���!�+#, &� /,#+�'��! �� !$� �'/����+! '�'(��	 ��� *� !#%�& '�'(�� ) w0(x) ��,%
+�'/�� � �*!-��- !�#�"$!��  �'/����+!��� �������& !� # wimp �� !$�  !*&% ��  !#%�& '�'-
(�� 	

�7*#!��� &� +��(��" !$� &�6�+!��� �� !$� /����+! '�'(�� � 3

EcIc
d2w(x)

dx2
+ Pw(x) = 0, 8�	�9

.$��� #//,�+#!��� �� !$� (�*�&#�% +��&�!��� w(0) = w(L) = 0 %��,& !$� +��!�+#, ,�#& PC =

π2EcIc/L
2	 ��'�,#�,%) !$� &�2����!�#, �7*#!��� &� +��(��" !$� &�6�+!��� �� !$� �'/����+!

'�'(�� � 3

EcIc
d2w(x)

dx2
+ Pw(x) = −Pw0(x). 8�	:9

�$� #'/,�;+#!��� ��,#!��� $�/ +#� !$* (� � !#(,� $�& # ��,,�.��"3

wtot = w + w0 =
1

1− P/PC
w0, 8�	<9
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����� ���� �� �!"# �"!� � #$��%" � ��&��'� !' "!' �('#%�!� �)&%"!�*�	 ��� *�'"+ �,��!"# 

"' �'!�(%"'��* # !�� (�'"' #� � -�'! ."�%* ��"!��"# �#� !�� ")&�����! �#%�) 	 �! ���#� !'

�#� !�� �/"�% %#�* � * !�� '��# *0#�*�� (� *" + )#)� ! !��! ��"'�' ��#) �)&%"-��!"# #�

!�� " "!"�% ")&�����!"# 1

P

Acfy
+

M II

Wcfy
≤ 1.0 → P

Acfy
+

Pwtot

Wcfy
≤ 1.0, 2�	�34

����� Wc "' !�� '��!"# )#*�%�' #� !�� �#%�) 5 � * M II "' !�� '��# *0#�*�� (� *" +

)#)� !	 ��('!"!�!" + �,	 2�	64 " !# �,	 2�	�34 %��*' !#1

P

Acfy
+

P

Wcfy

1

(1− P/PC)
w0 ≤ 1.0. 2�	��4

�# '"*��" + !�� ��%%07 #�  #�)�%"8�* '%� *�� �'' #� !�� )�" )�)(�� �%�)� ! λ1

λ =

√
Acfy
PC

, 2�	��4

� * !�� (��7%" + ��*��!"# ���!#� #� !�� �#%�) χ1

χ =
P

Acfy
, 2�	�94

!�� %")"!" + �# *"!"# #� �,	 2�	��4 �� (� �/&��''�* �'1

χ+
χ

(1− χλ
2
)

Acw0

Wc

= 1.0 → χ+
χ

(1− χλ
2
)
ηEC3 = 1.0

→ χ+
χ

(1− χλ
2
)
αEC3(λ− 0.2) = 1.0,

2�	�:4

����� ηEC3 "' !�� +� ���%"8�* ")&�����!"# ���!#� 2�������* !# �' η " ;� �
 �6690�0�

2�33�44 !��'1

ηEC3 =
Acw0

Wc

=
Acwimp

Wc

= αEC3(λ− 0.2), 2�	��4

����� αEC3 "' !�� ")&�����!"# ���!#� 2�������* !# �' α *�- �* " ;� �
 �6690�0� 2�33�44	
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��� �������� ��! "# $��% %��$�"� �% $" &���'� ()�* ��+ �)�'�% ��� ���( � $" ("$� &")( ,-

%,!!�$��� ��& !"�"-%,!!�$��� %$�,�& (��!-�" )!�%	 .�%�& "� $�� �����&��+ ��"��&)��

#"� $�� /�0)�� ()�* ��+ "# %�!� , %)��"�$�& �" )!�%1 $�� &�%�+� !�$�"& #"� &")( ,-

%,!!�$��� %$�,�& �" )!�% ���%��$�& �� ���*"'� �� ��� 2�3�45 �% ��'�%�& #)�$��� $" $�*�

!"�"-%,!!�$��� +�"!�$�, ��& ���-��!(����+ ��$" ���")�$	 ��"! $�� �����&��+ %$)&,

"# $�� ()�* ��+ !"&� �'� )�$�"�1 %���� $�� ) $�!�$�  "�& #"� ��$����$�'� ()�* ��+ ��� (�

&���'�& #�"! $��$ #"� �)�� �"&� � ()�* ��+ $��")+� �6	 2�	751 "� , �)�� ()�* ��+ !"&�%

��� ��'�%$�+�$�& �� $��% %��$�"�	

����� ����	 
��
�������

�"�%�&����+ $�� �0�� #"��� 8�$��� $�� !��� !�!(�� #�"! $�� %$�,% ��& $�� ��� ��& �0�� 

 "�&1 �6	 2�	45 ��� (� $���%#"�!�& $"9

wtot = w + w0, wtot = w + w0 =
1

1− Pf/PC
f

w0, 2�	��5

8���� Pf �% $�� :�� ��$���� #"��� 8�$��� $�� !��� !�!(�� �$ #�� )�� &�:��& �� ��+)�� ;	<1

��& PC
f �% $�� ���$���  "�& #"� $�� !��� !�!(��	 Pf ��� (� &���'�& #�"! �6	 2;	7=5 $�)%9

Pf =
P

C0

+ Tu,i cos βu + Tl,i cos βl, 2�	��5

8���� P �% ��� ��& �0��  "�&1 ��& C0 ��� (� "($����& #�"! �6	 2;	775	 PC
f ��� (� &���'�&

#�"! �6	 2;	7=5 $�)%9

PC
f =

PC
n

C0

+ Tu,i cos βu + Tl,i cos βl, 2�	�<5



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

����� PC
n �� ��� �������  !�" !# ��� ���$�" %��&'�! (&) #!� �!"� n �)" n = {1, 2} �����

��) %� !%���)�" #�!& �*�	 +,	-�./+,	-,.	 �� ��!( " %� )!��" ���� w0 �) �*	 +�	�0. �!&1�����

)!� !) $ !(�'!#'�����2��)��� �&1��#����!)� +wimp. %(� � �! ��� "�3����!) #�!& �)$ "� �%�����

1��'��&%���)2  �4� +wp.5 �� "���(���" �) ���1��� 05 ��(�6

w0 = wimp + wp. +�	�7.

��� �&1��#����!) "������!) �)" ���1� wimp = wimp,m #!� "�8���)� %(�9 �)2 &!"��5 ���� m =

{dm1, dm2, um1} �!����1!)"�)2 �! ���5 ��� �)" ��� ���1����4� $5 ��) %� �:1�����"5

#�!& �*	 +-	;<.5 ��6

wimp =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

wimp,dm1 = −wimp,dm1 sin
πx
L

#!� ���,

wimp,dm2 = wimp,dm2 sin
2πx
L

#!� ���,

wimp,um1 = wimp,um1 sin
πx
L

#!� ���.

+�	�<.

��!& W3 �) �*	 +-	�.5 ��� "�3����!) #�!& 1�������� �!)��"���)2 � "� �%����� 1��'��&%���)2

 �4� Ip ��) %� �:1�����" �11�!:�&��� $ ��6

wp(x) = −16

[
wwc,max

x(L− x)

L2
− 4wwc,max

x2(L− x)2

L4

]
+ wp,m sin

πx

L
, +�	��.

����� wwc,max ��) %� �� �( ���" #�!& �*	 +;	�-. #!� ��� "�3����!) �&1 ��("� �#��� ���1 �

�) ��2(�� ;	�= wp,m �!����1!)"� �! � "� �%����� 1��'��&%���)2  �4� Ip �) �*	 +0	�.	 ���

�!�>���)� ?−16@ �) �*	 +�	��. �� "����&�)�" %$ �� �%����!) �(�� ���� ��� A��� 1��� !# ����

�*(���!) �� �*(� �! ��� &�)�&(& 4� (� !# −wwc,max	 �(%����(��)2 �*	 +�	��. �)�! �*	

+�	�7. 2�4��6

w0 = −16

[
wwc,max

x(L− x)

L2
− 4wwc,max

x2(L− x)2

L4

]
+ wp,m sin

πx

L
+ wimp

≈ wp,m sin
πx

L
+ wimp,

+�	��.



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

����� �� ���� ������ wwc,max = 2.5 × 10−5L�  ���� �� ��!��"�#��$% �&#$$�' ��#� wp,m #�(

wimp	

�� �#�)*+# �� ��� ,�-�./� ��� �$��(�'���� λ *0 ��#%�( &�&1�'� �� !�+�� 1%2

λ =

√
Acfy
PC
f

, ,�	�3/

#�( ��� 14�)$��! '�(4���*� 0#��*' 0*' #5�#$ �*&6'����*� χ ��2

χ =
Pf

Acfy
. ,�	�7/

�*'�*+�'� ��� (���!� �84#��*� 0*' ��#%�( &�&1�'� �#� 1� �56'����( #�2

χ+
χ

(1− χλ
2
)
ηtot = 1.0, ,�	�9/

 ��'� ηtot �� ��� �*�#$ !���'#$�:�( �&6�'0����*� 0#��*'� #�( ��� �56'����*� �� 1#��( *� ηEC3

0'*& �8	 ,�	�9/ 0*' 4���#%�( &�&1�'�; ηtot �#� (�<�'��� �56'����*�� 0*' (�<�'��� 14�)$��!

&*(��	 �'*& �#�)*+# �� ��� ,�-�./� χ �#� 1� !�+�� 1%2

χ =
1

Φ +

√
Φ2 − λ

2
, ,�	�=/

 ��'� Φ ��2

Φ = 0.5
(
1 + ηtot + λ

2
)
. ,�	��/

�8�	 ,�	�=/ #�( ,�	��/ �*�����4�� ��� 6'*6*��( &*(�$ 0*' �*&64���! ��� 14�)$��! '�����#���

*0 6'���'����( ��#%�( 1�#&>�*$4&��	 �* �+�'� �� '�84�'�� �#$�1'#��*� *0 ��� �&6�'0����*�

ηtot�  ���� �� 4�)�* � #� ���� 6*���	 ��  �$$ 1� �#$�1'#��( *� ��� 1#��� *0 ��� �4&�'��#$

'��4$�� 0'*& 6'�+�*4� ��#6��'�	 �'*& �8�	 ,�	��/ #�( ,�	�7/� �0 �*(� � �� �'����#$� ��� (���!�



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

���������� !" ��#�� $� Pu,design  % " &'! (�)

Pu,design = C0(χAcfy − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl); *�	�+,

 - ���' �  % �� $ ���. -��/ �0	 *�	1,. �0	 *�	�+, %2�3�� (' �'& %'� $�)

Pu,design = χintC0(χAcfy − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl). *�	��,

�$ %2�3�� (' !�$'� $2�$ %'�-�4' "2$  % !�$ ��!% �'�'�. ('��3%'  $  % ��3!$'���$'� (� Tl,w

 ! ���� !" %$'# � -��/ � "3�' 5	�. �!� $2' %/��� �'6'�$ �! �$ $2' '!� �- ���� !" %$'# �  %

 "!��'� -��/ �0	 *�	��,	

����� ���� 	 
��
����

���/ $2' �!���$ ��� �!� !3/'� ��� %$3� '% �! $2'  !$'���$ &' (3�7� !"  ! �2�#$'�% 8 �!�

9. ���  % $2' :�%$ %�//'$� � (3�7� !" /��' -�� ��3(���%�//'$� � ��%'%. 42 �' ���  %

$2' :�%$ %�//'$� � (3�7� !" /��' -�� /�!��%�//'$� � ��%'%	 �2' �'6'�$ �! �!� -���'

�!���% % �- $2' %$��'� ('�/����3/! -�� ��� �!� ��� ��'  ��3%$��$'�  ! � "3�'% �	1 �!�

�	8 �'%#'�$ &'��	

���/ � "3�'% �	1 �!� �	8. $2' :�%$ � '�� �� $'� �! �- $2'  /#'�-'�$ %$��'� ('�/����3/! -��

���' � (3�7� !" ��! (' ';#�'%%'� (�)

Pf

Acfy
+

M II

Wcfy
− LQ1

2Wcfy
= 1.0, *�	5<,

42'�' $2' ��� $ �!�� $'�/ ('��!� �0	 *�	�<,  % -�� $2' �'%$�� !$  !$���3�'� (� $2' %$��%	

Q1 ��! (' �'� &'� -��/ �0	 *1	�1,. $23%)

Q1 = (Ksu sin
2 βu +Ksl sin

2 βl)w

(
L

2

)
= (Ksu sin

2 βu +Ksl sin
2 βl)w. *�	5�,



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

������ �	�� ����� ! "�#�$��%�  �" &�'� (��!" $������%� )%� ��*	 Q1 �' �+� ,����$ ! )%�$�  �

�+� ��" %) �+� - �� -�-.��	

������ �	/� ����� ! "�#�$��%�  �" &�'� (��!" $������%� )%� ��*	 Q1 �' �+� ,����$ ! )%�$�  �

�+� ��" %) �+� - �� -�-.��	



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

���� ��	 ��	���� w � ! "# #$%�#&&#'  &(

w =
Pf/P

C
f

1− Pf/PC
f

w0. ��	)��

�*"&+,+*+,!- ��&	 ��	)��  !' ��	)�� ,!+� ��	 ��	).�  !' �# �� !-,!- -,/#&(

Pf

Acfy
+

Pf

Wcfy

1

(1− Pf/PC
f )

w0 − (Ksu sin
2 βu +Ksl sin

2 βl)L

2Wcfy

Pf/P
C
f

(1− Pf/PC
f )

w0 = 1.0. ��	))�

��!&,'#�,!- ��&	 ��	�0�� ��	�)�  !' ��	�1�� ��	 ��	))� � ! "# +� !&2���#' +� +3# 2�44�5,!-

#$%�#&&,�!(

χ+
χ

(1− χλ
2
)
ηEC3

w0

wimp

[
1− (Ksu sin

2 βu +Ksl sin
2 βl)L

2PC
f

]
= 1.0. ��	)1�

���% �,!- ��&	 ��	)1� 5,+3 ��	�0�� ηtot 2�� ��'# � "*�64,!- ,&(

ηtot = ηEC3
w0

wimp

[
1− (Ksu sin

2 βu +Ksl sin
2 βl)L

2PC
f

]
. ��	)0�

�! +#��& �2 ��� ,! '�*"478&7��#+�,� � &#& 5,+3 9#�� %�#8� �"#�,!-� ���� Ip = 0� wp,m = 0

 !' wimp = wimp,dm1� 2��� ��&	 ��	�.�  !' ��	���� +3# 2�44�5,!- #�* +,�!&  �# �"+ ,!#'(

w0 ≈ −wimp,dm1 sin
πx

L
, w0 ≈ wimp,dm1. ��	)��

�! +#��& �2 ��� ,! ��!�8&7��#+�,� � &#& 5,+3 *%5 �' %�#8� �"#�,!-� ���� Ip > 0� wp,m > 0

 !' wimp = wimp,um1� 2��� ��&	 ��	�.�  !' ��	���� +3# 2�44�5,!- #�* +,�!&  �# �"+ ,!#'(

w0 ≈ (wp,m + wimp,um1) sin
πx

L
, w0 ≈ wp,m + wimp,um1. ��	)��



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

����� ���� 	 
��
����

���� ��� ������ !�� ��" �#��� !��  �$�%� &�� ��%  ���  �����!� $� '#!(� �&  � ���)���% *

��" +, )#�� ��"� �  % ��� �'%��$�"  � ��� %�#" �" ��"��% �- �& �� %��./-� &��, '#�  �/

����!� $� '#!(� �&  % �� &&���"  � "�-�-��" ��"� ��&��"��%% �. -������ ��� !��0&#��� ��

 % "�#'��/%������ ! �� ����/%������ !	 ���!�, ���  %  �$�%� &���" �% ��� '�% % �� �'/

�� � ��� ���"/!���� �& !�)�! �� !��% "�� �&  �����!� $� '#!(� �&	 ��� "�1�!� �� ��" .��!�

�����% % �. ��� %����" '���/!��#�� .�� ��� ���  ��#%�����"  � � &#�� �	+	

� &#�� �	+2 �� � �� "�1�!� �� ��" 0�%� � ��" !� ��� �� .�� ��3	 Q2  % ��� $��� !�� .��!� ��
��� ��" �. ��� �� � ���'��	

���� �4%	 5�	3+6 ��" 5�	376, ��� 0�%� ��"�� "�� $�� �� �. wtot  %2

w′
tot = w′ + w′

0, w′
0 = w′

imp,dm2 + w′
p. 5�	896

���� �4	 5�	�:6, ��� .����- �& �4#�� �� !�� '� �'�� ��"2

w′
imp,dm2 = wimp,dm2

2π

L
cos

2πx

L
. 5�	876



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

���� ��	 ��	���� � ! "�##�$%&' !�()�%�& *)& +! �+�)%&!,-

w′
p = −16

wwc,max

L

[
1− 10

(x

L

)
+ 24

(x

L

)2

− 16
(x

L

)3
]
+ wp,m

π

L
cos

πx

L
. ��	./�

�(+0�%�(�%&' ��0	 ��	�1� )&, ��	./� %&�� ��	 ��	�2� '%3!0-

w′
0 = −16

wwc,max

L

[
1− 10

(x

L

)
+ 24

(x

L

)2

− 16
(x

L

)3
]
+ wp,m

π

L
cos

πx

L
+ wimp,dm2

2π

L
cos

2πx

L

≈ wp,m
π

L
cos

πx

L
+ wimp,dm2

2π

L
cos

2πx

L
,

��	.��

)&,-

w′
0

(
L

2

)
≈ w′

imp,dm2

(
L

2

)
+ w′

p

(
L

2

)
= −wimp,dm2

2π

L
. ��	.��

��&0%,!�%&' ��0	 ��	�4� )&, ��	�2�� � ! ���)# ���)�%�&)# ,%05#)*!�!&� �" � ! �%,605)& 7�%&�

w′
tot(L/2) *)& +! ,!�!��%&!, +8-

w′
tot

(
L

2

)
= w′

(
L

2

)
+ w′

0

(
L

2

)
=

1

1− Pf/PC
f

w′
0

(
L

2

)
. ��	.��

�(+0�%�(�%&' ��	 ��	.�� %&�� ��	 ��	.�� '%3!0-

w′
tot

(
L

2

)
=

1

1− Pf/PC
f

(
−wimp,dm2

2π

L

)
,

w′
(
L

2

)
=

Pf/P
C
f

1− Pf/PC
f

(
−wimp,dm2

2π

L

)
.

��	..�

���� �%'(�! �	4� � ! 9�0� 8%!#, *�%�!�%�& �" � ! %�5!�"!*� 0�)8!, +!)�6*�#(�& "�� ��,! �

+(*:#%&' *)& +! !;5�!00!, +8-

Pf

Acfy
+

M II

Wcfy
− LQ2

4Wcfy
= 1.0, ��	.<�



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

����� Q2 ��� �� ��� !�� "�#$ �%	 &�	''() *�+,-

Q2 =

[
Ksuau cos βu sin βu

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

+
Kslal cos βl sin βl

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

]
θa, &�	�.(

����� θa = |w′(L/2)|  , *�� ��,#/+*� �#*�* #��/ ��0/� #" *�� ��#,,��$, �* *�� $ �1,2��

3# �*  //+,*��*��  � � 0+�� �	�	 �#�, ��� �0 �%,	 &�	45() &�	�'( ��� &�	��() ,+�,* *+* �0 �%,	

&�	��( ��� &�	�.(  �*# �%	 &�	�5( ��� �������0 �0 0 !�,-

χ+
χ

(1− χλ
2
)
ηEC3

[
w0

wimp

− π

2PC
f

(
Ksuau cos βu sin βu

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

+
Kslal cos βl sin βl

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

)]
= 1.0.

&�	��(

�#$2�� �0 �%,	 &�	��( � *� &�	�5() ηtot "#� �#�� � �+�6/ �0  ,-

ηtot = ηEC3

[
w0

wimp

− π

2PC
f

(
Ksuau cos βu sin βu

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

+
Kslal cos βl sin βl

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

)]
. &�	�7(

�� *��$, #" ���  � �#+�/81,8$$�*� � ��,�, � *� 9��# 2��1��$��� �0) ���� Ip = 0) wp,m = 0

��� wimp = wimp,dm2) "�#$ �%,	 &�	�:( ��� &�	��() *�� "#//#� �0 �%+�* #�, ��� #�*� ���-

w0 ≈ wimp,dm2 sin
2πx

L
, w0 ≈ wimp,dm2. &�	�;(

�� *��$, #" ���  � $#�#1,8$$�*� � ��,�, � *� +2���� 2��1��$��� �0) ���� Ip > 0) wp,m > 0

��� wimp = wimp,dm2) "�#$ �%,	 &�	�:( ��� &�	��() *�� "#//#� �0 �%+�* #�, ��� #�*� ���-

w0 ≈ wp,m sin
πx

L
+ wimp,dm2 sin

2πx

L
, &�	5:(

��� w0 ����, *# �� ��*��$ ��� �+$�� ��//8	
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����� �� ��� ��� !�"#� �$%&���"��� '"(�� "� ��� %&�#��"�' ��)�"��* ��� "+%�&,�#�"�� ηtot "�

#� "-&���� �'�"��� ��� �)+�&"#� &��) ��	 �&�+ ���.�(� �� ��� /�0123* ηtot #�� -� �% "� "���

��&�� ��&+�* ��)�4

ηtot = ηpr|Cpr|ηEC3, /�	�13

5��&� ηEC3 #�� -� ����&+"��� ,&�+ �6�	 /�	1�3 /�� �
 12278181* �00�3	 �&�+ �6�	 /�	7�3

��� /�	9:3* Cpr #�� -� �$%&����� ��4

Cpr =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

w0

wimp

[
1− (Ksu sin2 βu+Ksl sin

2 βl)L

2PC
f

]
,�& ���� 1 -)#. "�',[

w0

wimp
− π

2PC
f

(
Ksuau cosβu sinβu

1+ 2Ksu
3Kau,b

cos2 βu
+ Kslal cosβl sinβl

1+
2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

)]
,�& ���� � -)#. "�'.

/�	��3

��� &����� ,�& ���%�"�' �-�� )�� (� )�� �, Cpr "� �6	 /�	�13 "� ���� ��� �";�&��� "+%�&,�#�"��

%&�< ��* ���� � -)#. "�' ���%�� ���  �(� � ��� �"��&"-)�"��� �, %&���&��� 5"��"� ��� ���!�

+�!  ��� �� ��� �";�&��� �"&�#�"��� �, #&���8��#�"��� +�+��� 5"��"� ��� +�"� +�+-�&*

5�"#� +�! '"(� ��'��"(� (� )�� �, Cpr "��"#��"�' ���� ��� +�+��� �"&�#�"�� "� �%%��"��

�� ���� ���)+��	 �� �6	 /�	�13 �� ! ηpr "� )�.��5�* ��� �)-��"�)�"�' �6	 /�	�13 "��� �6	

/�	��3 ��� &��&&��'"�' '"(��4

ηpr =
(1− χ)(1− χλ

2
)

χ|Cpr|ηEC3

, /�	�73

5�"#� #�� -� )��� �� #� "-&��� ηpr	 �&�+ ��� �� &��) �� "� ���%��& =* 5��� αl ≥ 0.05*

φs/(2rc) ≥ 0.14* α ≥ 0.5 ��� Tl,i/Topt1 = [1, 3]* ηpr #�� -� ����&+"��� -! ��� ,�  �5"�'

&�'&���"�� �$%&���"�� ��)�4

ηpr =
p1X + p2

X2 + p3X + p4
Θ, /�	�93



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

������

⎧⎪⎨
⎪⎩
p1 = 12.127, p2 = −5.056, p3 = −0.745, p4 = 0.106 ��� ���� �  !"#$%&',

p1 = 25.846, p2 = −35.681, p3 = −0.673, p4 = −1.409 ��� ���� �  !"#$%&';

(�	))*

X %+�

X =

⎧⎪⎨
⎪⎩
100(Tl,i sin βl + Tu,i sin βu)αl

φs

2rc
��� ���� �  !"#$%&',√

100(Tl,i sin βl + Tu,i sin βu)αl
φs

2rc
��� ���� �  !"#$%&';

(�	)�*

Θ %+�

Θ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(Tl,i/Topt1)2

−23.015α2+36.860α−12.576
��� ���� �  !"#$%&',

(Tl,i/Topt1)
2(0.128α2 − 0.107α + 0.031) ��� ���� �  !"#$%&'.

(�	)�*

�� ,-$%�-.� .�� /��/�+�� ��+%'& 0�.���1 "�0/-�%+�&+  �.���& .�� ��+%'& $�-�2"-��3%&'

"-/-"%.3 -&� .�� !$.%0-.� $�-� ���0 �� 0���$$%&' -�� +���& %& �%'!�� �	�	 �. "-&  � +��&

��� ���� � 	
��
��� �	� ���� � 	
��
���

�%'!�� �	�� ��0/-�%+�&+  �.���& .�� $�-�2"-��3%&' "-/-"%.3 ���0 .�� /��/�+�� ��+%'&
0�.��� -&� .�� !$.%0-.� $�-� ���0 �� 0���$$%&'4 Pu,design -&� Pu,FE -�� .�� ��+%'& $�-�2
"-��3%&' "-/-"%.3 -&� .�� !$.%0-.� $�-� ���0 �� ��+!$.+ %& ��-/.�� � ��+/�".%,�$34 .��
�-+��� $%&�+ ��/��+�&. Pu,design = Pu,FE	

.�-. .��  -+%" .��&� %+ ��$$ /���%".��1 -$.��!'� .�%+ ��+%'& 0�.��� &���+ �!�.��� ��5&�0�&.

-&� -++�++0�&.4 .�%+1 .�'�.��� �%.� ��$%- %$%.3 -&-$3+%+1 -�� ��"�00�&��� ��� �!.!�� +.!�%�+	
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�� ������� ��� �������  ��!"# ����� $!�� ��#%�&� �� ��� '�()*+, ���  ��!"#� -�� .

����/!#" �����!�/ 0�� �� � ) 12�%-!#" 0��� 1��� !� -!��� !# ��1-� �	3	 �!#�� ��#%�&� �� ���

��1-� �	34 ������!��# 1��$��# ��� ������� �# ��#%�&� �� ��� '�()*+  ��!"# ����� �	
Pu,Tankova !� ���  ��!"#� -�� .����/!#" �����!�/ 0��� ���  ��!"# ����� !# ��#%�&� �� ���

'�()*+	

���� �� �� �3 �� �� �3
Tl,i/Topt1 ) ) ) � � �
Pu,FE (kN) 5)	6( 35	37 57	65 56	)* 3�	8) 85	�*
Pu,design (kN) 5�	8� 3�	5) 56	(( 8)	76 63	6) 78	(3
Pu,Tankova (kN) �6	55 ��	)6 8*	�7 73	78 87	8) 73	)3

'�()*+ �#-/ �����#�� ���  ��!"# ����� 0�� �� � ) 12�%-!#" �0  �21-/.�/�����!� ���/� 

��-2�#�, �#-/ ����� ��, �� �# �3 ��# 1� !#�-2 � !# ��!� ������!��#  2� �� ��� �� �

) 12�%-!#"  ��!#�#�� �#  �21-/.�/�����!� "������/	 �� ��# 1� ���# ���� ��� ������� 

����� ���&! �� � ���� ���2���� �&�-2��!�# 0�� ��� -�� .����/!#" �����!�/ �0 ���/� 1���.

��-2�#�	 ��� �����# 0�� ��!� ��/ 1� ���� ��� ������� ����� �-�"/ ��%�� ��� ��-0.$�!"��

�# ���.���1��!#" !#�� ����2#�	

��� �����	 
��
�����

9��� �# ��� ��2 !��  ����!1� �1�&�, ��� 0�--�$!#"  ��!"# ����� 2�� !� ������� , ��  �.

���!1� 1�-�$ �# �������#�� !# �!"2�� �	74

���� � �!&� !#!�!�-  !��#�!�# ���������� 0�� � ���/� 1���.��-2�#	 ��#�! ��!#" ����

��� -�� .����/!#" �����!�/ �0 � ���/� ���1�� !� �/�!��--/ 6 �� 7 �!��� ���� �0 ���

2#���/� ���1�� $!�� ��� ���� ��#:"2���!�#, ���  !��#�!�# �0 ��� ��!# ���1��

��# 1� ��#�! ��!#" �2-�� 12�%-!#"	 �# �  !�!�#, 0��� ��� ��2 !�� !# ������� 8, !� !�

�������# � ���� αl ≥ 0.05, φs/(2rc) ≥ 0.14 �# α ≥ 0.5	

���� � ��-�2-��� PC
1 �# PC

2 0�� �� �� ) �# � 12�%-!#" �������!&�-/ 0��� �;�	 '6	5�+<

'6	56+	



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

���� � ��������� Topt1 ��� Tl,w−a � !" �#�$�� % &�'�� !� PC
1 ��� PC

2 � !" �#�  �( �')

'*!� '!���*!�'+ ��� (*,� �� �$$ !$ *��� $ �'� �''*�( ��,��	 � !" �#�$�� -+ *� *'

 ��!""����� �#�� Tl,i/Topt1 = [1, 3]	

���� � �,������ &��.�*�( "!��	 �� �!�� � *' � *�*���+ ��������� χint � !" �/	 0�	-1	

���� � �*,� �� �$$ !$ *��� $ �)��"&� *�( ��,�� Ip+ ��� ��������� γ � !" �/'	 0�	21 ���

0�	�1	 � !" �#�$�� -+ *� �� "' !� �!�&�3)'3""�� *� ��'�'+ Ip = 04 *� �� "' !�

"!�!)'3""�� *� ��'�'+ Ip > 0	

���� � ��������� PC
f � !" �/	 0�	2�1	

���� 	 ��������� w0 ��� w0/wimp � !" �/'	 0�	%-150�	%�1 ��� 0�	67150�	891 �!  �'$!��*�(

�! �#� �*:� ��� � *�*��� "!��'	

���� 
 ��������� λ � !" �/	 0�	�%1	

���� � ��������� ηEC3+ Cpr ��� ηpr � !" �/'	 0�	281+ 0�	8�1 ��� 0�	86150�	8�1  �'$���*,��3	

���� �
 ��������� ηtot+ Φ ��� χ � !" �/'	 0�	821+ 0�	��1 ��� 0�	�-1  �'$���*,��3	

���� �� ��������� Pu,design � !" �/'	 0�	��1 ��� 0�	�71	

���� �� �#��. *� Pu,design $ !,*��' �#�  �/�* �� �!��)��  3*�( ��$��*�3	

�! �!�&�3)'3""�� *� "�"&� '+ *� *' !��3 ����''� 3 �! �#��. �#� �!��)��  3*�( ��$��*�3

�! �#� �!"*���� �!;�;� � &��.�*�( "!�� 0���� ��2+ ��� ! ��14 #!;�,� + �! "!�!)

'3""�� *� "�"&� '+ *� ���*�*!� �! �#� �!"*���� �!;�;� � &��.�*�(+ *� *' ��'! ����''� 3

�! �#��. �#� �!��)��  3*�( ��$��*�3 �! �$;� � &��.�*�( 0���� ��21	

��� ������ �	
��
�

�� �#*' '���*!�+ �� �<�"$�� *' $ �'����� *� ! �� �! *���'� ��� �#� �$$�*���*!� !� �#� $ !$!'��

��'*(� "��#!�	 �!�!)'3""�� *� �%	� *' ��!$��� �' �#� �<�"$��+ ��� �#� "��� *�� $ !$� )
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������ �	�� ������  �!"�#��� $!� �%&'�# (�&)*"!+�)��	
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���
��� ����� �� �����
 ������� ���

���� ��� � !��"�����!� #� �$��� � � � ���� �%�� �� ��%&� �	'( ��� �)� *�!$�� + #� �$��� �

� � &����� �� �	�	

�! ���� $��� � �����& %,�-&��* &!��� PC
1 ��� PC

2 ( D1 ��� D2 � � !%������ . !$ �/�	 01	'23

��� 01	�43  ��#����5�&+ �),�6

D1 =
Ksu sin

2 βu +Ksl sin
2 βl

Kcb,half

= 31.78,

D2 =
Ksu

Kcb,half

[
sin2 βu

1 + 2Ksu

3Kau,b
cos2 βu

]
+

Ksl

Kcb,half

[
sin2 βl

1 + 2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

]
= 10.76.

0�	473

� !$ �/�	 01	4�3801	413( PC
1 ��� PC

2 ��� %� ���� $����( �),�6

PC
1 = PC

1,regression =
EcIc
l2

[
arctan

(
D1−15.9457

2.3136

)
+ 0.7384

0.5139

]2

= 127.21 kN,

PC
2 = PC

2,regression =
EcIc
l2

[
arctan

(
D2+2.3799

3.2130

)
+ 1.5753

0.6999

]2

= 123.70 kN.

0�	493

� !$ �/�	 0�	123 ��� 0�	1�3( �)� &���� !#��$,$ # ��� �����* .! �� .! �)� &!:� ���+� ��6

Topt1 = PC
maxCl =

min{PC
1 , P

C
2 }

C0

Cl = 3.07 kN. 0�	2�3

� !$ �/	 0�	'93( �)�  �/,� �� �##&��� # ��� �����* .! �� :��)�� �)� &!:� ���+� �! �!,��� ���

��&.":��*)� ��6

Tl,w−a = Tl,w +
EsAs (lw,l − lp,l)

lw,l

= 2.26 kN. 0�	2'3

�!����� ��* %!�) �� ,��, �& &!��"��  +��* ��#����+ ��� �;�����+( Tl,i = 2Topt1 = 6.14 kN

�� ��!#���	

<���� !� �5�&,����* �)� %,�-&��* $!�� .! $!�!"�+$$�� �� �����( ����� �)� �)� ���� !.

���� ��	7 �� �� �5�� . !$ ���� ��( �)� � �����& �!:�:� � %,�-&��* $!�� !. ���� ��	7 �� �)�

��$� �� �)�� !. ���� ��( ��� χint !. ���� �� ��� %� �##&��� �! ���� ��	7 ��.�&+	 ��$�&� �!

�)� ��&�,&���!� �)!:� �� �/	 0�	493( �)� � �����& %,�-&��* &!��� !. ���� �� .! �!��� ' ���
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� ��� PC
1 = 132.27 kN ��� PC

2 = 123.74 kN ������ !"�#$% ��� �&�� � !� ��! !��#	 ��&' �(	

)�	�*%  +� "�#,� &- Icr -&� ���� �� !�.

Icr = 100
PC
1 − PC

2

PC
2

= 6.86 > 0. )�	/�*

��&' �(	 )�	/*% χint -&� ���� �� 0+��� Tl,i/Topt1 = 2 !�.

χint = 0.9205 + 0.0022Icr
Tl,i

Topt1

= 0.95 < 1, )�	/�*

��� !� ���� !"� 1,�2#!�3 !� �&'!��� 	 �����% -&� ���� ��	4 0+��� Tl,i/Topt1 = 2% �&�� � !�

��! !��#	 �&��&"��% �� !� �&'!��� !� �&0�0��� 1,�2#!�3% ��� χint = 0.95	 �!��� ���� ��	4

!� '&�&5�$''� �!�% 1& + ��� ��� �� )1���� &� ���* ����  & 1� �+��2��  & �� ��'!��

 +� #&��5����$!�3 �����! $	

��  !�3  +� ���5��'1��!�3 #�"�# Ip = 5% -�&' �(�	 )�	�* ��� )�	�*%  +� ��#� !&��+!� 1� 0���

Ip ��� γ ��� 1� &1 �!���%  +,�.

Ip = 9.37− 5.67γ, )�	/6*

��� γ = 0.77	 ��&' �(	 )/	�*%  +� ���� ����!�3 -&��� 0! +!�  +� ,���� � �$� !�.

Tu,i = γTl,i
sin βl

sin βu

= 5.87 kN. )�	/7*

��&' �(	 )�	�4*% PC
f !�.

PC
f =

⎧⎪⎨
⎪⎩

PC
1

C0
+ Tu,i cos βu + Tl,i cos βl = 132.42 kN -&� ���,

PC
2

C0
+ Tu,i cos βu + Tl,i cos βl = 129.10 kN -&� ���.

)�	//*

��&' �(�	 )�	��* ��� )�	78*% �&�����&��!�3  & ��� ��� ��� ������ !"�#$% w0/wimp ���



������� �	 ���
���
��� ����� �� �����
 ������� ���

�� ����������� � !"#

w0

wimp

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

wp,m+wimp,um1

wimp,um1
= 1.525+3.05

3.05
= 1.50 $%� ��&,

w0

wimp,dm2
= 2.684

1.525
= 1.76 $%� ���,

'�	(�)

* ��� w0 = 2.684 mm $%� ��� �" %��+���� �!����,+--.	 ��%� �/	 '�	��)� λ ,+� ��

����������� � !"#

λ =

√
Acfy
PC
f

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
1.275 $%� ��&,

1.291 $%� ���.

'�	(0)

��%� �/	 '�	&1)� ηEC3 ,+� �� %��+���� $�%� 2� �
 &33�4&4& '�551)� � !"#

ηEC3 = αEC3(λ− 0.2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0.21(1.275− 0.2) = 0.226 $%� ��&,

0.21(1.291− 0.2)0.229 $%� ���,

'�	(3)

* ��� αEC3 = 0.21	 ��%� �/	 '�	1�)� Cpr ,+� �� %��+����� � !"#

Cpr =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

w0

wimp

[
1− (Ksu sin2 βu+Ksl sin

2 βl)L

2PC
f

]
= −1.082 $%� ��&,[

w0

wimp
− π

2PC
f

(
Ksuau cosβu sinβu

1+ 2Ksu
3Kau,b

cos2 βu
+ Kslal cosβl sinβl

1+
2Ksl

3Kal,b
cos2 βl

)]
= 0.821 $%� ���.

'�	�5)

��%� �/	 '�	1()� X �� �/	 '�	16) ,+� �� %��+���� � !"#

X =

⎧⎪⎨
⎪⎩
100(Tl,i sin βl + Tu,i sin βu)αl

φs

2rc
= 3.53 $%� ��&,√

100(Tl,i sin βl + Tu,i sin βu)αl
φs

2rc
= 1.88 $%� ���.

'�	�&)

��%� �/	 '�	1�)� Θ �� �/	 '�	16) ,+� �� %��+���� � !"#

Θ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(Tl,i/Topt1)2

−23.015α2+36.860α−12.576
= 1.833 $%� ��&,

(Tl,i/Topt1)
2(0.128α2 − 0.107α + 0.031) = 0.109 $%� ���.

'�	��)
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������������ ���	 ��	  !" ��	�#! $�% ��	��! ���& ��	 ��	 '! ��()�*

ηpr =

⎧⎪⎨
⎪⎩

12.127X−5.056
X2−0.745X+0.106

× 2.053 = 6.963 +&, ��#,

25.846X−35.681
X2−0.673X−1.409

× 0.075 = 1.636 +&, ���.

������

���	 
�� ����
�� ηtot ��� �� �������� �����

ηtot = ηpr|Cpr|ηEC3 =

⎧⎪⎨
⎪⎩
6.963× 1.082× 0.226 = 1.701 ��� ��
,

1.636× 0.821× 0.229 = 0.308 ��� ���.

���� �

���	 
�� ������� Φ ���

Φ = 0.5
(
1 + ηtot + λ

2
)
=

⎧⎪⎨
⎪⎩
0.5 (1 + 1.701 + 1.2752) = 2.164 ��� ��
,

0.5 (1 + 0.308 + 1.2912) = 1.488 ��� ���.

������

���	 
�� ����!�� χ ���

χ =
1

Φ +

√
Φ2 − λ

2
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
2.164+

√
2.1642−1.2752

= 0.256 ��� ��
,

1
1.488+

√
1.4882−1.2912

= 0.449 ��� ���.

����!�

����""#� ���	 
�� ����$� ��� ����%�� ��� ����&� "���'����#��& ��(����# ���

Pu,design =

⎧⎪⎨
⎪⎩
C0(χAcfy − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl) = 58.05 kN ��� ��
,

χintC0(χAcfy − Tu,i cos βu − Tl,i cos βl) = 96.89 kN ��� �).

������

)� *��(��� !� ���	 ��� ����"�� �� ���� ���$ +���� Tl,i/Topt1 = 2 ����& �
 	���""��&� ���

�"��	��� "���� ��� ��
 ��� �) ��� 69.64 kN ��� 88.21 kN ���(����,�"#� ��� ��� ������ ���

+����� �-.� ��� ��
� ��� "���'����#��& ��(����# �� ���������	����� ��� ��� �)� ���� ����&�

	����� �,������	���� ��� "���'����#��& ��(����#� /��� �	("��� ���� ����� ��� ��"����"��#
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 ������� ���

����� ����� � !" #$�� % #$&�&'&(") *$��$ �$&�'� ! +��� �� � *�#$ ,��#$ � � � +��$	

��� �����	
��� 
���
��

� -� '�%��+�" % #$&�&'&(" ,&� #$ � ��(� &, !&#$ �&�!'".�"%% #��� +�� %&�&.�"%% #���

�#+" � ! +%.�&'�%�� �� -�&-&� � �� #$�� �$+-# �	 �$�� % #$&� �� !+� � &� +�+'"#��+'

% #$&�� ��%�'+� #& /� �
 011�.0.0 2�3345 +�� �+��&6+ �� ��� 2�3015 ,&� 7 8��+' !���'��()

+�� �# �+� ! +�+-# � #& 6+�"��( -� .�+%! ���( ' 6 '� +�� +''&*� ,&� #$ � ���#�&� ��

'&+�.�+��"��( �+-+��#" ,�&% ��# �+�#�6 !���'��(	 �# �+� ! +--'� � ����( #$ �# -.!".�# -
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