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>�> (������ 	���
����
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 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @>
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 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @@

<�> 0����
 ��� ,����
 �� ����	�� ��� "������ ��	���
 � � � � � � � � � � A>

<�< 2�������� ��
��	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A<
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7�; :����������(����� ����� � ���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � 5>

7�5 ����� 	����� ����� � .���	 ��� ����	���	� � � � � � � � � � � � � � 5B

7�7 ����� 	����� ����� � .���	 ��� ����	���	� � � � � � � � � � � � � � 5B

7�> :����������(����� ��� ����� 	����� �����
 � 0������ ���"�"���	��
 5@

7�< -������ ����� 	����� ����� � .���	 ��� ����	���	� � � � � � � � � 5=

7�B -������ ����� 	����� ����� � C������� �� /��� �����
 � � � � � 76

7�@ -������ ����� 	����� ����� � 0������ ���"�"���	��
 � � � � � � � 76

7�A -������ ����� 	����� ����� � C���	���	� �$��	 � � � � � � � � � � 75

7�= -����
	���	��� ����� �  �
���	�� ����� "��� ���
���
� � � � � � 77

7�;6 -����
	���	��� ����� � 0������ ���"�"���	��
 � � � � � � � � � � � � 7>

7�;; -����
	���	��� ����� � .���	 ��� ����	���	� � � � � � � � � � � � � � 7<

7�;5 -����
	���	��� ����� � C���	���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7B

7�;7 -����
	���	��� ����� � 0������ ���"�"���	��
 � � � � � � � � � � � � 7B

7�;> -����
	���	��� ����� � 2�� ���
	��	 �����	 ����� � � � � � � � � 7@

>�; 2�, � .����������	 ��	 ��	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � B6

>�5 C, � .���������� ����	�� ��	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � B7

<�; +������!�����	��� ����	��� ����� �  �
���	�� �����
��	�	��� � � A;

<�5 +������!�����	��� ����	��� ����� � ����"��	��� � � � � � � � � � � A@

<�7 +������!�����	��� ����	��� ����� � .���������� ����	�� ��	���
 � =6

<�> +������!�����	��� ����	��� ����� � .���������� ����	�� ��	���
 � =6

<�< +������!�����	��� ����	��� ����� � .���������� ���� ��	���
 � � � =;

<�B +������!�����	��� ����	��� ����� � .���������� ���� ��	���
 � � � =;
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>�5 2�, � .����������	 ��	 ��	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � <=

>�7 C, � .���������� ����	�� ��	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � B5

<�; +������!�����	��� ����	��� ����� � 0�����	��
 � � � � � � � � � � A@

<�5 +������!�����	��� ����	��� ����� � .���������� ����	�� ��	���
 � =5

<�7 +������!�����	��� ����	��� ����� � .���������� ���� ��	���
 � � � =5
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����� �� �#��	� �����	
 ��� ������ ��	����	��� �����
� 3� 
��� ���������	�

���"�"���	� 
���� (Ω, F, P)� �� �

��� 	
�	 	
� 
	��� ����� �����

 S = {St, t ≥ 0}
�
 �������� "� 
�		���

St = S0e
Xt .

��� 
�������	�� S �
 	���� 	� "� �������������������� �� ������	�� 	
� �"
���� ��

��"�	����� S ��
	 
�	�
�� E[e−rtSt] = S0 ����� 	
� ��
�����	��� ���
��� P �
���

r �
 	
� ��
������ ��	� �� ��	��� �
��
 ��� 
�������	� �� 	��� 	� "� ���
	��	� :
 �

���
�#������ 	
� ��
����	�� 
	��� ����� e−rtSt �
 � ���	������ ����� P�

��� ��� ���������	��� �	
�� ��
 ��� ��������	��

�� 	
� ������ �
���
 ������ 	
� 
	��
�
	�� �����

 X = {Xt, t ≥ 0} �
 ������ "�

Xt = (r − 1

2
σ2)t + σWt,

�
��� r �
 	
� ��
������ ��	�� σ �
 	
� ����	���	� ������	��� +��� W �
 � 
	������

�������� ��	��� ������ �� (Ω, F, P)� *� ��	� 	
�	 	
� 
	��
�
	�� �����

 X


�
 ����������	� 
���������
� ��� ,��

��� ��������	
�

*� ���
���� 	
� ���

 �� ������	���
 ��� �
��
 	
� ����$ HT �	 	��� T �
 �����

"� � ����	�����

HT = H({St}0≤t≤T ).
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����	��� HT �	 	��� T �
 ����� "�

H0 = E[e−rT HT ].
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���
 	� 
��� �	 	��� t �
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���	
�� ���������
� �
� ����	��� �����
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 /���
 ���
	�	�	� � ��	���� �!	���


��� �� 	
� ()�� �����
 ��� 
��� 	
� �����	��� �� "���� ���� %�!�"�� �� ������

������	��
 	������������	�

��  ��	���
 5�5 ��� 5�7 �� ����� ()�� �����

�
 ��� ����	��� �����

�
� ��

 ��	��� 5�> �� ����� "������ ��	���
 ��� "���%� ������ 	
� ��$����	 ������� 	���


	� ����� 	
�
� ������	���
�

��� ���� ��	������

�
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	��� �� ()�� �����

�
 ���
 "��� 	� 	
� ;=76
 ��	
 	
� ���� �� 8���������

G<BH� ()�� GB5H� ��� 8
��	�
��� G<<H� �� 	
�
 
��	���� �� "���%� ������ 	
� ����

��
��	
 ������� ()�� �����

�
� ��� ���	
�� "��������� �� ������ ����� 	� ���	���

G;>H ���  �	� G@AH�

1
������� ����� � ����	���
� ������� X = {Xt, t ≥ 0} 
� �����
 � ���� �������
�� R 
� �	� ������
�� ���

�
��� ��� ���
���
�

(i) X0 = 0 ������ �������

(ii) ��� ��� ��
�� ����
�
�� 0 ≤ t0 < t1 · · · < tk ≤ T � �	� ���
�� ���
�����

Xtk − Xtk−1
, · · · , Xt0 ��� 
�
����
����

(iii) X 	�� ����
����� 
���������� ��� ��� s, t ≥ 0 �	� 

���
���
�� �� Xt+s −Xs


��� ��� 
����
 �� s�

(iv) ��� ����� ω ∈ Ω, Xt(ω) 
� �
�	� ����
����� ��
 	�� ���� �
�
�� ��� t > 0�

;<
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�� 
������� 	
� �����

 �	 ������� 	��� ��	�����
� Xt ��� "� �����		�� �
 ������


Xt =
∑n

i=1 X i
t/n� �
��� X i

t/n ��� 
	�	������ ��� ������ ������ �����"��
� �	 ������


	
�	 	
�
 �����

 �
 �����	��� ����
�"���

1
������� ����� � ���
�� ���
���� Xt �
�	 �	�������
��
� �����
�� Φt (u) 	��

�� 
���
���� 

�
�
��� 

���
���
�� 
� ��
 ���� 
� ∀ n ∈ N ∃ Φ(t/n) (u)� �	� �	�����

���
��
� �����
�� �� ���� 

���
���
��� ���	 �	�� Φt (u) =
(
Φ(t/n) (u)

)n
�

*� ����	� "� Ψ(u) 	
� �
����	���
	�� �!�����	 �� � ()�� �����

 �	 	��� t = 1�

)	
��
� ����� 2$%���3	����	��
 �
��


�������4 Ψ : R → C 
� �	� �	���

�����
��
� �������� �� �� 
���
���� 

�
�
��� 

���
���
�� �� R 
� ��
 ���� 
� �	���

��
�� ��
���M, Σ ∈ R ��
 � ��
��� ������� Λ �� R\{0} �
�	 ∫ min{1, x2}Λ (dx) <

∞ ���	 �	�� Φ1(u) = eΨ(u) ��


Ψ(u) = iMu − 1

2
Σ2u2 +

∫ +∞

−∞

(−1 + eiux − iux1{|x|<1}
)
Λ(dx).

�
� 	�����	 (M, Σ2, Λ) �
 ������ 	
� ������	��� 	�����	 �� 	
� ��
	��"�	���� Λ �


����� �
 	
� ���� �������� �
� ()�� ���
��� ��	������
 	
� ���#����� ���

	
� ��
	��"�	��� �� 	
� /���
� �� �� 
�	 Λ = 0 ��� Σ �= 0� 	
� �
����	���
	�� �����

	��� �
 	
�	 �� � ������ ������ �����"�� ��	
 	
� ,��

��� ���L����	
 (M, Σ2)�

�
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����� ��
 ������ �� 	
� ;=76
 "� 8��������� G<BH ��� ()�� GB5H� �
�

���"�"���
	�� ������� �� 	
� ()���8
��	�
��� �����
��	�	��� �
 �!������� "� 	
�

()����	Q �������
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� ����� 2$%�����5 �
�����
�����4 ��� X �� � ���� ������� �
�	 �

���� ��
���� (M, Σ2, Λ) ��
 Λ �� R\{0} ���
���
��
∫

min{1, x2}Λ (dx) < ∞�

 	��� ��
�� �	��� 
�
����
��� ���� ��������� X1, X2, X3 �� � ������
�
�� �����

���	 �	��

Xt = X1
t + X2

t + X3
t ,

�	��� X1 
� � !����
�� ���
�� �
�	 
�
�� M ��
 �����
�
�� Σ� X2 
� � �������


"�
���� �������� ��
 X3 
� � ������ 
��������� ����
����� �
�	 �� �� ���� ������

���� ������ �� #���� �� ���	 ��
�� 
������� �	
�	 ��� �� ����
��
� ���� �	��

��
���

�
� ����� �
 �		��"�	�� 	� �	Q G<6H ��� ()�� GB7H� �
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4  	� "�
���� ������� {Nt, t ≥ 0} 
� � #���
������� �
�	 #���� �� �
$� ����  	� ������
�
�� �� n #���� 
� �	� 
������� [t1, t2]


� �
��� �� �	� "�
���� 
���
�� �
�	 ��������� λ(t2 − t1)�

P [Nt2 − Nt1 = n] =
e−λ(t2−t1) (λ(t2 − t1))

n

n!
.

 	� �	�������
��
� �������� �� �	� "�
���� ������� 
� �
��� ��

Ψ(u) = iλ (eu − 1) .

 	� ���� ��
���� 
� (0, 0, λδ1) �	��� δ1 
� � %
��� ��������
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�� ����


4  	� �������
 "�
���� ����

���� {Xt, t ≥ 0} 
� 
����
 �� �������

Xt =

Nt∑
i=1

ξi,

�	��� N 
� � "�
���� ������� �
�	 
�����
�� λ� ξi� i ∈ � ��� 
�
�
� ���
��

���
����� �
�	 
���
�� �����
�� f ��
 �	�������
��
� �����
�� φ(u)�  	�� �	�

�	�������
��
� �������� �� �	� �������
 "�
���� ������� 
� �
��� ��

Ψ(u) = iλ (φ(u) − 1) .

 	� ���� ��
���� 
� (
λ

∫
|x|≤1

xf(dx), 0, λf(dx)

)
.
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�
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	�������������
�� ������� {Xt, t ≥ 0} 
� 
����
 �� �������

Xt = µt + σWt +
Mt∑
i=1

J+
i +

Nt∑
j=1

J−
j ,
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�
�	 
�
�� µ ��
 �����
�
�� σ� M ��
 N ��� ��� "�
���� ��������� �
�	 
�����
��

λ±� J± ��� 	�������������
���� 

���
����
 �
�	 �������
�� 

���
���
���

P [J+ < x] =
n+∑
z=1

p+
z (1 − e−α+

z x), ��� x ∈ [0,∞),

P [J− < x] =

n−∑
z=1

p−z (1 − eα−
z x), ��� x ∈ (−∞, 0].

 	� �	�������
��
� �������� 
� �
��� ��

Ψ(u) = iµu − σ2

2
u2 + λ+

n+∑
z=1

p+
z

ui

α+
z − ui

− λ−
n−∑
z=1

p−z
ui

α−
z + ui

.
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4  	� ���
���� ����� ������� 
�

� ����
��
 !����
�� ���
�� ������� �
�	 
�
�� θ ��
 �����
�
�� σ ���#��� �� �

�
����	����
 
�
��� �� � ����� ������� �
�	 ���� 1 ��
 ���
���� ν� !���


�� �	� ����� ��
 !����
�� ���
�� �	�������
��
� �����
���� �	� �	�������
��
�

�������� 
� 
����
 ��

Ψ(u) = log

[
(1 − iθu +

1

2
σ2u2))−1

]−ν−1

.
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�
�� ������� 
� � ����
��
 !����
�� ���
�� ������� �
�	 � �
�� �	���� 
�
���

�� �� 
������ &����
�� �������� !���
 �� �	� !����
�� ��
 
������ &����
��

�	�������
��
� �����
���� �� 
��
�� �	� �	�������
��
� ��������

Ψ(u) = −δ(
√

α2 − (β + iu)2 −
√

α2 − β2.
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 �����

�
 ��	
 ����������	 "�	 ����
	�	������ ������

���	
� ��� ���	
�� �������� ����� 	�  ����
�� GA5H

1
������� ����� ��� � �
��� T > 0� � ����	���
� ������� X = {Xt, t ∈ [0, T ]} 
�
�����
 �� �


�
�� ������� �� R 
� �	� ������
�� ���

�
��� ��� ���
���
�

(i) X0 = 0�

(ii) ��� ��� ��
�� ����
�
�� 0 ≤ t0 < t1 · · · < tk ≤ T � �	� ���
�� ���
�����

Xtk − Xtk−1
, · · · , Xt0 ��� 
�
����
����

(iii)  	� ������ ���	� t 	→ Xt 	��� �'
�'� ��

����
��� ������ �������

�� X �
 �� ����	��� �����

� 	
��� ��� ����� t ∈ [0, T ]� 	
� ������ �����"�� Xt 
�


�� �����	��� ����
�"�� ��
	��"�	��� ��	
 ()�� 	�����	 (Mt, Σ
2
t , Λt)E 	
�	 �
� 	
� �
���

��	���
	�� ����	��� �� Xt �
 ����� "� Φt(u) = exp[Ψt(u) ]� �
� ��� �� 	
� ����	���

�����

 X �
 ��	������� "� 	
� ������	��� �� ()�� 	�����	
 {(Mt, Σ
2
t , Λt) ��� t ∈

[0, T ]}�

���  ������ 	! ��������	���	��

������� ��� "�������	��� ��	���
 ��� ������	���
 ��	
 �����$
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�
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�
 ���

�� � ���	��� "�������� �
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�
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� �	 �
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�	 ������	� ������

�	��� �� 	
� ,����
 �
 � �
��������� ��������� ���"���� 
���� 
	������ 0.? ��

-��	������� ��	
��
 ��������� 	��� 	� "� 
��� ��� ��
	�"��� ��� ���	
�� �������
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 �� 	
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 "��� �������� "� 2� �� ��� G@6H�
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 S = {St, t ≥ 0} �
 �������� "� � 
	��
�
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��$����	��� �#��	��� �� 	
� �����

dSt = µStdt + σStdWt, &7�;'

�
��� µ �
 � ���
	��	 ����	� σ �
 � ���
	��	 ����	���	�� ��� W �
 � 
	������ �����
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C(St, T, K, σ, r) = StN(d1) − Ke−r(T−t)N(d2),

�
�	

d1,2 =
log(St

K
) + (r ± 1/2σ)2(T − t)

σ
√

T − t
,

�	��� r 
� �	� �
�)����� ����� K �	� ���
�� ���
)� ��
�� ��
 T �	� ���
�� �����
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N(·) 
� �	� ������ 
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dSt = µStdt + nL̂Std∆(S, t) + σStdWt. &7�5'
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� �������	��� �� ()�� �����

�
 �� #���	�	�	��� ������ �� ����� 	
� ������

	� ����
�� G;<H� ���	��� G;>H� ��� ���	 F ������ G76H� ��
���	������ *� 

���

��
	���	 ���
����
 	� 	
� ��������� ���

 �� ()�� �����

�
�

1
�������  ���� � ���� ������� 
� ��

 �� �� �������
��
 	�������������
�� (��


����� �	
� ����� �� ������� �� GHE) 
� 
�� ���� ������� �
�
�� � 
���
�� k ��

�	� ����

k(x) = k+(x)1{x>0} + k−(−x)1{x<0},

�	��� k+, k− ��� ���������� �������� �����
��� �� (0,∞) ��
 1A 
������ �	�


�

����� �� � ��� A�

�� ���� �� ����
	���9
 	
����� � ()�� �����

 �
 � ���"�� �� 	
� ���

 GHE ��

��� ���� �� �	
 ()�� ���
�	� k �
 �� 	
� ����

k(x) = 1{x>0}

∫ ∞

0

e−uxµ+(du) + 1{x<0}

∫ 0

−∞
e−|ux|µ−(du) &>�;'

��� 
��� ���
���
 µ+, µ− �� (0,∞) ��� (−∞, 0) ��
���	������ �
� ��

 �� 	
�

��	����� [a, b]� ����� 	
� ���
��� µ+� �����
����
 	� 	
� ���#����� �� ��
�	���

>;



 �� $���$%�� ���
�


�!�����	��� /���
 �� ���� 
�4�
 "�	���� 1/a ��� 1/b� : 
������ 
	�	����	 
���


	��� ��� 	
� ����	��� /���
 ��� µ−� �� 	
� ��
� 	
�	 	
� ���
��� µ+ �
 � ����

��! ���"���	��� �� ����	���

�
� 	
� ����	���
 ui > 0 ��� 
�4�
 pi > 0 �� 	
�

����	���

�
 ��
���	����� �����
���� 	� ������� 
�4� 1/ui ��� ���#����� pi �� 	
�

�!�����	��� /���
� ����� �� 

�� 	
�	 ���� �� 	
� ()�� �����

�
 ��������

�� �������� ��������� ��� ��������
�� 
������!�����	��� "� �!�����	�� �������	���

	
� �����
������� ���
���
 µ±� �� ���	������� 	
� ���

 GHE ���	���
 	
� 	����

�
����
 �� �������� ��	��� "� � ��������
�� 
������!�����	��� 
�"������	���

-����
�����  ���� ��� W �� � !����
�� ���
�� ��
 Y �� 
�
����
��� ������

��
��
 	�������������
�� �����

������  	��� ��� µ ∈ R�

Xt = W (Yt) + µYt


� � ���� ������� 
� �	� ����� GHE�

-���" �" -����
�����  ���� .���	��� "� ρ 	
� ()�� ���
�	� �� Y ��� µY 	
�

���
��� �� 	
� �����
��	�	��� &>�;'� �
����� 76�; ��  �	� G@AH ������
 	
�	 	
�

()�� ���
�	� k �� X �
 ����� "�

k(x) =

∫ ∞

0

1√
2πs

e−(x−µs)2/(2s)ρ(s)ds.

:� ��	���
���� �� 	
� ����� �� ��	����	��� �����


k(x) =

∫ ∞

0

1√
2πs

e−(x−µs)2/(2s)

∫ ∞

0

e−suµY (du)ds

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1√
2πs

e−(x−µs)2/(2s)e−sudsµY (du)

=

∫ ∞

0

1√
µ2 + 2u

e−|x|
√

µ2+2u+µxµY (du),

��� 	
� ����� ������
� �

�
� ��������� ��
��	 ����
 ����

��� ��� 
�L����	 �����	���
 �� 	
� ���
���


µ+, µ− 
��
 	
�	 k �� &>�;' �
 � ()�� ���
�	��

-����
�����  ���� ��� µ �� � ������� �� R\{0} ��
 ���

µ±(dx) = 1{±x>0}µ(dx).

>5



 �� $���$%�� ���
�


 	�� k 
����
 
� &>�;' 
� � ���� 
���
�� 
� ��
 ���� 
�∫
1

|u| ∧
1

|u|3 µ(du) < ∞. &>�5'

-���" �" -����
�����  ���� �� ��	���
������ 	
� ����� �� ��	����	��� �	 ��� "�

������� 	
�	∫ ∞

1

∫ ∞

0

e−uxµ(du)dx =

∫ ∞

0

e−u

u
µ(du),∫ 1

0

x2

∫ ∞

1

e−uxµ(du)dx =

∫ ∞

1

2

u3
− e−u

u

(
1 +

2

u
+

2

u2

)
µ(du).

���	
�� �� ��	� 	
�	 ∫ 1

0

x2

∫ 1

0

e−uxµ(du)dx

�
 "������ "���� ��� �"��� "� µ(0, 1)/3e ��� µ(0, 1)/3� ��
���	������ �� ���� ��

	
�
� �������	���
 �� ���� �$ 	
�	 k �� &>�;' 
�	�
��
 	
� ��	����"���	� �����	���∫
[1 ∧ x2]k(x)dx < ∞,

�
��
 �
 	
� ��#�������	 ��� k 	� "� � ()�� ���
�	� �� ��� ���� �� &>�5' 
���
� �

�� 	
� ��������� �!�����
� �� �!�����	�� ��	������ 	
� ���
���
 µ±� *� 

���

���	� k+ ��� 	
� ���
�	� k ��
	���	�� 	� 	
� ��
�	��� 
�����!�
�

*.����
  ���� 21����
�
.���
����� ���
�4 *�� G<@H� ��� � #����

+��
��

��
�� �	��� �	� #���� ������ � 
��������������
�� 

���
���
��� µ+ 
� � ��
���

���� ������
 �� �	� ���
������ �� �	� ���� #�����
$��

k+(x) = λ+α+e−α+x, µ+(du) = λ+α+δα+(du),

�	��� α+, λ+ > 0�

*.����
  ���� 28��
��
.���
����� ���
�4 *�� G@H�  	
� ��
�� 
� �� ���

����
�� �� ,��-� ��
�� �� �����
�� ��� ��������
�� #���� �
�	 � ��
�� ������ ��



+����� ������ ��� p+
i , α+

i , ��
 λ+ > 0 �
�	
∑n

i=1 p+
i = 1 �� �	�� ���

k+(x) = λ+

n∑
i=1

p+
i α+

i e−α+
i x, µ+(du) = λ+

n∑
i=1

p+
i α+

i δα+
i
(du).

>7



 �� $���$%�� ���
�


*.����
  ���� 23���$9'#�: ���
�4 *�� G;=� 55H� .� �	� KoBoL ��
��

(���� �����
 CGMY ��
��)� �	� ������� µ 	�� � ����
����� 
���
�� k� ��
 
�

	��
� �	��

k+(x) =
C

|x|Y +1
e−M |x|, µ+(du) = C

(u − M)Y

Γ(1 + Y )
1{u≥M}du,

�	��� C, M, Y > 0�  	� ���� �� µ+ 
���)�� �	� 
���
�
�� �� �	� ����� �����
��

1

xY +1
=

∫ ∞

0

e−ux uY

Γ(1 + Y )
du.

.� ����
������ ��� �	� ���
���� ����� ��
��� �� ��� Y = 0 ��
 ���

k+(x) = Cx−1e−Mx and µ+(du) = C1{u≥M}du.

*.����
  ��� 2�
�.�
� ���
�4 *�� GA6H�  	� ���� 
���
�� �� � /�
����

���� ������� 
� �
��� ��

k+(x) =
δeβx/α

x sinh(πx/α)
= 2eβxa−π|x|/α

∞∑
n=0

e−2πn|x|/α

|x| , x �= 0,

�	��� δ, α > 0� −π < β < π� �� �� ��
 �	��

µ+(du) = 2δ
∞∑

n=0

1{u≥(2πn+π−β)/α}du.

*.����
  ���, 2(����� ���
�

 #��

��� 2(�#44 *�� G;5H� .� �	� NIG ��
���

�	� ������� µ 	�� � 
���
�� �	
�	 ���
�

k+(x) =
Cδα

π
eβx K1(αx)

x
, µ+(du) =

Cδα

π
([u + β]/α)2 − 1)1/21{u≥α−β}du,

�	��� α > β > 0� δ, C > 0 ��
 K1 
� �	� /�
����
 �����
���  	� ���� �� µ+ 
�

����
 �� �	� ������
�� �����������
�� (��� G>H) �� K1

K1(x) = x

∫ ∞

1

e−xv(v2 − 1)1/2dv.

*.����
  ���; 2#
�
����

� 	��
������ 2#844 *�� G7@H� 	� GH ������� ���

�� ����������
 �� � �
����	���� �� !����
�� ���
�� �� � �������
��
 
������

&����
�� (GIG) �����

������  	� ���� 
���
�� �� GIG 
� � �������
��
 �����

��������
�� �	
�	 ����� 
� ����
����� �	�� 
� 
� �� �	� ���� &>�;'�

>>



 �� 7��
����

��
 �	
���

��� &������������ ���	��

���
	���

��� ��
	��"�	���
 ��� �� �

��	��� ������	 �� 	
� �����	��� �� "�������

��	���
� �� 	
�
 
��	��� �� "���%� ������ ������	
 �� 	
� ��
	���

��� 	
���� ���

()�� �����

�
 	
�	 ���� "� ������ �� �
�	 ������
�

����� �
��������� ������
���
��

�
� ��
	��"�	���
 �� 	
� ������� 
������� ��� 	
� ������� ������ �� X ���

������ 	� 	
� ��
	��"�	��� �� Xt ��� 	
� ����� *������+��� ���	���
�	��� �� 	
�

()�� �!�����	 �� X� ����	� "�

Ψ(u) = log E[eiuX1].

��� v ∈ C� ��	 �(v) ����	� 	
� ��������� ���	 �� u�

1
�������  ���� � 0
�����1��� ������
���
�� �� Ψ 
� � ��
� �� �	�������
��
�

�����
��� F+
q , F−

q �� 
���
���� 

�
�
��� 

���
���
��� �� �	� ���
�
�� ��
 �����
��

	�����
��� �	�� ���
���� ��� u ∈ R ��
 q > 0� �	� �����
��

q(q − Ψ(u))−1 = F+
q (u)F−

q (u), &>�7'

�	���� ��� ���
 q > 0� u 	→ F±
q (u) ��� ����
����� ��
 �������
�	
�� �� ±�(u) ≥

0 ��
 ������
� �� ±�(u) > 0 �
�	 F±
q (0) = 1� ��


lim
|u|→∞
�(u)=0

u−1 log F±
q (u) = 0. &>�>'

.���	� "� X t ��� X t 	
� ������� 
������� ��� ������ �� X �� 	� 	��� t�

Xt = sup
s≤t

Xs, X t = inf
s≤t

Xs,

��� ��	 q−1Φ+
q � q−1Φ−

q "� 	
� ��
���	��� ��������(������ 	���
����


Φ+
q (u) =

∫ ∞

0

qe−qtE[eiuXt ]dt, Φ−
q (u) =

∫ ∞

0

qe−qtE[eiuXt ]dt.

�	 �
 ��	 
��� 	� ������ 	
�	 Φ±
q 
�	�
�� 	
� �����	��� &>�>'� K���4�� G@@H �
	�"��

��

	
� ��������� ��
��	�

><



 �� 7��
����

��
 �	
���

)	
��
�  ���� 2<���=��4 Φ+
q (u), Φ−

q (u) 
� �	� ��
��� 0
�����1��� ������
���

�
�� �� Ψ�

�� 	
� ()�� ���
��� 
�
 
�����	 �� "�	
 
�����!�
 	
� ���	���
�	��� �
 ���������

��	 �!�����	�� ������ �!���	 �� 	
� ()�� ���
��� �� X �
 �� � ���	������ �����

�
� �"
����	��� 	
�	 	
� *������+��� ���	���
�	��� ��� ����	�� ��
	���

��� ��
�

	��"�	���
 ��� 	���	�"�� ��� � ������ ���� �� 	
� ��
� 	
�	 	
� /��� ��
	��"�	���

�� 	
� ��
�	��� 
�����!�
 ������
 �� �!�����	��� ��
	��"�	��� ��� ������� "� �����

�� ������ G>5H�

 �� ��
� 	
� "���
 "� �������� G;BH ��� :
��

�� GBH ��� "��������� �� 	
�

*������+��� ���	���
�	��� ��� ������ ����
� -������� GB=H ��� (��	�� GB>H ������

��	�� 	
� (������ 	���
����
 �� ��
	���

��� 	��� ��
	��"�	���
 ��� � ()�� �����



��	
 
������!�����	��� /���
� :
��

�� �� ��� G@H ������� �!�����	�� 	
� *������

+��� ���	���
�	��� �� 	
� /��� ��
	��"�	���
 �� 	
� ()�� �����

 ��� �� �
�
��	����

�� 	
� 
�#��� �� ���� ������ 	
� ����� ���	���
�	��� ��
��	
 ��� � /������$�
���

��	
 ()�� ���
�	� ��
� 	� "� ������ � 
������!�����	��� /������$�
��� &+?�.'

����� "�

k(x) = λ+
n+∑
i=1

p+
i α+

i e−α+
i x1{x>0} + λ−

n−∑
j=1

p−j α−
j e−α−

i x1{x<0}, &>�<'

�
��� α±
i , λ±p+

i > 0 ��	

∑n±

i=1 p±i = 1� �
� �����
������� ()�� �!�����	 ����


�


Ψ(u) = µui − σ2

2
u2 + λ+

∑
i

p+
i

(
α+

i

α+
i − ui

− 1

)
+ λ−∑

j

p−j

(
α−

j

α−
j + ui

− 1

)
.

&>�B'

�
� ����	��� Ψ �� &>�B' ��� "� �����	������ �!	����� 	� 	
� ������! ����� �!���	

	
� ���	� 
�	

{−iα+
i , iα−

i , i = 1, . . . , n±},
��� 	
�
 �!	��
��� ���� ��
� "� ����	�� "� Ψ� .���	��� "� ρ+

i = ρ+
i (q)� i =

1, . . . , m+ ��� ρ−
j = ρ−

j (q)� j = 1, . . . , m− 	
� ���	
 ��

Ψ(−is) = q

>B



 �� 7��
����

��
 �	
���

��	
 ��
�	��� ��� ����	��� ���� ���	
 ��
���	������ 	
� *������+��� ���	��
 Φ+
q

��� Φ−
q ��� �!�����	�� ����� �
 ������
1

Φ+
q (u) =

∏n+

i=1

(
1 − ui

α+
i

)
∏m+

i=1

(
1 − ui

ρ+
i (q)

) , Φ−
q (u) =

∏n−
j=1

(
1 + ui

α−
j

)
∏m−

j=1

(
1 − ui

ρ−j (q)

) .

2�	� 	
�	 �
 � ���
�#����� �� 	
� ��	�������	� ����� 	
����� ��� 	
� ���	 	
�	

s 	→ Ψ(−is) �
 � ��	����� ����	��� ��	
 ���� ���L����	
 ��� 
����� ����
� �	 ������


	
�	 	
� ���	
 �� 	
� �#��	��� Ψ(−is) = q ��� ��� ���� ��� ��
	���	 �� q ∈ R+�

0��������� � ���	��� ����	��� �������
�	��� ��� 	�����
� �����	��� 	
� 	���


�����
 	
�	 	
� 	����(������ 	���
����
 �� 	
� ��
	��"�	���
 �� X t ��� X t ���

����� "��

∫ ∞

0

e−qtP (Xt ≤ z)dt =
1

q

(
1 −

m+∑
i=1

A+
i e−ρ+

i (q)z

)
, z ≥ 0, &>�@'

∫ ∞

0

e−qtP (−X t ≤ z)dt =
1

q

(
1 −

m−∑
j=1

A−
j eρ−j (q)z

)
, z ≥ 0, &>�A'

�
��� 	
� ���L����	
 A+
i ��� A−

j ��� ����� "�

A+
i =

∏n+

v=1

(
1 − ρ+

i (q)

α+
v

)
∏m+

v=1,v �=i

(
1 − ρ+

i (q)

ρ+
v (q)

) , A−
j =

∏n−
v=1

(
1 +

ρ−j (q)

α−
v

)
∏m−

v=1,v �=j

(
1 − ρ−j (q)

ρ−v (q)

) .

����� �������
��� ��������������
��  !"� ���������

��� � ��������
�� 
������!�����	��� ()�� �����

 X 	
� *������+��� ���	���
��

	��� �
 �� ������� ��	 ����� �!�����	��� +������� ��� 	� �	
 
������ ���� &>�;'�

�	
 ()�� ���
�	� ��� "� �����!���	�� ��"�	������ ���
� "� � 
������!�����	���

���
�	� &"� �����!���	��� 	
� ���
���
 µ± "� 
��
 �� ����	���

�
'� ��� ���

	
� ��
��	��� 
������!�����	��� ()�� �����

 	
� *������+��� ���	���
�	��� �
 �!�

�����	�� ����� �� 	
� �������
 
��	���� :
 
������!�����	��� ()�� �����

�
 ���

��� 	�� ���� 	��	 	���� ��� ���	���� ���	�� ����� ����	 
� 	�� ���� ��� ���� ������% ������

�� q� �	 �� �	��� �����
�� 	� ������� � ���	��� ����	��� ���������	��� ����� �����	� �� ������� 
�	

�����	�
 ��#����	 �%��������� & ��� '����� ( �� )*+�

>@



 �� 7��
����

��
 �	
���

U���
�9 �� 	
� ���

 GHE� 	
� *������+��� ���	���
�	��� �� X ��� "� �����!��

��	�� ��"�	������ ������	��� �
��� 	
�
 �����

-��� ��������� � 
�#����� �� �����!���	��� �����

�
 (X(n))n ��� "� �!�����	��

���
	���	�� �
 ������
� .���	� "� k ��� σ2 	
� ()�� ���
�	� ��� 	
� ��$�
���

���L����	 �� X� ��
���	������ ��! � 
�#����� (εn)n �� ��
�	��� ���"��
 ����������

	� 4���� ���� ��� ����� n� ��	 (ui)i = (u
(n)
i )i ��� (vj)j = (v

(n)
j )j "� 	�� ���	� ���	��

	���
 �� (0,∞) ��	
 ����

��� ��

� ��� ��	 (∆+
i )i = (∆

+(n)
i )i� (∆−

j )j = (∆
−(n)
j )j

"� 	�� ���	� 
�	
 �� ��
�	��� ����
	
� 

��	�� 	� "� ��	��������  �	 	
� �����!��

��	��� ���
�	� �#��� 	�

kn(y) = 1{y>0}
∑

i

e−yui∆+
i + 1{y<0}

∑
j

eyvj ∆−
j . &>�='

��� � ����� n� 	
� ���	�	���
 (ui)i ��� (vj)j ��� 	
� ����
	
 (∆+
i )i� (∆−

j )j ���

�
�
�� 
��
 	
�	 	
� ��

 �� k �� 	
� 	���
 ��� 	
� L2 ��
	���� "�	���� 	
�

	����	 ���
�	� k ��� 	
� �����!���	��� ���
�	� kn �� � ���
�� "������ 
�	 ��	

���	������ 4��� �
 
������ 	
�� εn� 	
�	 �
�∫
R\An

k(y)dy < εn,

∫
An\Bn

(k(y) − kn(y))2dy < εn,

��� 
��� ���� "������ 
�	 An, Bn ��	
 0 ∈ Bn ⊂ An ⊂ R� �
�
� ��#�������	


��� "� �������� 
���� k 
�
 ���	� ��

 �� 	
� 
�	 {|y| > 1} ��� 	���
 	
� 
������

���� &>�;'�  �	 X(n) �#��� 	� 	
� ()�� �����

 ��	
 ()�� ���
�	� kn ��� ,��

���

���L����	 σ2
n� �
���

σ2
n = σ2 +

∫ u
(n)
1

−v
(n)
1

y2(k(y) − kn(y))+dy, &>�;6'

��� ��	
 ����	 µn �
�
�� 
��
 	
�	 E[eX(n)(1)] = er−d� �
� �����!���	��� ����

��

�
 X(n) ���
	���	�� �� 	
�
 ��� ��� "� 

��� 	� �������� ������ 	� X� �

����������� �� 	
� "���������	��� �����
 �����
������� 	� ����
	��������� X(n)

� ���	�	��� (ti)m
i=1 �� (0,∞) �� �� ���������� ��	 �� 	���� 0 < t1 < t2 . . .� ��� ���� �� (ti)

�� ������ �� max1≤i≤m |ti − ti−1|�
����� ����������� 	���� ����� �� 	�� ����� D(R+) ������� ��	� 	�� ,�������� 	������
�

 ����� �� 	��� ���	 �� ����� ��  ������% (�-�.� "���� (�-�/�

>A



 � $�����
 ����
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 �" �����
�������� ����



��
	
 �� 	
� ���	� 	
�	 	
� ���� ����������� �� X(n) 	� X ������
 ���� 	� �������

����� �� 	
� ������� 
�������� ������ ��� 	
� ���

��� 	���


T (n)(x) = inf{t ≥ 0 : X
(n)
t ≤ x} ��� T (x) = inf{t ≥ 0 : Xt ≤ x},

�
 
������
�� �� 	
� ��������� ��
��	�

-����
�����  ���� ��� X �� �������
��
 	�������������
�� ��
 ��� X(n) �� ��


����
� ��� T > 0� (X
(n)
T , X

(n)

T ) ��������� 
� 

���
���
�� �� (XT , XT ) �� n → ∞�

.� ����
������ 
� X 
� ��� �� ���� ��� 
� 	��
� ��� t > 0 ��
 z > 0 �	��

P (X
(n)

t ≤ z) → P (Xt ≤ z), P (−X
(n)
t ≤ z) → P (−Xt ≤ z), &>�;;'

P (T (n)(−z) ≤ t) → P (T (−z) ≤ t), &>�;5'

�� n → ∞�

��� ������� �����!	��� 	! ��������	���	� ������

�� 	
�
 
��	��� �� ������ 	
� *������+��� ���	���
�	��� ��
��	
 	� ������ 	
�

�����
 �� 
����� "���������	���
 �� � 
������!�����	��� ()�� ������ *� 

���

��
	���	 ���
����
 	� �����������	 ��� ����������� ����	�� ��� ��	 ��	���
� "�	

����	�� ��	���
 &
��
 �
 ��������� ���� ��	���
' ��� "� ������� 
���������

����� #
�
��� ���
���

: ����	�� ��	��� �
 � ������	��� 	
�	 ���
 e1 �� 	
� ����� �� 	
� ���������� 
	���


�
 ������

�� �� ��������

�� � ����� H "����� � ��	���	� 	��� T � ��	
 �����$

��������� ��	
�� �����	�� �	 	
� �����	 �� ���

��� �� �	 	
� ��	���	� 	��� T �

*� ���� ������ 	
� �����
 �� �����������	 ��� ����������� ����	�� ��	���
 ���

����	� "� EDOD ��� EDID 	
� ��
���	��� �����
 �����
������� 	� ������	

�	 ��	���	�� *� ��
� ���
���� 	
� :������� ���
��� �� 	
� �����������	 ����	��

��	��� &����	�� "� ADID' 	
�	 ���
 ��	 �	 	
� �����	 �� ���

��� 	
� "�������

� ����� �� ����� ��  ������% (�-�.� "���� (�-�0�
� "1�
 ������� �� ������ �� 	
��  2��� ,�	� )*3+� �� 456 �� �	� "1�
 ������� ��� ���	�

���� ��� �� �������� ��	��� �� ������	� �
��  "1�
 ��������� ��� 	�� �������� 7������

��������� ����� 	� � �����
�
 8��� ��	�������	�� ����	�
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�
� ��������� ��
��	 ����
 	
� (������ 	���
����
 �� 	
� ����	�� �����
 �
�� S0 >

H � .���	� "� f̂ 	
� (������ 	���
���� �� f 1

f̂(q) =

∫ ∞

0

e−qtf(t)dt.

-����
�����  � �� .� q > 0 ��
 H < S0 
� 	��
� �	��

ÊDID(q) =
1

q + r

k−∑
j=1

A−
j

(
S0

H

)ρ−j
,

ÂDID(q) =
q + r

q
ÊDID(q), ÊDOD(q) =

1

q + r
− ÊDID(q).

�	��� ρ−
j = ρ−

j (q + r)�

-���" �" -����
�����  � ��  ���� 	
� ��
���

 ��	� �� ��	��� �
 �

���� 	� "�

���
	��	 ��� �#��� 	� r� �	 ������
 "� 
	������ �����"�	���� ������� �������	


	
�	 	
� ����� �� 	
� ����������� ����	�� ��	��� �
 ����� "�

EDID(T ) = EDID(T ; S0, H) = e−rT P [XT ≤ log(H/S0)], &>�;7'

�
��� �� 
��� 
��	�
�� 	� ����
����� :�
�� �� �� ����	� 	
� ����"������ h =

log(H/S0) 	
��

ADID(T ) = ADID(T ; S0, H) = E[e−rT (h)1{XT ≤h}].

������ ��� 	
� (������ 	���
����
 �� 	
�
� �!���

���
 �� T ��� ���"����� ��	


	
� ��
	���

��� ��
	��"�	���
 ����� ��  ��	��� <�7 �� ��� �� h < 01

ÊDID(q) =

∫ ∞

0

e−(q+r)T P [XT ≤ h]dT =

∫ ∞

0

e−(q+r)T P [T (h) ≤ T ]dT

=
1

q + r

∫ ∞

−h

k−∑
j=1

A−
j (−ρ−

j )eρ−j ydy =
1

q + r

k−∑
j=1

A−
j e−ρ−j h,

ÂDID(q) =

∫ ∞

0

e−qT E[e−rT (h)1{XT ≤H}]dT = E

[∫ ∞

0

e−qT−rT (h)1{T (h)≤T}dt

]
=

1

q
E[e−(q+r)T (h)] =

q + r

q

∫ ∞

0

e−qT{e−rT P [T (h) ≤ T ]}dT.

�
� ��
	 ����	�	� ������
 "� ��	��� 	
�	 EDOD = e−rT − EDID� �

<6
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����� $���	��%� ��� 	���	�
� �%� ���
���

: �����������	 ��	 ���
 ��	 �	 ��	���	� T 	
� 
	���� K ��

 	
� ����� �� 	
�


	��� ST &�� 	
�
 ��$������ �
 ��
�	���' ��	
 	
� ����� ���	��� 	
�	 	
� ��	 �


���	
��

 �� 	
� ����� �� 	
� 
	��� 
�
 "��� "���� � ����� H "� 	��� T � �� 	
� ��!	

��
��	 �� ������ 	
� (������ 	���
���� �� 	
� ��	���	� T �� �����������	 ��	

DOP (T ) = DOP (T ; S0, K, H)� �
� ����� �� 	
� ����������� ��	 �
 ���
��	��

�� :������! >�=�;�

-����
�����  � �� ��� q > 0 ��
 ��
�� �	� ��������
�� h = log(H/S0)� �	� ����

���
)� � = log(K/S0)�  	�� 
� 	��
� �	��

D̂OP (q) =
1

q + r
KC(0)(�, h) − S0

q + r
C(1)(�, h),

�	���� 
� h < � < 0�

C(b)(�, h) =
k−∑
j=1

k+∑
i=1

ρ+
i (−ρ−

j )

(ρ−
j − ρ+

i )(b − ρ+
i )

A+
i A−

j (e(b−ρ+
i )
+(ρ+

i −ρ−j )h − e(b−ρ−j )
)

+

(
1 −

k+∑
i=1

b

b − ρ+
i

A+
i

)
k−∑
j=1

A−
j

(−ρ−
j )

ρ−
j − b

(e(b−ρ−j )h − e(b−ρ−j )
)

��
� 
� h < 0 < ��

C(b)(�, h) =
k−∑
j=1

k+∑
i=1

ρ+
i (−ρ−

j )

(ρ−
j − ρ+

i )(b − ρ+
i )

A+
i A−

j e(b−ρ+
i )
(e(ρ+

i −ρ−j )h − 1)

+

(
1 −

k+∑
i=1

b

b − ρ+
i

A+
i

)(
1 +

k−∑
j=1

A−
j

(
(−ρ−

j )

ρ−
j − b

e(b−ρ−j )h − b

ρ−
j − b

))

+

(
1 −

k−∑
j=1

A−
j

)
k+∑
i=1

ρ+
i

b − ρ+
i

A+
i e(b−ρ+

i )
,

�
�	 ρ+
i = ρ+

i (q + r) ��
 ρ−
j = ρ−

j (q + r)�

�	 �
 ��
� 	� �
��� 	
�	 �� 	
� ��
� �� �!�����	��� ������ ��� �������� /���


&n± = 1' 	
�
 ��
��	 �����
 ��	
 	
�
� �"	����� "� 8�� F *��� G<=H ���  ���

GA;H�

<;
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-���" �" -����
�����  � �� �� 	
� 	
���� �� �����"�	������������ �	 ������


	
�	 �� ��"�	��������� ����� ��� 	
� �����������	 "���������	��� �
 ����� "�

DOP (T ; S0, K, H) = e−rT E[(K − ST )+1{ST >H}]

= e−rT KP [XT > h, XT < �]

−e−rT S0E[eXT 1{XT >h,XT <
}], &>�;>'

�
��� 	
� ����"������ h = log(H/S0) ��� 	
� ����
	���� � = log(K/S0)� .���	���

"� τ = τ(q + r) �� ����������	 ������ 	��� ��	
 �� �!�����	��� ��
	��"�	���

��	
 ������	�� q + r� 	
� (������ 	���
���� D̂OP (q) �� DOP (T ; S0, K, H) ���

"� ������	�� �����
��	�� �


D̂OP (q) = K

∫ ∞

0

e−(q+r)T P [XT > h, XT < �]dT

−S0

∫ ∞

0

e−(q+r)T E[eXT 1{XT >h, XT <
}]dT

=
K

q + r
P [Xτ > h, Xτ < �] − S0

q + r
E[eXτ 1{Xτ >h, Xτ <
}]. &>�;<'

�� �������	� 	
� #���	�	��


C(b)(h, �) := E[ebXτ 1{Xτ >h, Xτ <
}]

g(y, b) := E[ebXτ 1{Xτ <y}]

�� 

��� ������ 	� 	
� ��������� 	�� ��� ������	��
1

&�' Xτ ��� Xτ − Xτ ��� ����������	 ���

&��' 	
� ����
 (Xτ , Xτ − Xτ ) ��� (Xτ − Xτ ,−Xτ ) ��� ����	������ ��
	��"�	���

�� ���� �� &�' �	 ������
 	
�	

C(b)(h, �) = E[eb(Xτ−Xτ )ebXτ 1{−min{k,0}<−Xτ<−h}1{Xτ−Xτ +Xτ <k}]

=

∫ −h

−min{k,0}
e−byE[eb(Xτ−Xτ )1{Xτ−Xτ <k+y}]P (−Xτ ∈ dy)

=

∫ −h

−min{
,0}
e−byg(� + y, b)f−Xτ

(y)dy + g(�, b)P [Xτ = 0],

<5
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�
��� �� 
��� �
�� ������	� &��' �� 	
� ��
	 ����� ��
��	��� 	
� �!�����	 ���� ��

	
� ��
	��"�	��� �� Xτ � �� ��� 	
�	 ��� y > 0

g(y, b) =

∫ y

0+

ebzfXτ
(z)dz + P [Xτ = 0]

=
k+∑
i=1

ρ+
i

b − ρ+
i

A+
i (e(b−ρ+

i )y − 1) + 1 −
k+∑
i=1

A+
i .

�
� ��!	 
	�� �
 	� ��	����	� g(� + y, b) �����
	 f−Xτ
� �� � < 0� 	
�
 �����


C(b)(h, �) =

k−∑
j=1

k+∑
i=1

ρ+
i (−ρ−

j )

b − ρ+
i

A+
i A−

j

∫ −h

−


(e(b−ρ+
i )(
+y)+(ρ−j −b)y − e(ρ−j −b)y)dy

+

(
1 −

k+∑
i=1

A+
i

)
k−∑
j=1

A−
j (−ρ−

j )

∫ −h

−


e(ρ−j −b)ydy,

��� �� 	
� ��
� 	
�	 � > 0� �	 
���
 	
�	

C(b)(h, �) =

k−∑
j=1

k+∑
i=1

ρ+
i (−ρ−

j )

b − ρ+
i

A+
i A−

j

∫ −h

0

(e(b−ρ+
i )(
+y)+(ρ−j −b)y − e(ρ−j −b)y)dy

+

(
1 −

k+∑
i=1

A+
i

)
k−∑
j=1

A−
j (−ρ−

j )

∫ −h

0

e(ρ−j −b)ydy

+

(
1 −

k−∑
j=1

A−
j

)(
k+∑
i=1

ρ+
i

b − ρ+
i

A+
i (e(b−ρ+

i )
 − 1) + 1 −
k+∑
i=1

A+
i

)
.

�	 �
 	
�� � 
	����
	������� ��		�� �� 
��� �������
 	� ������ �	 	
� 
	�	��

�!���

���
� �

��' (���#������ �������������

�
� �����	���� �������� ��� 	
� "������ ��� ����	�� �����
 �� 	
� �������
 
��	���


����
	 	
� ��

�"���	� �� �������	��� 	
� �����
������� 
��
�	���	��
 "� �����	 ����

�����	��	���� �� 	
�
 
��	��� �� ���� 	
�
 ���� �����
� "� ��������� ��������	�

��
��	
� �
� ���	� ��� ����� 
��
�	���	��
 �� 	
� ��	��� ����� ��	
 ��
���	 	� 	
�

���	��� 
	��� ����� S0 ���� "� ����	�� "�

∆V =
∂V

∂S0
, ΓV =

∂2V

∂S2
0

,

<7
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�
��� V = V (T, S0) �
 	
� ����� ����	��� �� 	
� ��	��� ����� ���
�����	���

&����	�� �� �����������	 ��	'� �
� 
��
�	���	� ΘV ��	
 ��
���	 	� 	
� ��	���	�

T &	
� 	
�	�' �
 ������ "� � ����	��� 	
�	 
�	�
��


V (T ) − V (0) =

∫ T

0

ΘV (s)ds,

��� ��� T > 0� �� V �
 ���	�����
�� ��$����	��"�� ��	
 ��
���	 	� T 	
�� 	
�


�����	��� �
 �#�������	 	� ΘV = ∂V/∂T. �
� ��
	 ��
��	 �� 	
�
 �����	��� �������


	
� 	
�	� �� � ����	�� ��	����

$
���  �,�� ��� X �� � ������� ���� ������� ��� �� ���� ��  	��� ��� q > 0�

S0 > H ��
 T > 0�

Θ̂EDID(q) = qÊDID(q),

ΘADID(T ) = ΘEDID(T ) + rEDID(T ).

-���" �" $
���  �,��  ���� 	
� ��� F : [0,∞) → [0,∞) ����� "� F (t) =

P (T (x) ≤ t) �
 �� ������
��� ����	��� ��	
 F (0) = 0 �	 
���
 	
�	∫ ∞

0

e−qtdF (t) = q

∫ ∞

0

e−qtF (t)dt. &>�;B'

���	
��� (���� >=�7 ��  �	� G@AH ������
 	
�	 P (T (h) = t) = 0 ��� h < 0� t > 0�

��� ()�� �����

�
 X ��	 �� 	��� :� 
� 	
�	 F �
 ���	�����
� �� �� ����	� "� f

� ���
�	� �� F �	 ������
 	
�	 f̂(q) = qF̂ (q)� �� ���� �� 	
� ���� �� 	
� �����$ ��

	
� ����	�� �� ������ 	
�	

Θ̂EDID(q) = (q + r)ÊDID(q) − rÊDID,

��� 	
� �

��	��� ������
� �
� 
����� �#��	��� ������
 ���� 	
� ����	��� "�	����

EDID ��� ADID ����� �� 0����
�	��� >�>�;� �

�� 	
� ��
� �� � ,��

��� ��������	 σ > 0 ������� ��
��	
 ��� ������"�� �� 	
� ��	�

���	��� ��������� 	
� 
���	
��

 ��� ��������	� �� 	
� 
���	���
 �� ���	��� ��	�����

��$����	��� �#��	���
 	
�	 ������ "� 	
� ��������8�� �����
��	�	���� 	
�	 	
�

����� ����	���
 �� 	
� "���������	���
 ��� 
���	
 &
�� ���
��

�� F (���
 G;7H

��� ,������ F -������ G>BH'�

<>



 �, '���������� 

�
�������



-��� 
����������� ��� � 
������!�����	��� ()�� �����

 ��	
 σ > 0 �	 
���
 	
�	

F ��	
 F : (t, h) 	→ P (Xτ ≤ h) �
 �� ������	 �� C1,2((0,∞) × (−∞, 0)) ���

G : (t, h, k) 	→ P (Xτ > h, Xτ < k) 
�	�
��
 G ∈ C1,2,2((0,∞) × (−∞, 0)2)� ��

���� �� 	
� ���"�"���
	�� �����
��	�	���
 &>�;7' ��� &>�;>'� 	
�
 ��
��	 �����	��

������
 	
�	 	
� ���	� ��� ����� �� EDID ��� DOP ��� ���� ������� �
�

(������ 	���
����
 �� 	
� ���	� ��� ����� �� EDID ��� ����� �
 ������
1

-����
�����  �,�� *������ X 
� � 	�������������
�� ���� ������� �
�	 σ > 0

��
 ��� q > 0 ��
 H < S0�  	�� �� 	���

∆̂EDID(q) =
1

q + r

1

S0

k−∑
j=1

ρ−
j A−

j (S0/H)ρ−j ,

Γ̂EDID(q) =
1

q + r

1

S2
0

k−∑
j=1

ρ−
j (ρ−

j − 1)A−
j (S0/H)ρ−j .

-���" �" -����
�����  �,�� (�		��� H < c < S0� 	
� ��������	�� 	
����� ��

�������
 ������
 	
�	

∂

∂S0
ÊDID(q) =

∂

∂S0

∫ ∞

0

∫ S0

c

∆EDID(t, y)dydt

=
∂

∂S0

∫ S0

c

∫ ∞

0

∆EDID(t, y)dtdy = ∆̂EDID(q),

�
��� 	
� �
���� �� 	
� ����� �� ��	����	��� �
 /�
	���� &"� ��"���9
 	
�����'


���� ∆EDID ≥ 0� ��� 	
� ��
	 �#����	� ������
 
����

ÊDID(q) = ÊDID(q; S0)

�
 ���	�����
�� ��$����	��"�� �
 � ����	��� �� S0� �
� ���� �� 	
� ���	� ������


��� ���� 0����
�	��� >�>�;� �
� ��
��	 ��� 	
� ����� ������
 "� 
������ ���
�����

�
 �"���� �
��� 	
� ��	���
���� �� ��	����	��� �
 /�
	���� 
���� e−qt|ΓEDID(t, S0)|
�
 ������	�� "� �� ��	����"�� ����	��� &�� (0,∞) × (c, S0)'�

�� 

�� 	
� ��		�� ���	 �� ��	� ��
	 	
�	 
���� EDID �
 
���	
 �����
 �	 
�	�
�

��
 	
� ���	��� ��	�������$����	��� �#��	��� 	
�	 ����
 �� 	���
 �� 	
� ,����
 ��

EDID �
[
Θ + σ2

2
S2Γ + µS∆ − (λ+ + λ− + r)EDID

]
(t, S) + I(t, S) = 0,

<<



 �, '���������� 

�
�������



��� t > 0, S > H > 0� ��	
 "������� �����
 EDID(t, S) = 1 ��� S ≤ H, t ∈
(0, T ]� ��� EDID(0, S) = 1 �� S ≤ H � ��� 4��� �	
����
�� +��� I �
 	
� ���������

���	 �� 	
� ������	��� ����� "�

I(t, S) =

∫ ∞

−∞
EDID(t, Sey)k(y)dy.

 ���� EDID ≤ 1 ��� 	
� ���
��� k(y)dy 
�
 ���	� ��

� �	 	
�
 ������
 	
�	

|ΓEDID(t, S)| ≤ C(1 + |∆EDID(t, S)| + |ΘEDID(t, S)|),

��� 
��� ���
	��	 C� ���	
��� �
 ∆EDID ≥ 0� 	
� ��	�����∫ ∞

0

∫ x

c

e−qt|∆EDID(t, y)|dydt

�
 ��� H < c < x �#��� 	� ∫ x

c

∆̂EDID(t, y)dy,

�
��
 �
 ���	� �� ���� �� 	
� ���� �� 	
� ���	��  ��������� �	 ������
 	
�	∫ ∞

0

∫ x

c

e−qt|Θ(t, y)|dy < ∞

��� 	
� ����� �
 ������	�� �

,���� 	
� 
��
�	���	��
 �� EDID� 	
�
� �� ADID ��� �������	�� �
 ������
1

'��������  �,�� ��� σ > 0� ��� q > 0 ��
 H < S0 
� 	��
� �	��

∆ADID(T ) = ∆EDID(T ) + r

∫ T

0

∆EDID(s)ds,

ΓADID(T ) = ΓEDID(T ) + r

∫ T

0

ΓEDID(s)ds.

-���" �" '��������  �,�� �
� �

��	���
 ������ 	
� ����	��� "�	���� EDID ���

ADID ����� �� 0����
�	��� >�>�;� ��� �
��� 	
�	 f̂(q)/q �
 	
� (������ 	���
����

��
∫ T

0
f(s)ds� �

��������� �� ��������
 �������
� 
������ �������� ��� "� ������� ��� 	
� 
��
��

	���	��
 �� �����������	 ��	 ��	���
E 	
� ��
��	
 ��� �����	�� �� :������! >�=�5�

<B



 �; (��
����� �

���


��) *#������� ���#���

*
�� 	
� ����
	��������� �����

 �
 �������� "� � ��������
�� 
������!�����	���

()�� �����

� �� �
� 	
� ��������� ������	
� 	� �����	� 
����� "���������	���

�����
 ��� �����
������� 
��
�	���	��
1

!������	�

�� ��������	
� 
�� 
	�
�
 ���� �����
� �� 	 �������������
�	� �����
��

�� �	����	
� 
�� �	��	�� 
�	������� �� ������ 	�� �����
���
��� ����



�� ������	� �� ���
���� ��� 	�� ����

 � ����� 	 �	��	�� ��������� 	�
���
�� 
� 
�� �����
 �� �
�� ��

'���
��


:� ;�  �������� �
 �� :
��

�� �� ��� GAH �� 
������� 	
� ���� �� 	
� ����


�	� &>�<' "� �!��� 	
� ���"�� �� �!�����	���
 n± ��� 	
� ���� /����
�4�


(α+
i )−1, (α−

j )−1 ��� 	
�� �
��� � ���
	�
#����
 ������	
� 	� ��	������ 	
� �����


�� 	
� ��������� ������	��
 p+
i � p−j ��� λ+

i � λ−
j 	
�	 ������
� 	
� 
#����� ��
�

	���� "�	���� 	
� ���
�	� &>�<' ��� 	
� 	����	 ���
�	�� �� ������� 	
� ��������

�� 	
� �	 ��� ����� ������ ��	
��
 ���� 	
� �����!���	��� 	
���� �� �����������

����	���
� �� ��	����	����� ������ 	
� �������
 ��������� "� �������� F *
�		

G>;H�

:� 5� �
� ���	
 �� 	
� �
����	���
	�� �!�����	 	
�	 ������ �� 	
� ������

��� �� 	
� (������ 	���
����
 ���� �������	�� �
��� (�������9
 ��	
�� &
�� ����

2�������� K�����
 G@>H'�

:� 7� �
� #���	�	� �� ��	���
	 V ��� "� �!���

�� �� 	���
 �� 	
� (������

	���
���� V̂ (q) "� 	
� �������
 ��	�����

V (T ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eqT V̂ (q)dq. &>�;@'

�� ������	� 	
� ��	����� &>�;@' �� �������� 	
� ������	
� ����
	���	�� "� :"�	�

F *
�		 G5H� �
��
 �
 "�
�� �� �����!���	��� �� 	
� ��	����� &>�;@' "� ?����


����	��� ��	
 	
� 	����4��� ���� 	
�	 ����
 	� 	
� 
����


V (T ) ≈
M∑

k=0

(
m

k

)
2−msN+k(T ),

<@



 �; (��
����� �

���


�
���

sn(T ) =
eA/2

2T
K�

[
V̂

(
A

2T

)]
+

eA/2

2T

n∑
k=1

(−1)kK�

[
V̂

(
A + 2kπi

2T

)]
.

:"�	� F *
�		 G5H ��������� 	
� �����
1 M = 15� N = 11� A = 18.4� �
��� N



���� "� ������
�� �� ����

����

*� 
��� ��������	�� 	
� �"��� ������	
� �� 	
� ���	�!	 �� � �������� �����

&C,' ����� ��� � ������ �����
� ,��

��� &2�,' ����� 	� �������	� 	
� �����


��� 	
� 
��
�	���	��
 �� ����	�� "���������	���
 ��� �����������	 ��	 ��	���
� �
�

������	��
 �� 	
� C, ��� 2�, �����
 ���� ��	������� "� ����"��	��� 	
� �����


	� �����	 #��	��  	�!!<6? ���� �����
 �� ;B ���� 566B� �
��� 	
� ��
	 �������

	���
���� &���' ������	
� �����
�� "� ���� F -���� G57H� �
�
 ���������

������� 	
� ��������� ������	�� �����
 C = 0.925� G = 4.667� ��� M = 11.876

��� 	
� �������� ����� ������ ��� α = 8.858� β = −5.808� δ = 0.174 ��� 	
�

������ �����
� ,��

��� ������ *� �������� 	
�
� ������	��
 �� 	
� 
�"
�#���	

�������	���
 �� "���������	��� �����
 ��� 
��
�	���	��
�

5( α+
i 5 10 15 25 30 60 80 λ+ 5.1

p+
i 0.005 0.005 0.01 0.06 0.12 0.19 0.61 σ2 0.042

α−
j 5 10 15 25 30 60 80 λ− 6.4

p−j 0.05 0.03 0.11 0.08 0.10 0.40 0.23 µ 0.15

6 α+
i 5 10 15 25 30 60 80 λ+ 2.2

p+
i 0.003 0.007 0.21 0.08 0.26 0.19 0.25 σ2 �%���

α−
j 2 5 10 30 50 80 100 λ− 3

p−j 0.01 0.09 0.31 0.31 0.10 0.08 0.10 µ �%�7

��"�� >�;1 4�������� $��
�� ��� �#� �**��8������� �� �#� 6 �C = 0.925, G =

4.667,M = 11.876� ��� 5( �α = 8.858, β = −5.808, δ = 0.174� �9$� ���������%

:
 �� ���	��� 
	��� 	
� ()�� ���
�	��
 �� 	
� C, ��� 2�, �����

�
 ���� �����!��

��	�� "� 
������!�����	��� ���
�	��
 �� 	
� ���� &>�<' ��	
 ����	��� ��$����	 �!�

�����	���
� 
���� ������ �
�
�
 &n+ = 7'� ��� 
���� �������� �
�
�
 &n− = 7'�

2�	� 	
�	 	
� ������	��
 α+
i ��� α−

j ��� �#��� 	� 	
� ����������
 �� 	
� ����

<A



 �; (��
����� �

���



�4�
 �� ������ ��� �������� /���
 �� 	
� &
������!�����	���' ����
	����������

��
���	������ �
� �����
 �� α+
i ��� α−

j ���� �!�� �
 �� ��"�� >�;� �
� ���������

������	��
 λ+� λ−� ��� 	
� p+
i � p−j ���� ��	������� "� �
��� � ���
	 
#����


������	
� 	� ������
� 	
� 
��
 �� 
#����
 �� 	
� ��$������ "�	���� 	
� 	����	

���
�	� ��� 	
� 
������!�����	��� ���
�	� &>�<' ���� � 	�������� ��
��� 	
� ��	���

��� [0.1, 5]� �
� ��
��	��� ������	�� �����
 �� 	
� 
������!�����	��� ���
�	� ���


������� �� ��"�� >�;�

������ ���	�
	 ���

���


����������� ��� ������

���� ����	 
	��� ����� ��	��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

% ·10 ·10 % ·10−3 ·10−3

�� ��� � !�"#$ %&'( ) ' " &' !" )&$ " ��( � * �� %� !�" *%$ �� "�( �#�& !�#�%$�#�)(

�� %#) ' !%#'$ %%*( ) * � #' !� *�$ � �*( & # �% #) !�% �'$ �% #*( �#'# !�#''$�#%�(

�� %%* � !%%%$ %��( * ' * )' !* &'$ * ##( % * �# �� !�# '%$ �# �&( �#�" !�#'#$�#%*(

'& %%) � !%%%$ %�'( * % �& ") !�* *&$ �& ��( � " �) �% !�) �%$ �) %*( �#%� !�#%�$�##�(

') %�& � !%�)$ %%#( * # �) %* !�) '&$ �) �'( # * �* "# !�) &�$ �* ")( �### !�##�$�#*�(

'� %*� � !%*�$ %#&( * ) �# �� !�# �%$ �# �)( ) ) �* #' !�* #%$ �* ))( �#&" !�#*�$�)"'(

'� �"& & !�"&$ %&*( * * �� �% !�� �)$ �� �&( * � �& ") !�& "%$ �& "*( �)�* !�)��$�)�'(

'� �%� " !�%�$ ��'( * & �� "� !�% *#$ �� ")( * � �& %# !�& %�$ �& %&( �)%& !�)%%$�)#'(

�& �)* ) !�)&$ �#&( & " �% )* !�% #'$ �% *�( * ) �& *" !�& *"$ �& *�( �)*' !�))�$�)&�(

�) #�� � !#�)$ #"#( & � �% )� !�% �&$ �% )&( * # & *& !& &�$ & *)( �*�* !�*�'$�*�"(

�� #�� � !#��$ #%�( & � �% &� !�% )%$ �% &�( * # & ## !& #&$ & #�( �*�% !�*�'$�*)"(

�� #*# � !#*&$ #)*( & % �� '" !�� "'$ �� ''( * ' & �" !& #'$ & �"( �**& !�**)$�"%(

�� )�* % !)'�$ )�'( & # �� �* !�� %"$ �� #"( ) & & %� !& %'$ & �"( �'' % !��&$��#(

"& )%) * !)��$ )%'( & * �# "" !�� *%$ �# "�( * � & �* !& %%$ & �'( ��" ) !�%�$�#�(

") ))% ' !))*$ )#&( & * �# %� !�# '#$ �# %�( ) # & �& !& %*$ & �#( �)% � !�#&$�*�(

"� )&) ) !*"'$ )&�( & � �# *% !�# #)$ �# *%( ) � & %� !& %)$ & ��( �� ' !�*)$#(

"� *�* % !*'�$ *�%( & ' �) '" !�) "�$ �) ''( ) � & %& !& ��$ & %%( � & !#$*�(

"� *�# * !*%'$ *��( * & �) �� !�) %"$ �) �)( ) * & �# !& �#$ & %�( *� " !*%$#&(

*&& *�� " !*�*$ *�"( * # �) *� !�) )'$ �) **( & � & #� !& #�$ & ��( )� " !)*$#%(

*&) *#) % !*)'$ *#%( * � �* "# !�) &&$ �* �%( & * & #% !& )"$ & #"( #) � !)%$#"(

*&� **" � !**�$ *))( * % �* '& !�* '�$ �* �#( & # & #& !& )%$ & #�( #� ) !#&$�#(

*&� *&� ' !*&#$ ***( * ' �* %& !�* %'$ �* �#( & # & )' !& )#$ & #)( #� � !##$�%(

*&� "� '� !"# %$ *&*( * � �* ## !�* #"$ �* )%( & # & )# !& *"$ & )�( #" ' !#�$��(

**& "& && !�� "$ "* '( * " �* *� !�* )�$ �* *&( & % & )& !& *�$ & )#( �& * !#�$�%(

**) �) )) !'' #$ �# �( ) & �* &% !�* *&$ �& "'( & � & *' !& *%$ & )#( #" " !#)$��(

**� '% )" !'& �$ '� �( ) * �& "# !�& "�$ �& ��( * * & *% !& *&$ & *'( #" # !#*$�)(

**� �" ** !�� �$ '& �( ) ) �& �� !�& �"$ �& ''( & ' & *# !& *&$ & *�( #� � !#&$�&(

**� �# %' !%" )$ �% *( ) ) �& '% !�& �&$ �& ��( & ' & *) !& &'$ & *)( #' � !)"$#�(

*)& %� �& !%� �$ �& &( ) � �& �' !�& ')$ �& �*( & " & *& !& &'$ & **( #� * !)�$#'(

*)) %� *# !%& *$ %% %( ) % �& �* !�& �%$ �& %�( & � & &" !& &�$ & *&( #� � !)'$#�(

��"�� >�51 �#� *����� ��� �������$����� �� � ��"�������
� *
� �� �� �8*�������� 5( 

�9$� ����� "��# ���
���� T = 1 ����, ����+� K = 3500 ��� 	������ H ��� �� 60% ��

K% �#� �������� ��� ��$����� ����� ��� ��+�� �� 	� r = 0.03 ��� d = 0% )�� ���
���
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'��������  �/�� ��� ���� ε > 0 ��� V ε(s) =
∫

V (T, y)φε(s − y)dy� �	��� φε 
�

� C2 ������
�
�� 
���
�� �
�	 ������� 
� (−ε, ε)�  	�� 
� 	��
� �	��

∆
V

(n)
ε

(S0, T ) → ∆Vε(S0, T ), Γ
V

(n)
ε

(S0, T ) → ΓVε(S0, T ),

��� S0 > H + ε, T > 0� �� n → ∞�

: 
������ 
	�	����	 
���
 ��� 	
� 	
�	�� ��������� 
���	
��� �� 
���� "� 
���	
�

��� �� 	���� 2�	� 	
�	� �� s 	→ V (T, s) �
 C1 �� (H,∞)� 	
�� ∆Vε(S0, T ) −
∆V (S0, T )� S0 > H � ��� "� ���� ��"�	������ 
���� "� �
��
��� ε 
���� �����


&
������ ������
 ����� 	� 	
� �	
�� ,����
'�

-���" �" '��������  �/�� �� ���� �� 	
� �����	��� �� V
(n)
ε ��� ��	����	���

"� ���	
 �	 ������
 	
�	

∆
V

(n)
ε

(S0, T ) =
∂

∂S0
V (n)

ε (S0, T ) =

∫
V (n)(y)φ′

ε(S0 − y)dy. &>�;='

�� 	
� ������	�� ����������� 	
����� ��� 0����
�	��� >�@�; �	 	
�
 ������
 	
�	

	
� �

 �� &>�;=' ��������
 	�∫
V (y)φ′

ε(S0 − y)dy = ∆Vε(S0, T ) �
 n → ∞.
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�
� ��"�	���� ���� �����
 �� 	
� �����
������� ��������� ����	��
 &���	���	
 	
�	

��� ��	 e1 �� �� ����� "������ �
 ���

��� ��	
�� �	 T �� �	 	
� �����	 T+(h) ��

������

���' ��� ����� "�

EUID(T ; S0, H) = e−rT P [ST > H ], AUID(T ; S0, H) = E[e−rT+h1{ST >H}],

�
��� ST = sup0≤s≤T Ss ����	�
 	
� ������� 
������� �� S �� 	� T � �
���

��
���	��� (������ 	���
����
 �� T ������ "� �������� 	
� �������� �� 	
� �����

������ ����	�� ��	���
 	� 	
� �����

 −X1

ÊUID(q) =
1

q + r

k+∑
i=1

A+
i e−ρ+

i h, ÂUID(q) =
q + r

q
ÊUID(q), h ≥ 0.

1���������� ���

�
� (������ 	���
���� D̂IP (q) �� 	
� ��"�	��������� ����� �� 	
� ����������� ��	

��	��� DIP (T ; S0, K, H) ��	
 
	���� K ��� "������ H ��� "� �������
�� �


D̂IP (q) =
K

q + r
P [Xτ < h, Xτ < k] − S0

q + r
E[eXτ 1{Xτ <h,Xτ<k}]

=
K

q + r
D(0)(h, k) − S0

q + r
D(1)(h, k),

�
��� h = log(H/S0)� k = log(K/S0) ��� D(b)(h, k) �
 ������ �


D(b)(h, k) := E[ebXτ 1{Xτ <h,Xτ<k}].

K��
����� �
 �� 0����
�	��� >�>�5� �� ��� 	
�	

D(b)(h, k) =

∫ ∞

−h

e−byE[eb(Xτ−Xτ )1{Xτ−Xτ <k+y}]P (−Xτ ∈ dy).

:�	�� 
��� �������	���
 �� ������ �	

D(b)(h, k) =

k−∑
j=1

k+∑
i=1

ρ+
i ρ−

j

(ρ−
j − ρ+

i )(b − ρ+
i )

A+
i A−

j e(b−ρ+
i )k+(ρ+

i −ρ−j )h

+

(
1 −

k+∑
i=1

b

b − ρ+
i

A+
i

)
k−∑
j=1

A−
j

ρ−
j

ρ−
j − b

e(b−ρ−j )h.
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-����
�����  ���� *������ X 
� � 	�������������
�� ���� ������� �
�	 σ > 0

��
 ��� q > 0 ��
 H < min{K, S0}�
(i) .� 	��
� �	�� Θ̂DOP (q) = qD̂OP (q) − (K − S0)

+�

(ii) .� S0 < K� 
� 	��
� �	��

∆̂DOP (q) =
k−∑
j=1

A−
j (ρ−

j )2S
ρ−j −1

0 [KB
(0)
j − B

(1)
j ],

Γ̂DOP (q) =
k−∑
j=1

A−
j (ρ−

j )2(ρ−
j − 1)S

ρ−j −2

0 [KB
(0)
j − B

(1)
j ],

�	���

B
(b)
j =

k+∑
i=1

A+
i

[
(−ρ+

i )Hρ+
i −ρ−j Kb−ρ+

i

(ρ−
j − ρ+

i )(b − ρ+
i )

+
bHb−ρ+

i

(b − ρ−
j )(b − ρ+

i )
− (−ρ+

i )Kb−ρ−j

(ρ−
j − ρ+

i )(b − ρ−
j )

]
+

1

b − ρ−
j

[Hb−ρ−j − Kb−ρ−j ].

(iii) .� K < S0� 
� 	��
� �	��

∆̂DOP (q) =

k−∑
j=1

A−
j (ρ−

j )2S
ρ−j −1

0 [KF
(0)
j − F

(1)
j ]

+

k+∑
i=1

A+
i (ρ+

i )2S
ρ+

i −1
0 [KG

(0)
i − G

(1)
i ] + δ+δ−,

Γ̂DOP (q) =
k−∑
j=1

A−
j (ρ−

j )2(ρ−
j − 1)S

ρ−j −2

0 [KF
(0)
j − F

(1)
j ]

+
k+∑
i=1

A+
i (ρ+

i )2(ρ+
i − 1)S

ρ+
i −2

0 [KG
(0)
j − G

(1)
j ],

�	��� δ+ = 1 −∑k+

i=1 A+
i

1
1−ρ+

i

��
 δ− = 1 −∑k−
j=1 A−

j
1

1−ρ−j
��


F
(b)
j =

Hb−ρ−j ρ−
j

b − ρ−
j

+
k+∑
i=1

A+
i

[
(−ρ+

i )Kb−ρ+
i Hρ+

i −ρ−j

(ρ−
j − ρ+

i )(b − ρ+
i )

− Hb−ρ−j b

(b − ρ−
j )(b − ρ+

i )

]
,

G
(b)
i =

Kb−ρ+
i

b − ρ+
i

[
k−∑
j=1

A−
j

ρ+
i

ρ−
j − ρ+

i

+ 1

]
.
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� ���
�#����� �� ��	����	��� "� ���	
 ��� 	
� ���	 	
�	 G(·, h, k) �
 ���	�����
��

��$����	��"�� �� (0,∞)� �
�
� �� 	
� (������ 	���
����
 �� 	
� ���	� ��� 	
�

����� ������ "� ��$����	��	��� 	
� �!���

���
 �� 0����
�	��� >�>�5� ��������� �

���
����� ��������
 	� 	
� ��� �� 0����
�	��� >�<�;� �

��&�� *����� �� ��� )��	 ���"�������

(�	 X "� � ��������
�� 
������!�����	��� ()�� �����

 ��� ����� X(n) �
 ��

 ��	��� <�7� *� ����� 	� ����� F  
������ G<;� �
��	�� C�H ��� ��	���
 �� 	
�

 �����
�� 	������� ��� ���� ����������� �� 
	��
�
	�� �����

�
� (�	 D(R+)

����	� 	
� 
���� �� ����������� ���
	����	�����
 ����	���
 ��	
 ���	�����	
 �� R+�

$
���  ���� X(n) �������� ���)�� �� X 
� �	� *)���)	�
 �������� �� D(R+)�

�� n → ∞�

-���" �" $
���  ���� *�	
 ������ 	� ��������� C���7�B �� ����� F  
������

G<;� �
��	�� C�H �	 ������
 	
�	 �	 �
 �#�������	 	� 

�� 	
�	 X(n)(1) ��������
 ��

��
	��"�	��� 	� X1� ��� 	
�	 	
� ��		�� �

��	��� ������
 ��

µn → µ,

∫
g(u)kn(u)du →

∫
g(u)k(u)du,

σ2
n +

∫ 1

−1

x2kn(x)dx → σ2 +

∫ 1

−1

x2k(x)dx,

��� ��� ���	�����
 "������ ����	��� g 	
�	 �
 4��� ������ 4���� �
 n → ∞� :


� ���
�#����� �� 	
� �����	���
 �� kn ��� σ2
n ����� �� &>�=' ��� &>�;6' �	 �
 ��	

��L���	 	� ������ 	
�	 	
�
� 	
��� �����	���
 ��� ������ 
�	�
���� �

$
���  ���� (X
(n)
T , X

(n)

T ) ��������� 
� 

���
���
�� �� (XT , XT )�

-���" �" $
���  ���� �	 ������
 ���� 0����
�	��� C��5�> ��� ������ C��5�7 ��

����� F  
������ G<;H 	
�	 ��� ���
 �!�� T 
��
 	
�	 ∆ω(T ) = 0� 	
� ����	���

f : D(R+) → R ����� "�

f : ω 	→ (ω(T ), sup{max{ω(s), 0}, s ≤ T )
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 ���	�����
 &�� 	
�  �����
�� 	�������'� �� ���	������� �� ω(n) → ω �� 	
�

 �����
�� 	�������� 	
�� f(ω(n)) → f(ω)� �
 n → ∞� �� ���� �� 	
� ���	 	
�	

()�� �����

�
 ��� ���	�����
 �	 ���
 �!�� 	��� ����
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P (∆XT �= 0) = 0,

��� 	
� �

��	�� ����������� ������
 �� ���� �� (���� >�=�;� �

-���" �" -����
�����  ���� �
� ����������� �� (X(n)(T ), X
(n)

(T )) �
 ������

�� (���� >�=�5� �� X �
 ��	 �� 	��� :� �	 �
 

��� �� (���� >=�7 ��  �	�G@AH

	
�	 XT ��� −XT ��� ���	�����
 ������ �����"��
 �� (0,∞) &��	
 ��

�"�� ��

�	�� �� 4��� �� X �
 �� "������ �����	���'� �
� 
	�	����	 &>�;;' 	
�
 ������
 ��

���� �� 	
� ���	����	� 	
������  ����

P (T (x) ≤ T ) = P (XT ≤ x),
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��� �
 �� ������ ���
�"��� �
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 	�
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�� ����
	���	�� ��� �
 ���	 ��� ��	��� ��
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��  ��	��� <�5 �� ����� 	
� 
������!�����	��� ����	��� ����� ��� ���
��	 �	
 ���

�����	��� 	� ?������� ���� ��	��� �������� ��  ��	���
 <�7 ��� <�> �� ������ 
����

�����	���� �!���

���
 ��� 	
� ��
	���

��� ���"�"���	��
 �� � 
������!�����	���

����	��� �����

 �� 	���
 �� � ��	��! *������+��� ���	���
�	���� ��� ��� 	
�

�����
 ��� ,����
 �� "���������	���
� ��  ��	��� <�< �� ���
��	 ��������� ��
��	
�

'�� �	���

����� �	
���

+���� '��
�
"� ���������

*� ���
���� � 
	��� ����� �����

 S �������� ��� t ≥ 0 �
 	
� �!�����	���

St = S0 exp(Xt) �� �� ����	��� �����

 X� ����������� �� ����	��� �����

 ��� "�

��
���"�� �
 � ()�� �����

 ��	
 	������������	 �
����	���
	��
 ��� �#�������	���

�
 � �����

 ��	
 ����������	 "�	 ����
	�	������ ��������	
� *� "���%� ������

"���� 
��� ��� ������	��
 �� ����	��� �����

�
� ��� ���	
�� "��������� �� ���

��	��� �����

�
 ��� 	
��� �������	���
 �� ������� �� ����� 	
� ������ 	�  �	� G@AH

��� 	� ���	 F ������ G76H�

:� ����	��� �����

 ��� "� ������ ���� �������� �
 ������
�

1
������� ,���� ��� � �
��� T > 0� X = {Xt, t ∈ [0, T ]} 
� �� �


�
�� �������
�� R 
� �	� ������
�� ���

�
��� ��� ���
���
�

(i) X0 = 0�

(ii) ��� ��� ��
�� ����
�
�� 0 ≤ t0 < t1 · · · < tk ≤ T � �	� ���
�� ���
�����

Xtk − Xtk−1
, · · · , Xt0 ��� 
�
����
����

(iii)  	� ������ ���	� t 	→ Xt 	��� �'
�'� ��

����
��� ������ �������
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�� X �
 �� ����	��� �����

� 	
��� ��� ����� t ∈ [0, T ]� Xt 
�
 �� �����	��� ����
�"��

��
	��"�	��� ��	
 ()�� 	�����	 (Mt, Σ
2
t , Λt)E 	
�	 �
� 	
� �
����	���
	�� ����	��� ��

Xt �
 ����� "� Φt(u) = exp[Ψt(u) ]�

:�������� 	� 	
� ()���8
��	�
��� �������� Ψt �
 	
� �
����	���
	�� �!�����	 �����

"�

Ψt(u) = iuMt − Σ2
t

2
u2 +

∫ 1

−1

{
eiux − 1 − iux1{|x|<1}

}
Λt(dx),

��	
 Mt� Σt ∈ R� ��� �
��� Λt 	
� ()�� ���
��� 
�	�
��
 	
� ��	����"���	�

���
	����	 ∫
(1 ∧ x2)Λt(dx) < ∞.

�
� ��� �� 	
� ����	��� �����

 {Xt, t ∈ [0, T ]} �
 ��	������� "� 	
� ������ �� ()��

	�����	
 {(Mt, Σ
2
t , Λt) ��� t ∈ [0, T ]}� �� 	
� ()�� 	�����	
 ��� 	��������������	� X

�
 � ()�� �����

� �� 	
� ����	��� �����

 
�
 �"
���	��� ���	�����
 �
����	���
	��
�

	
� ()�� 	�����	
 	��� 	
� �!�����	 ����

Mt =

∫ t

0

µ(s)ds, Σ2
t =

∫ t

0

σ2(s)ds,

Λt(B) =

∫ t

0

∫
B

g(s, x)dxds ��� ����� 
�	
 B,

�
��� µ, σ2 : [0, T ] → R ��� g : [0, T ] × R → R ��� ��	����"�� ����	���
� ��	
 g

��� σ2 ��������	���� *� ���� 	
� ����	���
 (µ, σ2, g) 	
� ����� 	�����	 �� X�

*� �

��� 	
�	 �� 
��� "��� ����� ��	������
	�� ��	����"�� ����	���
 r(t) ���

d(t) �����
��	��� 	
� 

��	 ��	� ��� 	
� �������� ������ ��� 	
�	 	
� �
����	���
	��

�!�����	 �� Xt 
�	�
��


Ψt(−i) =

∫ t

0

[r(s) − d(s)]ds, &<�;'

�� �#�������	��

µ(t) +
σ2(t)

2
+

∫ ∞

−∞
[ex − 1 − 1{|x|<1}x]g(t, x)dx = r(t) − d(t). &<�5'

�	 ������
 	
�	 	
� ��
����	�� �����

 �
 � ���	������ �� ��� ���� �� &<�;' &���

�#�������	��� &<�5'' 
���
�
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X �
��
 �
 
������� "� �	
 ����� 	�����	 (µ, σ2, g) �
��� g �
 ����� "�

g(t, x) =
n+∑
k=1

π+
k (t)α+

k (t)e−α+
k (t)x1{x>0} +

n−∑
j=1

π−
j (t)α−

j (t)e−α−
j (t)|x|1{x<0},

�
��� π±
k (t) ��� α±

k (t) ��� ��������	���� �
� ���	�����
 ���	 �� X ���
�
	
 ��

� ��$�
��� ��	
 	������������	 ����	 µ(t) ��� ����	���	� σ(t)� �
� /��� ���	 ��

X �
 �� ���	� ��	���	� ��� ����
 �� ��
���������
 �������� 0��

�� �����



�
��� ��
�	��� ��� ����	��� /���
 ����� �	 	
� ��	�


λ+(t) :=

n+∑
k=1

π+
k (t) ��� λ−(t) :=

n−∑
j=1

π−
j (t),

��� 	
� /����
�4�
 ��� ��
	��"�	�� ��������� 	� � 
������!�����	��� ��
	��"�	����

 ���� ������ ����� �������	
 ��� ��	��	����� �������� "� 	
� ��$�
��� ���	�

�
����
 
����� �
����
 �� 	
� ����� ��� ���	���� "� 	
� /�������	 �� X� �� ��

	��� n± = 1� 	
� /����
�4�
 ��� �!�����	��������
	��"�	��� ��� 	
�
 ����� ������


	� �� �!	��
��� �� 	
� 8�� ����� ��	
 	������������	 ������	��
�

+���� *
���)
�� �������� ����������

�� ������ 	
� �����
��� �� 	
� ������"�� ������	�� 
�	� �� 	��� 	
� ����	���


µ(t), σ(t) ��� g(t, ·) 	� "� �������
� ���
	��	� ,���� 	
�	 �� 
��� � ���	� 
�	

�� ?������� ���� ��	���
 ��	
 ��$����	 ��	���	��
 T1, . . . , TN � �� 	��� 	
� �����

������	��
 	� "� ���
	��	 "�	���� 	
� ��$����	 ��	���	��
 Ti� �
�� ��� ��� t ∈
(Ti−1, Ti]� &��	
 T0 = 0' �� 
�	

µ(t) = µ(i), σ2(t) = σ2(i), g(t, x) = g(i)(x), i = 1, . . . , N. &<�7'

��� t ∈ (Ti−1, Ti] 	
� �
����	���
	�� �!�����	 �� Xt − XTi−1
�
 ����� "�

ΨTi−1,t(u) =: Ψ(i)(u),

�
���

Ψ(i)(u) = µ(i)ui−σ2(i)

2
u2+

n+∑
k=1

π
+(i)
k

(
ui

α
+(i)
k − ui

)
−

n−∑
j=1

π
−(i)
j

(
ui

α
−(i)
j + ui

)
. &<�>'
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'�� &������������ ��	����������

�
� ����� �� � ����	�� "���������	��� ��� "� �!���

�� �� 	���
 �� 	
� ��
	��"�	���

F (+)(x; T ) = P (XT ≤ x)

�� 	
� ������� 
�������

XT = sup
s≤T

Xs

�� X� �� �#�������	��� 	
� ��
	��"�	��� �� 	
� ��
	���

��� 	���

T+(x) = inf{t ≥ 0 : Xt > x}

�
��
 �
 ����	�� 	� F (+) "�

P (T+(x) ≤ T ) = 1 − F (+)(x; T ).

*
����
 ��� � ()�� �����

 	
� ��
	��"�	���
 �� 	
� ������ ��� 
������� ���

������ 	� 	
� �
����	���
	�� �!�����	 "� 	
� 
�������� *������+��� ���	���
�	����


��
 � ��
��	 ���
 ��	 �!�
	 ��� ������� ����	��� �����

�
� "����
� �� 	
� 	����

���������� �� 	
� ������	��
� +������� �� 	
� ��
� �� �������
� ���
	��	 ������

�	��
� 	
� 	�����	 �
����
 ���� �	 ��	������
	�� 	���
� 
� 	
�	 �
 � ���
�#�����

	
� ��
	��"�	��� ����	���

F (+)(x) = F (+)(x; T (1), . . . , T (N)),

���� ������
 �� 	
� ��	���/��� 	���
 T (i) = Ti − Ti−1 &��	
 T0 = 0'� �� 	
�


��
�� �
 �� 

�� "����� 	
� N������
����� (������ 	���
���� G(+)(x,q) �� F (+)�

����� "�

G(+)(x,q) =

∫
e−(q1u1+···+qNuN )F (+)(x; u1, . . . , uN)du1 · · ·duN ,

�
��� q = (q1, . . . , qN)� �
 �!���

�� �!�����	�� �� 	���
 �� � ��	��! *������+���

���	���
�	���� �� 
	�	� 	
�
 ��
��	 �� ���� 	� ��	������ 
��� ���	
�� ��	�	����

��� ��� ���	�� v = (v1, . . . , vn)� �� ����	� "� ∆v 	
� �������� ��	��! ∆v =

(vi, i = 1, . . . , n)diag� (�	 Q "� 	
� N(1+n+ +n−)×N(1+n+ +n−) ��	��! �����

�� "���� ��	�	��� "�

Q =

(
H+ D−

C− T−

)
, &<�<'
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�
���

H+ =

(
G − ∆λ b+

t+ T+

)
. &<�B'

+��� λ = (λ+
i + λ−

i , i = 1, . . . , N)� ��� G ��� b+ ��� 	
� N × N ��� N × Nn+

��	����
 �� "���� ��	�	��� ����� "�

G =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−q1 q1

−q2 q2

� � �

−qN−1 qN−1

−qN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , b+ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
π+(1)

π+(2)

� � �

π+(N)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

&<�@'

+��� π+(i) �
 	
� �������	�� π+(i) = (π
+(i)
l , l = 1, . . . , n)� ��� �
��� t+� T+ ���

����� "�

T+ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−∆α+

−∆α+

� � �

−∆α+

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , t+ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α+

α+

� � �

α+

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , &<�A'

�
��� α+ �
 	
� ����������	�� α+ = (α+
i , i = 1, . . . , n+)′� ���

C− =
(
t− O−

)
, D− =

(
b−

O+

)
, &<�='

�
��� O± ��� n±N × n±N 4��� ��	����
� ��� b−� T−� ��� t− ��� ����� "� &<�@'

��� &<�A' ��	
 π+(i) ��� α+ �������� "� π−(i) ��� α−� �
� ��	��! Q �
 �

������	�� ��	��!� 	
�	 �
� � 
#���� ��	��! ��	
 ��������	��� �$��������� ������	


��� ������
�	��� ��� 
��
� ��� �����
 � -����� �
���� �
�
 -����� �
��� �


�

����	�� 	� � �������
�	��� ��� ��"������ �� 	
� ����	��� �����

 X �
��
 ����

"� ����
	��	�� ��	
 � ������	� �!����� "����� *� ������ 	
�	 � 
�"����"�"���	�

��	��! �
 � ��	��! ��	
 ��������	��� ������	
 ��� ��� 
��
 ��	 ������ 	
�� ����

�� �������� 	
� ��	��! *������+��� ���	���
�	��� ��
��	
 �� ����� F 0�
	����


G<>H 	� 	
� ������	 
�		��� �� ������ �	 	
� ��������� ������
����

)	
��
� ,���� .� 	��
� �	��

G(+)(x, q) =
1

q1 . . . qN

× [1 − e′1e
Q+x1

]
, &<�;6'

@A
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�	���

e′
1 = (1, 0, . . . , 0) ��
 1 = (1, . . . , 1)′.

Q+ 
� �� N(1 + n+) × N(1 + n+) ��������� ����
� �	�� �����	�� �
�	 η+ ��

Nn− × N(1 + n+) ����������
�
�� ����
�� ������ �	� ������ �� ����
� �����
���

1

2
S2Q2

+ − V +Q+ + H+ + D−η+ = O, &<�;;'

−η+Q+ + C− + T−η+ = O. &<�;5'

1��� �	� O-� ��� $��� ����
��� �� �������
��� �
$��� ��
 
� ����) �����
�� �� 	���

S2 =

(
∆σ2

O+

)
, V + =

(
+∆µ

I+

)
, &<�;7'

�
�	

σ2 = (σ2
i , i = 1, . . . , N), µ = (µi, i = 1, . . . , N).

O+ ��
 I+ ��������� n+N × n+N $��� ��
 

���
�� ����
���� �������
�����

�� �������� �
����� <�7�; 	� −X� �� ��� 	
� �����
������� ���� �� ��	����


(Q−, η−)� �
� #�������� (Q+, η+, Q−, η−) �
 ������ � ��	��! *������+��� ���	����


�	��� �� Q�

*.����
 ,����  � 
��������� �	
� �������	� �� ����

�� � 	�������������
�� �
�



�
�� ������� X �� [0, T2] �	��� ���������� ��� �������� 
��
�� �	� ���
�
� [0, T1]

��
 [T1, T2]� .� �	� ���� ���
�
 X ������� �� � #����

+��
�� �
�	 ���
�
�� ��


�����
�� ��������
�� #���� �
�	 ����� ��
 #��� ����� 1/α+, λ+ ��
 1/α−, λ−�

.� �	� �����
 ���
�
 X 
� � !����
�� ���
�� �
�	 
�
���  	� 

�� 
� �� ���
��
��

�	� �
��� ������� �����
�
�� �� ������
�� T (1) = T1 ��
 T (2) = T2 − T1 �
�	 
��


����
��� ��������
�� ���
�� ���
����� 	��
�� ����� q−1
1 ��
 q−1

2 �  	
� �������


� � ���
�����
��	
�� #����

+��
�� �
�	 �	� ���
�� ���� #���
�� ���� ����� 2

�� ����� 3� �����

�� �� �	� ��������� ����
�

G =

(
−q1 q1

0 −q2

)
.

@=
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0� �����
��� �� �	� ���
�����
��	
�� ������� � ����
����� /��)�� �


�
�� ����

����� �	
�	 ��� �� 
��������� ����
��
 �� ������
�� ���
�
�� ��
 �����
�� #����

�
�	 ������	�
 ������ �� +1 ��
 −1 ( ��� �������� G<H ��� ���)�����
 �� �	
�

����


�� )� �� 
����
��
 
� G<>H� 
� �	
� ���� �	� ��������� �� �	� ��
����
��

/��)�� ������� 
� �
��� ��

Q =

(
H+ D−

C− T−

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−q1 − λ+ − λ− q1 λ+ λ−

0 −q2 0 0

α+ 0 −α+ 0

α− 0 0 −α−

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�
�	 �	� ����
��� S2 ��
 V + 
�  	����� 4�5�2 �
��� ��

S2 =

⎛⎜⎝σ2
1

σ2
2

0

⎞⎟⎠ , V + =

⎛⎜⎝µ1

µ2

1

⎞⎟⎠ .

+���� (��%�
�� �� ��� ����
� �,%��
��

�� 
���� 	
� 
�
	�� &<�;;'� �
��
 �
 � K���		��	��� ��	��! �#��	���� �� ������ �


���	��� �������
 ��� ��	������ 	
� 
���	��� �������
�	��� �� Q+� .���	��� "�

h(ρ) � &������' ��������	�� �� Q+ �����
������� 	� 	
� ���������� ρ� ��� ���


	
�	 �	 �
 � ��		�� �� ����"�� 	� ������ 	
�	 	
� 
�
	�� &<�;;' ��� "� �#�������	��

�����		�� �

1

2
S̃2

(
I

η+

)
Q2

+ − Ṽ

(
I

η+

)
Q+ + Q

(
I

η+

)
= O.

+��� O �
 � N(1+n+ +n−) 
#���� 4��� ��	��!� I �
 �� N(1+n+) ����	�	� ��	��!�

���

S̃2 =

⎛⎜⎝∆σ2

O+

O−

⎞⎟⎠ , Ṽ =

⎛⎜⎝∆µ

I+

−I−

⎞⎟⎠ .

.������ 	
� ��	��! K(s) "�

K(s) =
s2

2
S̃2 + sṼ + Q, &<�;>'
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1 2 3 4 5 6
�1
0
1
2
3

Time T0 � t�

X
�
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0

1

2

Time � t �

A
�
t
�
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2

4

6

Time � t �

Ti
me

T 0
�
t�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

Time � t �

Y
�
t�

������ <�;1 X �� � #�*����8*�������� ������$� *������ �� �#� *����� [0, T2] "#���

*��������� ��� �������� �
���� �#� *������ [0, T1] ��� [T1, T2]% �
���� �#� /��� *�����

[0, T1], �#� *������ X �$��$�� �� � 2
�*���.
���� "��# $��������� σ1, ����� µ1 = 0, ���

�8*�����������������	
��� 2
�*�% �
���� �#� ������ *����� [T1, T2], X �$��$�� �� � ������

<��"���� ������ "��# *��������� σ2 ��� µ2 = 0% )��������� �� X �� � ������
�
�

:��+�$ ������$� *������ A, "#��# ��� 	� �	������ ���� X 	� ��*������ �#� *�����$�

��� ������$� 2
�*� "��# ������ ������#�� �� *��# �� ���*�� +1 ��� −1, ��� ��*������

�#� /8�� ����� T1, T2 − T1 	� ����*������ �8*�������� ������ ����� e1 ��� e2 "��#

*��������� q1, q2% �#� *������ Y �#�� ������� �#� �
����� ����� �� ������ �� A �� �

:��+�$ *������ "��# ���������� �����8 Q% =#�� Y ��+�� $��
�� � ��� �, A �$��$�� ��

� ������ <��"���� ������ "��# 3��� ����� ��� $��������� σ1 �� σ2> ��� "#�� Y �� 7 ���

�, A �� � *�����$� �� ������$� 
��� �����% �#��� ������ ������#�� �� *��#� �� A ���������

���� �#� 2
�*� �� X% ) 2
�* �� Y ���� ��� ����� �� ����#�� �� ���
��� ���#�� 	� �

2
�* �� X �� 	� � �"���# �� �#� ��� �� *��������� �#�� ��������� �#� �������� �� X%

<� ������#������ A 	� �#� ���� T0(t) 
* �� ���� t �#�� Y "�� �!
�� �� 1 ��� 2, "�

����$�� � ��������"���#��� 2
�*���.
����> �#�� ��, �#� *������ {A(T0(t)), t ≥ 0} �� ��
��" � ��������"���#��� 2
�*���.
����% 
������, ��*�������� �� �#� ����� �� "#��# �

������ �"���# ���
�� 	� T1 ��� T2 ���
��� �� � *������ "��# �#� ���� ������	
���� �� X%

A;

Chapter4/Chapter4Figs/Paths.eps
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�� ��� 	
�	 h(ρ) 
����
 	
� ������ 
�
	��

K[−ρ]

(
I

η+

)
h(ρ) = 0,

�
��
 ������
 	
�	 ρ �
 � ���	 �� 	
� �#��	��� det K(s) = 0� �
� ��������� ��
��	

�
����	���
�
 	
� ����������
 �� Q+ &
�� :������! <�B�;'1

$
��� ,����

(i) .� 	��
� �	��

| det(K(s))| =

N∏
i=1

{
|Ψ(i)(−is) − qi|

n+∏
k=1

|s − α+
k |

n−∏
l=1

|s + α−
l |
}

, &<�;<'

�	��� Ψ(i) 
� �
��� 
� &<�>'�

(ii)  	� �����
��

det K(s) = 0 &<�;B'

	�� N(1 + n+) ���
�
�� ����� ��
 N(1 + n−) �����
�� ������

 ���� −Q+ �
 	
� ����	��� �� � ������	�� ��	��!� �	 �
 ��������	��� �����	�� 
�

�	
 ����������
 ��� ��������	��� ��� ��� ����� "� 	
� ��
�	��� ���	
 �� &<�;B'� ��

���	������� �� 	
� ��
�	��� ���	


ρ+ =
(
ρ+

i : i = 1, . . . , N(n+ + 1)
)

�� �#��	��� &<�;B' ��� ��
	���	� �	 ������
 ���� (���� <�7�; ��� �
����� <�7�;

	
�	

G(+)(x,q) = (q1 · · · qN)−1 × [1 − e′
iU+e−∆ρ+

xU−1
+ 1],

�
��� U+ = (h(ρ+
i ), i = 1, . . . , N(n+ + 1))�

+���� -�� .��� ���
�
�� ��� ��� .��� ��
� �
��

�
� �����	��� �� "���������	���
 �������
 	
� /���	 ��
	��"�	��� �� 	
� ���� ��
�	���

�	 ��	���	� T ��� 	
� ��
	��!�	 	���� *� ���� �!	��� 	
� ��
��	
 �� 	
� �������



��	��� "� ���
������� 	
� ���������1

F
(+)

(x, s) := E[esXT 1{XT >x}]

= E[esXT 1{T+(x)<T}].

A5
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F
(+)

(x, s) ������
 �� 	��� ���� 	
����
 	
� ��	�����	���	� 	���
 (T (1), . . . , T (N))�

�
� (������ 	���
���� G
(+)

(x, s; q) �� F
(+)

(x, s) �� (T (1), . . . , T (N))� ��� "� �!�

���

�� �� 	���
 �� Q+ ��� K(s) �
 ������
1

-����
����� ,���� .� 	��
� �	��

G
(+)

(x, s,q) =
esx

q1 . . . qN

× e′
1e

Q+xK(s)−1K(0)1 &<�;@'

��� ��� s ∈ C �
�	 Re(s) ∈ (−minj=1,...,n− α−
j , mink=1,...,n+ α+

k )�

: ����� �
 ����� �� :������! <�B�;�

+���� �
����������� �� � ��)�� ��"��

�
� ���� �� 	
� ��������
 ��
	��"�	���
 ���������� 	
� ������

F (−)(x) = P (−XT ≤ x), F
(−)

(x, s) = E[esXT 1{−XT >x}], x > 0,

��� "� ����� "� �������� 	
� ��
��	
 �� 	
� �������
 
��	��� 	� 	
� �����

 −X�

-��� 
����������� �	 �
 
	����
	������� 	� �
��� 	
�	 	
� N������
����� (������

	���
����
 G(−)(x, q) ��� G
(−)

(x, s, q) ��� ����� "� &<�;6' ��� &<�;@' �������

��� Q+ "� Q−� (Q−, η−) 
�	�
��
 	
� 
�
	�� �� ��	��! �#��	���
 &<�;;' ��	


V +, H+, D−, C−, T− �������� "� V −, H−, D+, C+, T+� �
��� 	
� ��		�� 
�	 �
 ���

���� "� ��	���
������ + ��� − �� �#��	���
 &<�;7'� &<�='� &<�A' ��� &<�B'� �	

�
 
	����
	������� 	� ������ 	
�	 6
7 �� ��������	�� h(ρ) �� Q− �����
������� 	�

���������� ρ 
�	�
��


K[ρ]

(
η−

I

)
h(ρ) = 0,

�
��� I �
 �� N(1 + n−) ����	�	� ��	��!� ��� 6

7 	
�	� �� ���� �� (���� <�7�;�

	
� ����������
 �� Q− ��� ����� "� 	
� ����	��� ���	


ρ− =
(
ρ−

j , j = 1, . . . , N(n− + 1)
)

�� det K(ρ) = 0�
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 ��� #�

�
 �" ������� ��� �����
� ������


'��  ����� ��
 .����� 	! 
������ ��
 ������� 	��

��	��

�� �
� �� 	
� ��
	���

��� ��
��	
 ���� 	
� �������
 
��	��� �� ������ 
����

�����	���� �!���

���
 ��� 	
� �����
 ��� 
��
�	���	��
 �� ����������� ����	�� ���

�������� ���� ��	���
� : ����������� ����	�� ��	��� �	 ����� H < S0 �
 � ���	���	

	
�	 ���
 ��	 ��� ���	 �	 ��	���	� T �� 	
� ����� S 
�
 ��������

�� 	
� ����� H

"����� T �  ��������� � ����������� ���� ��	��� �	 ����� H < S0 ��� ��	
 
	���� K

�
 � ���� ��	��� �
�
� �����$ �
 ��	���	�� ���� S ��������

�
 H �

������ 	
� ��
������ ��	� r ��� 	
� �������� ��	� d 	� "� ���
	��	� 	
� ��"�	�����

���� �����
 �� � ����������� ����	�� (EDID) ��� � ���� ��	��� (DIC) ��� �����

��
���	����� "�

EDID(T ) = EDID(T ; S0, H) = e−(r−d)T E
[
1{infs≤T Ss<H}

]
= e−(r−d)T P (XT < h),

�
��� h = log(H/S0) �
 	
� ����"������� ���

DIC(T ) = DIC(T ; S0, K, H) = e−(r−d)T S0E
[
(eXT − el)+1{XT <h}

]
,

�
��� l = log(K/S0) ����	�
 	
� ����
	����� (�	 ÊDID(q) ����	� 	
� /���	

(������ 	���
���� �� EDID �� 	
� ��	�����	���	� 	���
 (T (1), . . . , T (N)) &��	


T (N) = T '� ��� ����	� "� D̂IC
∗
(q, s) 	
� (�������������� 	���
���� �� (T (1), . . . , T (N))

��� �� 	
� ����
	���� l� �
�� �� 
��� 	
� ��������� ��
��	1

-����
����� ,� �� ��� h = log(H/S0) < 0 
� 	��
� �	��

ÊDID(q) =
1

c(q)
× e′

1e
Q−h1, &<�;A'

D̂IC
∗
(q, s) =

S0e
bl

c(q)b(b − 1)
× e′

1e
Q−hK(s)−1K(0)1, &<�;='

�	���

l = log(K/S0), q = (q1, . . . , qN), b = α + is + 1, c(q) = (q1 + r) · · · (qN + r).

������ �� ���� 	
� ����� �� �"
���� 	
�	 ���� 	
� �!�����	 �!���

���
 &<�;A'

��� &<�;=' 
���������	���� �������� ��� "� �"	����� ��� 	
� ���	� ��� �����

A>



,�, (��
����� �

���


�� 	
� ����������� ����	�� ��� ���� ��	���
 &���� 	
� ��
	 ��� 
����� ������	���


�� 	
� ��	��� ����� ��	
 ��
���	 	� 	
� 
��	 S0'� ������� 	
� ������	���
 �� 	
�

�!���

���
 &<�;A' ��� &<�;=' ��	
 ��
���	 	� S0 ��� �#��� 	� 	
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�� �) )� ! �& '*$ �) ##( �* %*� �* �"" � �' � �&

�� �" &� ! �' '*$ �" *#( �* )�) �* )#* % %' % %*

"& #' �# ! #� '$ #' �&( �& ""* �& "�� � �% � %"

") )� ** ! )' �#$ )� ��( �& '�# �& ''� # �� # ��

"� )& "� ! )& *#$ )* &*( �& %"" �& %"# # &' # &#

"� *% ** ! *� �%$ *% *�( �& ��� �& ��# ) �% ) �#

"� *& �� ! *& *)$ *& ')( �& #)� �& #)& * �% * ��

*&& ' #� ! � ")$ ' �*( �& )#* �& ))� * #' * #�

*&) � "' ! � �#$ % &)( �& *%" �& *%� & "� & "#

*&� # )� ! # &#$ # #�( �& *&' �& *&� & �� & �#

*&� ) *) ! * "�$ ) *�( �& &'& �& &�" & �# & �)

*&� * #% ! * ))$ * �*( �& &�% �& &�� & )� & )�

**& & �� ! & '�$ & �"( �& &)� �& &)' & )# & ))

**) & %* ! & �'$ & %�( �& &*' �& &*' & *� & *�

**� & #& ! & )%$ & #�( �& &*& �& &&" & *# & *#

**� & *� ! & *�$ & *"( �& &&� �& &&� & *& & *&

**� & *& ! & &�$ & **( �& &&# �& &&# & &' & &'

*)& & &� ! & &#$ & &�( �& &&) �& &&) & &# & &#

��"�� <�71 ��"�������� ���� �*����� "��# � 	������ H ��� �� 90%, � �*�� ��$�� ��

4150 ��� ���
���� T = 1 ���� ��� � ����� �� ����+��% �#� /��� ���
�� �������� �#�

����+� ��$�� �� � *��������� /�
�� �� �#� �*�� ��$�� 4150% �#� ���
��� "��# �) �������

�#� ���
��� �	������ 
���� �#� ��������� �������#�, "#����� :; ������ �� :�����;����

���
���% (� �#� ���� �� �#� *���� �#� :�����;���� ���
��� ��� ��*����� �� �#� ���� �� �

95% ���/����� �����$��, ��� �� �#� ��#�� ����� �� � *���� ��������%

=5



,�; !��
���. '	���
� ,

'�) �����
�% (������ '

+�1�� *�����

-���" �" $
��� ,����

(i) �	 �
 
	����
	������� 	� ������ 	
�	 K#(s) ��� "� �"	����� ���� K(s) "�

��	���
������ 
��� ������
 ��� ���
� �
��� K#(s) �
 ����� "�

K#(s) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
K1(s) D1

K2(s) D2

. .

KN−1(s) DN−1

KN(s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�
��� Kw(s) ��� Dw ��� 
#���� ��	����
 �� �����
��� n+ + n− + 1� �
�
�

��� ������ ��
���	����� "�

Kw(s) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σ2
ws2

2
+ µws − qw − λ+

w − λ−
w π−

1 (w) . π−
m(w) π+

1 (w) . π+
n (w)

α−
1 −s − α−

1 0 0 0 0 0

. 0 . 0 0 0 0

α−
m 0 0 −s − α−

m 0 0 0

α+
1 0 0 0 s − α+

1 0 0

. 0 0 0 0 . 0

α+
n 0 0 0 0 0 s − α+

n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

�
��� λ±
w =

∑
i π

±
i (w)� ���

(Dw)ij =

⎧⎨⎩qw �� i = j = 1

0 �	
����
�
.

�
������� | det(K(s))| �
 �#��� 	� | det(K#(s)|� �� ������� �� ������ ��

����	�	� ���� ��	��! ����"��� (�	 M "� � ��	��! �� 	
� ����

M =

(
M11 M12

M21 M22

)
�� "���� ��	�	���� �
��� M22 �
 �����	�"��� �
��

det(M) = det(M22) det(M11 + M12M
−1
22 M21).

=7



,�; !��
���. '	���
� ,

S
��� 	
�
 ����	�	�� �	 �
 � ��		�� �� ����"�� 	� ������ "� �����	��� 	
�	

det(K#(s)) = det(K1(s)) · · ·det(KN(s)).

:
 � ���
�#����� �� ���� "� �������� 	
�
 ��	��! ����	�	�� 	
�	

det(Kw(s)) =

(
σ2

w

2
s2 + µws +

n+∑
i=1

π+
i (w)

α+
i

s − α+
i

+

n−∑
j=1

π−
j (w)

α−
j

−s − α−
j

− λ+
w − λ−

w − qw

)
×

×
n+∏
i=1

(s − α+
i )

n−∏
j=1

(−s − α−
j ),

��� 	
� �

��	��� ������
 �� ���� �� &<�>'�

(ii) S
��� 	
� ��	�������	� ����� 	
����� ��� 	
� 
������ ���� �� Ψ� �	 �



	����
	������� 	� �
��� 	
�	 	
� �#��	��� Ψ(−ui) = q� q > 0 
�
 n + 1

��
�	��� ���	
 ρ+
i ��� m + 1 ����	��� ���	
 ρ−

j � 
�	�
�����

ρ−
m+1 < −α−

m < ρ−
m < . . . < −α−

1 < ρ−
1 < 0 < ρ+

i < α+
1 < . . . < ρ+

n < α+
n < ρ+

n+1.

 ���� det(Kw(s)) �
 � ���������� �� ������ n + m + 2� �	 ������
 	
�	 ���

	
� ���	
 �� det(Kw(s)) = 0 ��� ����� "� (ρ+
i , i = 1, . . . , n+ 1) ��� (ρ−

j , j =

1, . . . , m + 1)� �� ���� �� 	
� ���� �� det(K(s)) ������� �� &�' 	
� �

��	���

������
�

�

-���" �" -����
����� ,���� ���
���� 	
� ��������� �������
�	��� �� X �"	�����

"� �������
��� 	
� ��	�����	���	� 	���
 T (i) "� ��������� 	
�� "� ����������	

�!�����	��� ������ 	���
 ��	
 ����
 q−1
i � ��� ���� 	
�
 �����

 X̃� �
� �����



X̃ �
 � �������
��	�
��� /������$�
���� �
��� 	
� ���� ������ 
��	�
�
 	
�	 ���

����� ��� ���� i 	� i + 1 �	 ��	� qi &i = 1, . . . , N − 1'� ��� ���� 	
� ���� 
	�	� N

	� �� �"
��"��� 9��������� 
	�	�9 ∂� :
 

��� �� G<>H� 	
� �����

 X̃ �
 �#��� 	�

� 	�����
����� ���	�����
 �����

 A� 
��� .���	��� "� ζ 	
� ����
 �	 �
��
 A

�
 
��	 	� ∂� "� Y 	
� ������	��� -����� �
���� ��� "� τ = inf{t ≥ 0 : Aτ = x}�

=>



,�; !��
���. '	���
� ,

�� 
���

q1 · · · qNG(x, s, q) = E[esAζ−1{Aζ−>x}]

= E[esAζ−1{τ<ζ}]

= E[esAτ 1{τ<ζ}f(Yτ )]

= esxE[1{τ<ζ}f(Yτ )],

��	


f(y) = E[esAζ− |A0 = 0, Y0 = y],

�
��� 	
� ��
	 	�� ����
 ������ "� 	
� -����� ������	� �� (A, Y ) ��� 	
� ���	

	
�	 A �
 ���	�����
� �� ������	�� 	
�	 ��� 	
� �!���

���
 ��� ���� ������ ��

	
�
 �������	��� s 
�
 	� "� 
��
 	
�	 E[esX1 ] < ∞� �
��
 �����
����
 	� 	
�

��
	���	��� 	
�	

Re(s) ∈ (−min
j

α−
j , min

i
α+

i ).

�� G<>H �	 ��
 

��� 	
�	 	
� ���	�� f = (f(y), y ∈ N)� �
��� N ����	�
 	
� 
	�	�


���� �� Y � �
 ����� "�

f = K(s)−1Q1,

�
��� 	
� ��	��! K(s) �
 ����� �� &<�;>'� ���"����� 	
�
� ��
��	
 ��	
 �
�����

<�7�; �� ��� 	
�	

q1 · · · qNG(x, s, q) = e′1e
Q+xK(s)−1Q1,

��� 	
� ����� �
 ������	�� �

+�1�� �%������ ���� ���
���

S���� 	
� 
������!�����	��� ����	��� ����� ��	
 �������
� ���
	��	 ������	��


&<�7'� 	
� �
����	���
	�� ����	��� �	 	��� T �
 �!�����	�� ����� "�

Φ(i)(u) = exp

(
i∑

j=1

Ψ(j)(u)

)
,

��	
 Ψ(j) �
 ����� �� &<�>'� �
� ����� �� � ?������� ���� ��	
 ��	���	� Ti ���

	
�
 "� �L����	�� �������	�� �
��� � ������
	�"��

�� ������� 	���
���� ��	
���

=<



,�; !��
���. '	���
� ,

�
��
 �� "���%� ������� �
� ������� 	���
���� C∗
Ti

���� l �� CTi
(l)� 	
� ����� ��

� ���� ��	��� ��	
 ����
	���� l = log(K/S0) ��� ��	���	� Ti� ��� "� �!�����	��

�!���

�� �� 	���
 �� 	
� �
����	���
	�� ����	��� Φ(i)(u) �
 ������
1

C∗
Ti

(v − iα) = S0e
−rTi

∫ ∞

−∞
eivlE[eαl(eXTi − el)+]dl

= S0e
−rTi

Φ(i)(v − (α + 1)i)

(α + iv)(α + 1 + iv)
. &<�5>'

 ���� 	
� ���� �����$ ����	��� �	
��� �
 ��	 
#�������	����"�� �� 	
� ����
	����� 	
�

�!�
 �� ��	����	��� �
 
��� 

��	�� ���� iα �
��
 �����
����
 	� ������ �!������

	����� 	
� �����$ ����	��� �	 � ��	� α� �
��
 �
 �
����� 	���� 	� "� α = 0.75 &
��

���� F -���� G57H'� �
� ���� ��	��� �����
 ��� 	
�� ��	������� "� �����	��� 	
�

������� 	���
����1

CTi
(l) =

S0e
−αle−rTi

π

∫ ∞

0

e−ilv Φ(i)(v − (α + 1)i)

(α + iv)(α + 1 + iv)
dv. &<�5<'

+�1�� -�������� 
�"���
�� �����
����

���������
�
����� $�����
 ���
�
���

�� ������	� ����������� ����	�� ��	��� �����
 &?.�.'� �� �����	 	
� ���	�������
�����

(������ 	���
���� &<�;A' 	� �"	���

EDID(T ) =
1

(2πi)N

∫
CN

· · ·
∫

C1

eq1T1+...+qNTN ÊDID(?)d?. &<�5B'

�
��� Cn ��� ���	���� ����
 �� 	
� ������! ����� ������ "� qn = rn + iyn ���

n = 1, . . . N ��	
 −∞ < yn < ∞ ��� �!�� �����
 �� rn� �
�
�� 
��
 	
�	 ���

	
� 
��������	��
 �� 	
� 	���
���� ÊDID(?) ��� ��������	����
� �� 	
� ���	 ��

	
� ����
 Cn� -��� ������	
�
 �����!���	� 	
� ��	�����
 �� &<�5B' "� � ���	�

������ ���"���	��� �� 	
� 	���
���� �	 
��� 
������ ����
 ��	
 ���	��� ����
	
�

�
��� �������
�
 
��� "��� 
	����� "� :"�	� �� ��� G7H� "�
�� �� ������� 
����


�!���
���� ���"���	���
 �� ,���� ����	�����
� ��� �������	��� �� 	
� ��	�����

���	���� +��� �� ������	��	� �� 	
� ��
	 ��	
�� ��������� "� ���"�	 GA>H�


���� �����	
 �� 	
� ��	���	��� &���� G7H' 
����
	 	
�	 	
�
 �������
 �$��
 
��


����������� ��� � 

��	 	��� �� �!���	���� �
��
 ��� ��������� ��
��	
 �������

*� ���	�

EDID(T ) =
1

(2πi)N

∫ π

−π

· · ·
∫ π

−π

β1(θ) · · ·βN (θ)ÊDID(S0, h,?(θ))dθ, &<�5@'

=B



,�; !��
���. '	���
� ,

��	
 n = 1, . . . N � βn(θ) = wneirnwnTn � qn(θ) = irnwn� ���

wn = −1 + iθ + i(θ cot θ − 1) cot θ.

 ���� EDID �
 � ����������� ����	���� EDID �
 ��
� �#��� 	� 	
� ���� ���	 ��

	
� ��	����� �� 	
� ���
	�
��� 
��� �� &<�5@'� �
��
 ��� "� �
�� 	� ������ 	
�

�������	��� "� � ���	�� �� 	��� �� ����
	��	� 	
� ������	��� �� 	
� ��	�����
 &<�5@'�

�� ���
��	 ������	� �!���

���
 ��� 	
� �����!���	��� 
��
 �
�� N = 4 &�
��


�
 	
� 
�		��� 	
�	 ���� "� ��������	�� ��	�� ��'� .������

θk
n = kπ/M ��� rn =

2M

5Tn
,

�� �"	���

EDID(T ) ≈ 2
54T1T2T3T4

M−1∑
k1=0

M−1∑
k2=0

M−1∑
k3=0

M−1∑
k4=0

βk1βk2βk3βk4f(qk1/T1, qk2/T2, qk3/T3, qk4/T4) + βk1
βk2βk3βk4f(qk1

/T1, qk2/T2, qk3/T3, qk4/T4)

+ βk1βk2
βk3βk4f(qk1/T1, qk2

/T2, qk3/T3, qk4/T4) + βk1βk2βk3
βk4f(qk1/T1, qk2/T2, qk3

/T3, qk4/T4)

+ βk1βk2βk3βk4
f(qk1/T1, qk2/T2, qk3/T3, qk4

/T4) + βk1
βk2

βk3βk4f(qk1
/T1, qk2

/T2, qk3/T3, qk4/T4)

+ βk1βk2
βk3βk4

f(qk1/T1, qk2
/T2, qk3/T3, qk4

/T4) + βk1
βk2

βk3
βk4f(qk1

/T1, qk2
/T2, qk3

/T3, qk4/T4),

�
��� f �
 �#��� 	� ÊDID� �
� ����
	
 ��� 	
� ����
 ��� ����� "�

q0 =
2M

5
, qk =

2kπ

5
(cot(kπ/M) + i), 0 < k < M,

β0 = 0.5eq0, βk = (1 + i(kπ/M)(1 + [cot(kπ/M)]2) − i cot(kπ/M))eqk .

 ���� 	
� ����
	
 ��� ����
 ��� ����������	 �� 	
� 	���
����� 	
� �������	���

	��� �� 	
� ������	
� ��� "� ������� "� ��� �����	��� ��� 
	����� ����
	


��� ����
� �
� 
���� �� ����������� ��� 	
� �������� �� 	
� ���"�	 ������	
�

���� ������ �� 	
� ��������	� �� 	
� (������ 	���
���� f � :�	
���
 ������
��

����� "����
 ��� ��	 ������ :"�	� �� ��� G;H 

���� ����������� 	
�	 	
� 
�����

������	�� M ��� "� �
�� 	� ���	��� 	
� ����� ��� ��� "� 
��� �
 � ���
���

��� 	
� �����
���� �
�� ����� ��	�� �!	��
��� ��������� �!�������	
 	
�	 ��� �

����� ���

 �� (������ 	���
����
 	
� ����	��� ����� �
 �����!���	��� 10−0.6M � ���


��
������
����� �����
���� �!	�� �������� �� 	
� ����� 
��
 ��� "� ������ 	�

�"	��� � 
�L����	 ������ �� �����
��� ��� 	
� ��	�� 
��
� �
��
 ��� "� ��
�����

"� ������
��� M �

=@



,�; !��
���. '	���
� ,

7��������� 7����
� )���
"���

�� ������	� ����������� ���� ��	��� �����
 &.��'� �� �����	 	
� ��������(������

	���
���� &<�;=' ���� ����
	���� ��� 	��� ������
� ��� 	
� �����
��� �� 	
� (������

	���
���� �� ����� ����� 	
� ���"�	 ������	
�� �� 	
� ��
� �� 	�� 	��� ������
�

��	


fs(q1, q2) = D̂IC
∗
(?, s),

�� ��� 	
�	 	
� ������� 	���
���� DIC∗ ��� "� �����!���	�� "� 	
� ���������


��
1

DIC∗(s)

≈ 1

52T1T2

M−1∑
k1=0

M−1∑
k2=0

{
βk1βk2fs(qk1/T1, qk2/T2) + βk1

βk2
fs(qk1

/T1, qk2
/T2)

+ βk1
βk2fs(qk1

/T1, qk2/T2) + βk1βk2
fs(qk1/T1, qk2

/T2)
}

.

S����� 	
� ��
� �� 	
� �����
��� �� ÊDID� �� �����	 ������ 	
� �������	��� 	���

"� 	�� "� �
��� ������! ���/���	�
� 
���� 	
� ����	��� DIC∗ �
 ��	 ���� �������

.���������� ���� �����
 ��� 	
�� �"	����� "� �����	��� 	
� ������� 	���
���� ����


	����1

DIC(T ) =
e−αl

π

∫ ∞

0

e−ivlDIC∗(s)ds,

�
��� α �
 	
� ��	� �� �!�����	��� ���������� �
�
 ��	����� �
 �����!���	�� ���

� 
�	 �� ����
	����
 "�	���� (−x0, x0) �
 � 
����	���1

DIC(T ) ≈ Se−αle−rT
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