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S t a t e m e n t of O ri gi n ali t y

I, K e xi n G u ( al s o k n o w n a s K e xi n G u B a u g h), h er e b y d e cl ar e t h at t hi s t h e si s r e pr e s e nt s m y ori g-

i n al w or k. All w or k fr o m ot h er s o ur c e s h a s b e e n pr o p erl y cit e d a n d a c k n o wl e d g e d. A f ull li st of

bi bli o gr a p h y i s pr o vi d e d at t h e e n d of t hi s t h e si s.

T h e c o p y ri g h t of t hi s t h e si s r e s t s wi t h t h e a u t h o r. U nl e s s o t h e r wi s e i n di c a t e d, i t s c o n-

t e n t s a r e li c e n s e d u n d e r a C r e a ti v e C o m m o n s A t t ri b u ti o n- N o n C o m m e r ci al- S h a r e Ali k e

4. 0 I n t e r n a ti o n al Li c e n c e ( C C B Y N C- S A ). U n d e r t hi s li c e n c e, y o u m a y c o p y a n d r e-

di s t ri b u t e t h e m a t e ri al i n a n y m e di u m o r f o r m a t. Y o u m a y al s o c r e a t e a n d di s t ri b u t e

m o di fi e d v e r si o n s of t h e w o r k. T hi s i s o n t h e c o n di ti o n t h a t: y o u c r e di t t h e a u t h o r,

d o n o t u s e i t f o r c o m m e r ci al p u r p o s e s a n d s h a r e a n y d e ri v a ti v e w o r k s u n d e r t h e s a m e

li c e n c e. W h e n r e u si n g o r s h a ri n g t hi s w o r k, e n s u r e y o u m a k e t h e li c e n c e t e r m s cl e a r

t o o t h e r s b y n a mi n g t h e li c e n c e a n d li n ki n g t o t h e li c e n c e t e x t. W h e r e a w o r k h a s

b e e n a d a p t e d, y o u s h o ul d i n di c a t e t h a t t h e w o r k h a s b e e n c h a n g e d a n d d e s c ri b e t h o s e

c h a n g e s. Pl e a s e s e e k p e r mi s si o n f r o m t h e c o p y ri g h t h ol d e r f o r u s e s of t hi s w o r k t h a t

a r e n o t i n cl u d e d i n t hi s li c e n c e o r p e r mi t t e d u n d e r U K C o p y ri g h t L a w.
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A b s t r a c t

N e ur al n et w or k s a c hi e v e r e m ar k a bl e s u c c e s s a cr o s s d o m ai n s, y et t h eir bl a c k- b o x n at ur e p o s e s c h al-

l e n g e s i n s af et y- criti c al a p pli c ati o n s. N e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s a d dr e s s t hi s b y i nt e gr ati n g s y m b oli c

i nf er e n c e wit h d e e p l e ar ni n g t o e n h a n c e i nt er pr et a bilit y. M a n y w or k s f oll o w t h e pri n ci pl e of di ff er-

e nti a bl e i n d u cti v e l o gi c al pr o gr a m mi n g, b ut t y pi c all y r e q uir e pri or k n o wl e d g e t o d e fi n e or r e stri ct

t h e s e ar c h s p a c e, t h u s li miti n g e x pr e s si vit y a n d a p pli c a bilit y. T h e n e ur al Di sj u n cti v e N or m al F or m

( D N F) m o d el st a n d s o ut a s a f ull y e n d-t o- e n d di ff er e nti a bl e m o d el t h at pr o vi d e s i nt e gr ati o n wit h

n e ur al c o m p o n e nt s f or pr e di c at e i n v e nti o n fr o m r a w d at a a n d l o gi c al i nt e r pr et ati o n vi a p o st-tr ai ni n g

r ul e e xtr a cti o n. Yet, it s e ff e cti v e n e s s i s o nl y d e m o n str at e d i n s y nt h eti c bi n ar y cl a s si fi c ati o n t a s k s.

T hi s t h e si s pr o p o s e s a f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s t h at p erf or m f ull y di ff er e nti a bl e r ul e

l e ar ni n g a cr o s s cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g ( R L) t a s k s. T h e s e m o d el s r et ai n t h e i n-

t er pr et a bilit y of t h e ori gi n al a n d ar e s h o w n t o b e a m e n a bl e t o b e h a vi o ur m o di fi c ati o n vi a w ei g ht

e diti n g.

T hi s t h e si s pr e s e nt s f o ur m ai n c o ntri b uti o n s. Fir stl y, it f or m ali s e s t h e b e h a vi o ur a n d i nt er-

pr et ati o n of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, e st a bli s hi n g a bi dir e cti o n al tr a n sl ati o n wit h tr ut h- v al u e

e q ui v al e n c e g u ar a nt e e d b et w e e n n e ur al a n d bi v al e nt l o gi c f or m s at p o st-tr ai ni n g, s u p p orti n g m o d el

i nt er pr et ati o n a n d i nt er v e nti o n.

S e c o n dl y a n d t hir dl y, t h e t h e si s e x pl or e s t h e a p pli c ati o n of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i n cl a s si-

fi c ati o n a n d a ct or- criti c R L s etti n g s, w hi c h i m p o s e di ff er e nt b e h a vi o ur al c o n str ai nt s: cl a s si fi c ati o n

r e q uir e s l o gi c all y d et er mi ni sti c pr e di cti o n s a n d m ut u al e x cl u si vit y f or m ulti- cl a s s pr o bl e m s, w hil e R L

a ct or s s h o ul d o ut p ut pr o b a bili sti c m ut u all y e x cl u si v e a cti o n di stri b uti o n s. I n b ot h s et u p s, t h e m o d-

el s p erf or m o n p ar wit h c o m p eti n g m et h o d s w hil e pr o vi di n g c o m p a ct, i nt er pr et a bl e, a n d i nt er v e n a bl e

l o gi c al f or m s.

Fi n all y, t h e t h e si s i n v e sti g at e s p erf or m a n c e d e gr a d ati o n w h e n tr a n sl ati n g tr ai n e d n e ur al D N F-

b a s e d m o d el s i nt o l o gi c al f or m s. It i d e nti fi e s a k n o wl e d g e e nt a n gl e m e nt pr o bl e m e n c o d e d i n m o d el s’

w ei g ht s, a n d pr o p o s e s a di s e nt a n gl e m e nt s ol uti o n t h at s plit s n o d e s e n c o di n g n e st e d r ul e s i nt o s m all er,

i n d e p e n d e nt o n e s. E x p eri m e nt s s h o w t h at t hi s m et h o d b ett er pr e s er v e s m o d el s’ r e pr e s e nt ati o n,

a c hi e vi n g p erf or m a n c e cl o s er t o pr e-tr a n sl ati o n l e v el s.
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S o, w h et h e r y o u e at o r d ri n k, o r w h at e v e r y o u d o, d o all t o t h e gl o r y of G o d.
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A c k n o wl e d g e m e n t s

Fir st a n d f or e m o st, I wi s h t o t h a n k m y s u p er vi s or s a n d m e nt or s f or t h eir g ui d a n c e, e n c o ur a g e m e nt

a n d u n w a v eri n g s u p p ort, all of w hi c h h a v e b e e n i n v al u a bl e i n h el pi n g m e gr o w a s a r e s e ar c h er.

Al e s s a n dr a R u s s o h a s b e e n a w o n d erf ul s u p er vi s or e v er si n c e t h e fi n al y e ar of m y M E n g d e gr e e a n d

t hr o u g h o ut m y P h D. H er p a s si o n f or t h e n e ur o- s y m b oli c fi el d a n d d e di c ati o n t o h er st u d e nt s h a v e

b e e n tr ul y i n s piri n g. H er l o gi c- b a s e d AI c o ur s e s er v e d a s a n e x c ell e nt i ntr o d u cti o n t o t h e s y m b oli c

AI fi el d f or m e i n m y t hir d y e ar of t h e M E n g d e gr e e, l e a di n g m e t o u n d ert a k e a n M E n g pr oj e ct

wit h h er o n n e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g ( b a c k w h e n L L M s / V L M s w er e n ot y et a t hi n g a n d I h a d t o

st a c k a b u n c h of di ff er e nt n e ur al c o m p o n e nt s t o e xtr a ct str u ct ur al r e pr e s e nt ati o n s fr o m u n str u ct ur e d

d at a). Wit h h er a d vi c e a n d m e nt or s hi p, I h a v e n o w c o ntri b ut e d t o t h e n e ur o- s y m b oli c fi el d t hr o u g h

m y p u bli c ati o n s a n d r e s e ar c h. I a m f or e v er gr at ef ul f or h er i ntr o d u ci n g m e t o t hi s fi el d a n d f or

h er st e a df a st g ui d a n c e o v er t h e y e ar s. L u k e Di c k e n s j oi n e d a s a c o- s u p er vi s or i n m y s e c o n d y e ar

of m y P h D a n d pr o vi d e d i n v al u a bl e dir e cti o n a n d e n c o ur a g e m e nt. Hi s str o n g b a c k gr o u n d i n d e e p

l e ar ni n g pr o v e d t o b e a tr e m e n d o u s a s s et, a n d h e w a s i n str u m e nt al i n h el pi n g m e f or m ali s e m y

i d e a s a n d r e s e ar c h. H e al s o p u s h e d m e t o t hi n k m or e d e e pl y a b o ut b ot h t h e i m m e di at e a n d br o a d er

i m pli c ati o n s of m y w or k i n n e ur o- s y m b oli c AI, w hil e h el pi n g m e c orr e ct s o m e of m y l e s s e ff e cti v e

r e s e ar c h pr a cti c e s. I h a v e l e ar n e d a gr e at d e al fr o m hi m a b o ut writi n g a n d pr e s e nti n g m y r e s e ar c h,

a n d I a m d e e pl y i n d e bt e d t o hi m f or all hi s a s si st a n c e. K at s u mi I n o u e w a s a gr e at s u p er vi s or d uri n g

m y r e s e ar c h e x c h a n g e at t h e N ati o n al I n stit ut e of I nf or m ati c s i n T o k y o. I a p pr e ci at e hi s m e nt or s hi p

a n d hi s c o n n e cti o n s t o t h e J a p a n e s e AI c o m m u nit y a s w ell a s l o gi ci a n s a n d r e s e ar c h er s w orl d wi d e.

T h e mi ni- c o nf er e n c e s I att e n d e d w hil e i n J a p a n w er e w o n d erf ul o p p ort u niti e s t o l e ar n, alt h o u g h I

c o ul d n ot u n d er st a n d s o m e of t h e t al k s i n J a p a n e s e. I a m al s o gr at ef ul t o N uri Ci n gilli o gl u f or hi s

m e nt or s hi p d uri n g m y fi n al y e ar of m y M E n g a n d m y fir st y e ar of m y P h D. I j o ki n gl y ‘ bl a m e’ N uri

f or ‘ dr a g gi n g’ m e i nt o t h e w orl d of n e ur o- s y m b oli c AI wit h hi s l u n c hti m e t al k w h e n I w a s i n t h e t hir d

y e ar of m y M E n g d e gr e e. We oft e n j o k e d a b o ut h o w m u c h of a ‘r e p e at’ m y j o ur n e y w a s c o m p ar e d

t o hi s I m p eri al y e ar s ( M E n g a n d t h e n str ai g ht t o P h D wit h Al e). Wit h o ut hi s i ntr o d u cti o n a n d

e n c o ur a g e m e nt, I w o ul d n ot h a v e p ur s u e d a P h D i n t h e fir st pl a c e, l et al o n e b e w h er e I a m t o d a y.

I a m t h a n kf ul t o m y e x a mi n e r s, L ui s L a m b a n d Fr a n c e s c o B el ar di n elli, f or t h eir c ar ef ul r e a di n g

of t hi s t h e si s a n d t h e sti m ul ati n g di s c u s si o n d uri n g t h e vi v a. T h eir i n si g htf ul f e e d b a c k a n d q u e sti o n s

h a v e h el p e d s h ar p e n t h e i d e a s pr e s e nt e d i n t hi s w or k.

I al s o wi s h t o t h a n k all t h e S PI K E m e m b er s a n d al u m ni f or t h eir fri e n d s hi p a n d s u p p ort o v er

t h e y e ar s. I n p arti c ul ar, I a m gr at ef ul t o Al e x F. S pi e s, C h arl e s P ert, D a ni el F ur el o s- Bl a n c o, Fr e d-

eri k K el b el, H a d e el Al- N e g h ei mi s h, L e o Ar d o n, M o h a m m a d Al bi n h a s s a n, N uri Ci n gilli o gl u, P a w e l

G o m ol u c h, R a k hil y a L e e M e k hti e v a a n d R o k o P ar a c. T h er e w er e m a n y i nt e r e sti n g r e s e ar c h di s c u s-

si o n s, al o n g si d e n ot- s o- u s ef ul r a n d o m c h at s, m e m e s a n d dr a wi n g s of f at pi g e o n s a n d P o k é m o n o n

w hit e b o a r d s. T h e i nt e n s e S PI K E e s p ort s g a mi n g s e s si o n s w er e al s o ‘r el a xi n g’ a n d h el p e d r e c h ar g e

m y br ai n aft er l o n g d a y s of r e s e ar c h. B e y o n d t h e S PI K E m e m b er s, I wi s h t o t h a n k Vi n c e nt P er-

r e a ult, wit h w h o m I w or k e d at NII, f or hi s i n s pir ati o n a n d c o m p a ni o n s hi p d uri n g m y ti m e i n J a p a n.

Hi s str o n g m at h e m ati c al b a c k gr o u n d pr o v e d i n v al u a bl e i n h el pi n g m e f or m ali s e t h e l a st pi e c e of t h e

p u z zl e: t h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d pr e s e nt e d i n C h a pt e r 7 of t hi s t h e si s.

Fi n all y, I wi s h t o t h a n k m y f a mil y, b ot h h er e i n t h e U K a n d i n C hi n a, f or t h eir l o v e a n d

u n d er st a n di n g t hr o u g h o ut t hi s j o ur n e y. Wit h o ut t h e m, I w o ul d n ot b e w h er e I a m t o d a y. M y

p ar e nt s, J u n Z h a o a n d T a o G u, d e s pit e b ei n g f ar a w a y i n C hi n a, h a v e al w a y s b e e n t h er e f or m e

vii



vi a vi d e o c all s a n d m e s s a g e s, a n d t h eir i nt er e st i n m y w or k a n d t h e AI fi el d i n g e n er al h a s b e e n a

c o n st a nt s o ur c e of e n c o ur a g e m e nt. M y i n-l a w s, Eli z a b et h a n d J o h n B a u g h, h a v e o ff e r e d tr e m e n d o u s

p h y si c al a n d e m oti o n al s u p p ort, r e mi n di n g m e t o m ai nt ai n a h e alt h y w or k-lif e b al a n c e e v e n d uri n g

t h e m or e ‘ c h a oti c’ p eri o d s w h e n I n e e d e d t o m e et ti g ht d e a dli n e s. L a st b ut n ot l e a st, I wi s h t o t h a n k

m y h u s b a n d, M att h e w B a u g h. I a m s o gl a d w e h a d t h e o p p ort u nit y t o writ e a n d p u bli s h p a p er s

t o g et h er. T h a n k y o u f or al w a y s b ei n g t h er e f or m e a n d f or all t h e s p ar k s of cr e ati vit y a n d p e a c e of

mi n d y o u h a v e gi v e n m e. W h e n e v er I w a s w orri e d a n d a n xi o u s, y o u w er e t h er e t o r e mi n d m e h o w

G o d h a s b e e n s u st ai ni n g m e all al o n g a n d I a m s af e i n Hi s h a n d s.
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l ar g er t h e pr o b a bilit y di ff er e n c e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 4

6. 6  E xtr a ct e d Pr o b L o g p oli c y gri d of t h e s a m e n e ur al D N F- M T a ct or i n Fi g ur e 6. 5. . . . 9 4

6. 7  T a xi E n vir o n m e nt: t h e t a xi n e e d s t o pi c k u p a p a s s e n g er a n d dr o p t h e m o ff at t h e

d e sti n ati o n h ot el t o fi ni s h t h e e pi s o d e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 5

6. 8  D o or C orri d or ( D C): t h e a g e nt n e e d s t o t ur n ri g ht fir st, a n d t o g gl e a n d g o t hr o u g h

t hr e e d o or s t o r e a c h t h e e n d of t h e c orri d or. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 7

6. 9  Ti m e t a k e n v s t h e n u m b er of a n n ot at e d di sj u n cti o n s i n Pr o b L o g, u si n g a Pr o b L o g

pr o gr a m i n a c ert ai n f or m at a s a n a p pr o xi m ati o n. T h e o v er all tr e n d i s t h at t h e ti m e

t a k e n i n cr e a s e s e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er of r ul e s pr e s e nt e d i n t h e Pr o b L o g

pr o gr a m. H o w e v er, t hi s p att er n c a n n ot b e c o n fir m e d a s t h e s a m e f or i nf er e n c e wit h

a n a ct u al p oli c y e xtr a ct e d fr o m a n e ur al D N F- M T a ct or. . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 3

7. 2  T h e t hr e e st e p s of t h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d. H er e w i s t h e w ei g ht c o n n e cti n g

c o nj u n cti v e n o d e c t o di sj u n cti v e n o d e d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 2
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7. 3 S plit el e m e nt s i n t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s w ei g ht s w i nt o t w o s et s, b a s e d o n

t h e a b s ol ut e v al u e s of t h e el e m e nt s. T h e ori gi n al si g n of t h e w ei g ht s i s pr e s er v e d i n

t h e fi g ur e, w h er e t h e p ur pl e w ei g ht s ar e p o siti v e a n d t h e y ell o w w ei g ht s ar e n e g ati v e.

T h e s et o n t h e l eft i s t h e s m all- m a g nit u d e w ei g ht s w h er e |w j | < m a x |w |/ 2, a n d t h e

s et o n t h e ri g ht i s t h e l ar g e- m a g nit u d e w ei g ht s w h er e |w j | ≥ m a x |w |/ 2. ¯J + i s t h e s et

of i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e p ur pl e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e l eft, a n d ¯J − i s t h e s et of

i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e y ell o w w ei g ht s i n t h e s et o n t h e l eft. J + \ ¯J + i s t h e s et of

i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e p o siti v e ( p ur pl e), a n d J − \ ¯J −

i s t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e n e g ati v e ( y ell o w).

All t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht s h o ul d b e pr e s e nt i n all t h e s plit w ei g ht v e ct or s

i n t h e s plit w ei g ht s et W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 8

7. 4 S plit el e m e nt s i n t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s w ei g ht s w i nt o t w o s et s, b a s e d o n

t h e a b s ol ut e v al u e s of t h e el e m e nt s. T h e ori gi n al si g n of t h e w ei g ht s i s pr e s er v e d i n

t h e fi g ur e, w h er e t h e p ur pl e w ei g ht s ar e p o siti v e a n d t h e y ell o w w ei g ht s ar e n e g ati v e.

T h e s et o n t h e l eft i s t h e s m all- m a g nit u d e w ei g ht s w h er e |w j | < m a x |w |/ 2, a n d t h e

s et o n t h e ri g ht i s t h e l ar g e- m a g nit u d e w ei g ht s w h er e |w j | ≥ m a x |w |/ 2. ¯J + i s t h e s et

of i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e p ur pl e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e l eft, a n d ¯J − i s t h e s et of

i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e y ell o w w ei g ht s i n t h e s et o n t h e l eft. J + \ ¯J + i s t h e s et of

i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e p o siti v e ( p ur pl e), a n d J − \ ¯J − i s

t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e n e g ati v e ( y ell o w). All

t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht al o n e ar e s u ffi ci e nt t o m a k e t h e ori gi n al c o nj u n cti v e

n o d e’ s b e h a vi o ur f al s e. E a c h w ei g ht i n t h e s et o n t h e ri g ht c a n b e t h e o nl y el e m e nt

pr e s e nt i n a s plit w ei g ht v e ct or i n t h e s plit w ei g ht s et W . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2 3

7. 5  Ar c hit e ct ur e s f or v ari o u s s etti n g s wit h di ff er e nt t y p e s of i n p ut s, w h er e bl u e r o u n d e d

b o x e s h a v e l e ar n a bl e p ar a m et er s. 7. 5 a i s t h e b a si c s et u p f or bi v al e nt i n p ut s. 7. 5 b a n d

7. 5 c s h o w h o w pr e di c at e i n v e nti o n i s p erf or m e d wit h M L P s a n d t hr e s h ol d l e ar ni n g. . 1 2 7

7. 6  E x a m pl e s of n e w d el a y e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d s wit h di ff er e nt u p d at e f u n cti o n s

a n d di ff er e nt s etti n g s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2 9

7. 7  A n e x a m pl e of t h e d el a y e d m o nit ori n g li n e ar d elt a s c h e d uli n g u si n g f δ, d el a y e d m o ni t o ri n g li n e a r

fr o m E q u ati o n 7. 2 6. T h e s c h e d ul e h alt s at |δ | = 0 .6 b ef or e c o nti n ui n g t o i n cr e a s e. . . 1 3 1

7. 8  C o m p ari s o n of di ff er e nt d el a y e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d s d uri n g tr ai ni n g o n t h e C D C

a n d C o v ert y p e d at a s et s. T h e a c c ur a c y c ur v e s ar e s h o w n a s s oli d li n e s a n d t h e d elt a

m a g nit u d e c ur v e s ar e s h o w n a s d a s h e d li n e s. T h e fi g ur e s s h o w t h e st a bilit y b e n e fit s

of di ff er e nt u p d at e f u n cti o n s o v er e x p o n e nti al u p d at e s. . . . . . . . . . . . . . . . . 1 3 2

7. 9  Ti m e t a k e n ( bl u e) t o di s e nt a n gl e t h e c o nj u n cti v e n o d e s wit h di ff er e nt n u m b er s of

i n p ut s u s e d, a n d t h e n u m b er of s plit c o nj u n cti o n s (r e d) aft er di s e nt a n gl e m e nt, i n a

tr ai n e d n e ur al D N F m o d el. A m a x r u nti m e of 1 8 0 s i s s et f or di s e nt a n gl e m e nt. . . . . 1 3 7

8. 1  A pr o p o s al of a m ulti-l a y er n e ur al D N F- b a s e d m o d el wit h t hr e e n e ur al D N F bl o c k s.

Bl o c k B i c a n a c c e s s all pr e di c at e s fr o m B 1 t o B i − 1 , a s w ell a s t h e i n p ut pr e di c at e s. . 1 4 1
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8. 2  Gr a d- C A M s [ 1 3 9] a n d Ei g e n C A M s [ 1 1 1] of t h e C N N s c o n n e ct e d t o a n M L P ( 8. 2 a) a n d

n e ur al D N F- M T ( 8. 2 b) a ct or, at e a c h u ni q u e st e p i n t h e D o or C orri d or e n vir o n m e nt

fr o m S e cti o n 6. 3. 4. F or e a c h s u b- fi g ur e, t h e l eft-t o-ri g ht c ol u m n s s h o w t h e ori gi n al

i n p ut s t o t h e C N N, t h e Gr a d- C A M s, a n d t h e Ei g e n C A M s i n or d er. F or e a c h c ell i n

t h e C A M s, t h e l e s s gr e y e d- o ut it i s, t h e hi g h er t h e a cti v ati o n it r e pr e s e nt s. . . . . . . 1 4 4

D. 1 R el ati o n s b et w e e n t h e si g n- m at c hi n g s u b s et s of x i a n d x m . . . . . . . . . . . . . . . 2 0 2

D. 2 R el ati o n s b et w e e n t h e si g n- mi s m at c hi n g s u b s et s of x i a n d x m . . . . . . . . . . . . . 2 0 5
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Li s t of T a bl e s

2. 1  C o nf u si o n m atri x f or bi n ar y cl a s si fi c ati o n. T h e r o w s r e pr e s e nt t h e a ct u al c o n diti o n

( gr o u n d tr ut h), a n d t h e c ol u m n s r e pr e s e nt t h e pr e di ct e d c o n diti o n. . . . . . . . . . . 1 4

3. 1  C o m p ari s o n of di ff er e nti a bl e I L P a p pr o a c h e s s ur v e y e d i n t hi s s e cti o n. Bi a s c ol u m n

r e pr e s e nt s t h e t y p e of s e ar c h- s p a c e c o n str ai nt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 4

3. 2  C o m p ari s o n of h y bri d n e ur o- s y m b oli c r ul e l e ar ni n g a p pr o a c h e s s ur v e y e d i n t hi s s e cti o n. 3 6

3. 3  C o m p ari s o n of e n d-t o- e n d n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s f or i nt er pr et a bl e p oli c y l e ar n-

i n g. Bi a s c ol u m n r e pr e s e nt s t h e t y p e of s e ar c h- s p a c e c o n str ai nt u s e d. O b s. T y p e

c ol u m n r e pr e s e nt s t h e t y p e of o b s er v ati o n s c o n s u m e d b y t h e a g e nt. . . . . . . . . . 3 9

3. 4  C o m p ari s o n of h y bri d n e ur o- s y m b oli c R L a p pr o a c h e s t h at u s e cl a s si c I L P s y st e m s f or

str u ct ur e d k n o wl e d g e i n d u cti o n. N e S y T a s k c ol u m n r e pr e s e nt s t h e R L t a s k a d dr e s s e d

s y m b oli c all y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1

5. 1 St ati sti c s of di ff er e nt C U B d at a s et s / s u b s et s. E x c e pt f or ‘ Ori gi n al C U B- 2 0 0- 2 0 1 1’, all

t h e ot h er d at a s et s / s u b s et s ar e pr e- pr o c e s s e d. T h e n u m b er of s a m pl e s i s t h e s u m of

s a m pl e s fr o m all tr ai n, v ali d ati o n a n d t e st s et s. F or d at a s et n a m e s wit h a s u ffi x ‘- k’,

t h e v al u e of k i n di c at e s t h e n u m b er of cl a s s e s r et ai n e d i n t h at d at a s et / s u b s et. . . . . 6 9

5. 2  Pl ai n n e ur al D N F m o d el s tr ai n e d wit h bi n ar y cr o s s e ntr o p y o n di ff er e nt d at a s et /-

s u b s et s. All m etri c s ar e c al c ul at e d b y a v e r a gi n g a cr o s s t h e v ali d ati o n s et, e x c e pt f or

t h e l a st c ol u m n (t h e e xtr a ct e d r ul e s’ J a c c ar d s c or e), w hi c h i s c o m p ut e d o n t h e t e st

s et. A pl ai n n e ur al D N F c a n n ot l e ar n u n d er B C E wit h 2 0 0 cl a s s e s, a n d t h u s t h e

p o st-tr ai ni n g pr o c e s s i s n ot p erf or m e d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 0

5. 3 Pl ai n n e u r al D N F tr ai n e d wit h c r o s s e n t r o p y i n di ff er e nt d at a s et / s u b s et s. W h e n

u si n g t h e J a c c ar d s c or e a s t h e m etri c d uri n g pr u ni n g wit h ϵ = 0 .0 0 5, all w ei g ht s ar e

pr u n e d, r e s ulti n g i n n o cl a s s b ei n g pr e di ct e d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1

5. 4 N e u r al D N F- E O m o d el tr ai n e d wit h c r o s s- e n t r o p y l o s s i n di ff er e nt C U B s u b-

s et s / d at a s et, at di ff er e nt st a g e s of tr ai ni n g a n d p o st-tr ai ni n g pi p eli n e. . . . . . . . . 7 1

5. 5  A c c ur a c y c o m p ari s o n a m o n g M L P, d e ci si o n tr e e ( n o pr u ni n g) a n d tr ai n e d n e ur al

D N F- E O m o d el ( n o c o n str ai nt l a y e r C 2, n o p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g), a cr o s s di ff er e nt

C U B s u b s et s / d at a s et. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2

5. 6 J a c c ar d i n d e x s c or e c o m p ari s o n a cr o s s di ff er e nt C U B s u b s et s / d at a s et, f or F a st L A S,

tr ai n e d n e ur al D N F- E O m o d el wit h o ut t h e c o n str ai nt l a y er C 2 ( n o p o st-tr ai ni n g pr o-

c e s si n g), a n d t h e r ul e s e xtr a ct e d fr o m t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e d n e ur al D N F- E O

m o d el wit h o ut t h e c o n str ai nt l a y er C 2. F a st L A S r u n s o ut of m e m or y f or C U B- 2 0 0. . 7 3

x vii



5. 7 St ati sti c s of di ff er e nt T M C d at a s et s / s u b s et s. E x c e pt f or ‘ Ori gi n al T M C 2 0 0 7- 5 0 0’, all

t h e ot h er d at a s et s / s u b s et s ar e pr e- pr o c e s s e d. T h e n u m b er of s a m pl e s i s t h e s u m of

s a m pl e s fr o m all tr ai n, v ali d ati o n a n d t e st s et s. F or d at a s et n a m e s wit h a s u ffi x ‘- k’,

t h e v al u e of k i n di c at e s t h e n u m b er of l a b el s r et ai n e d i n t h at d at a s et / s u b s et. . . . . 7 5

5. 8  M a cr o F 1 of n e ur al D N F m o d el s aft er tr ai ni n g wit h B C E a n d at di ff er e nt st a g e s of t h e

p o st-tr ai ni n g pi p eli n e, M L P s tr ai n e d wit h B C E, a n d d e ci si o n tr e e s wit h o ut li miti n g

d e pt h, i n di ff e r e nt T M C s u b s et s / d at a s et. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 6

5. 9  M a cr o F 1 a n d t h e δ m a g nit u d e of a n e ur al D N F m o d el i n T M C- 2 2 d at a s et o v er 3 0 0

e p o c h s of tr ai ni n g. T h e dr o p i n m a cr o F 1 o c c ur s ar o u n d w h e n t h e δ m a g nit u d e i s

ar o u n d 0. 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 6

5. 1 0 M L P a n d n e ur al D N F m o d el’ s tr ai n a bl e p ar a m et er s c o u nt, c o m p ari n g t o t h e n u m b er

of n o n-l e af n o d e s i n a d e ci si o n tr e e wit h o ut li miti n g d e pt h, i n di ff er e nt T M C s u b s et-

s / d at a s et. A n o n-l e af n o d e of a d e ci si o n tr e e e n c o d e s a s plit c o n diti o n t h at dir e ct s

t h e d e ci si o n p at h. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 7

5. 1 1 St ati sti c s of t h e s y nt h eti c d at a s et s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 8

5. 1 2 N e ur al D N F- E O m o d el s’ J a c c ar d i n d e x s c or e o n di ff er e nt s y nt h eti c m ulti- cl a s s d at a s et s

at di ff er e nt st a g e s of t h e pi p eli n e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 9

5. 1 3 N e ur al D N F m o d el s’ m a cr o F 1 s c or e o n di ff e r e nt s y nt h eti c m ulti-l a b el d at a s et s at

di ff er e nt st a g e s of t h e pi p eli n e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 9

6. 1  E n vir o n m e nt c o n fi g ur ati o n s f or t h e t hr e e e n vir o n m e nt s i n t h e S wit c h er o o C orri d or

E n vir o n m e nt S et, i n cl u di n g S C’ s c o n fi g ur ati o n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2

6. 2  P erf or m a n c e of t h e m o d el s i n t h e S wit c h er o o C orri d or M D P e n vir o n m e nt s et, t o g et h er

wit h t h e A S P pr o gr a m s e xtr a ct e d fr o m t h eir c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s.

T h e e pi s o di c r et ur n m etri c i s r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or.

Ar g m a x a cti o n s el e cti o n i s u s e d f or all m o d el s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2

6. 3  P erf or m a n c e of t h e m o d el s i n t h e S wit c h er o o C orri d or e n vir o n m e nt s et, t o g et h er wit h

t h e Pr o b L o g pr o gr a m s e xtr a ct e d fr o m t h eir c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s.

T h e e pi s o di c r et ur n m etri c i s r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or.

Di ff er e nt s y m b ol s aft er t h e a ct or’ s n a m e i n di c at e di ff er e nt a cti o n s el e cti o n m et h o d s:

† f or ϵ - gr e e d y s a m pli n g, a n d ‡ f or a ct or’ s di stri b uti o n s a m pli n g. . . . . . . . . . . . 9 2

6. 4  Bl a c kj a c k: p erf or m a n c e of M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s, a n d t h e e xtr a ct e d

Pr o b L o g pr o gr a m s. P oli c y di v er g e n c e m e a s ur e s t h e pr o p orti o n of st at e s w h er e t h e

ar g m a x p oli c y di s a gr e e s wit h t h e o pti m al p oli c y fr o m [ 1 5 0]. . . . . . . . . . . . . . . 9 3

6. 5  T a xi: p erf or m a n c e of Q-t a bl e s, M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s, a n d t h e e x-

tr a ct e d Pr o b L o g pr o gr a m s fr o m t h e c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e

e pi s o di c r et ur n m etri c i s r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or. Dif-

f er e nt s y m b ol s aft er t h e a ct or’ s n a m e i n di c at e di ff er e nt a cti o n s el e cti o n m et h o d s: *

f or ar g m a x a cti o n s el e cti o n, a n d ‡ f or a ct or’ s di stri b uti o n s a m pli n g. . . . . . . . . . 9 6

6. 6  D o or C orri d or: p erf or m a n c e of M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s, a n d t h e e x-

tr a ct e d A S P pr o gr a m s fr o m t h e c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e e pi s o di c

r et ur n m etri c i s r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or. Ar g m a x a cti o n
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C h a p t e r 1

I n t r o d u c ti o n

D e e p l e ar ni n g h a s a c hi e v e d r e m ar k a bl e s u c c e s s a cr o s s di v er s e d o m ai n s, d e m o n str ati n g tr a n sf or m ati v e

i m p a ct s i n h e alt h c ar e [4 8 , 1 0 4 ], a ut o n o m o u s s y st e m s [8 3 ], fi n a n c e [4 2 ], n at ur al l a n g u a g e pr o c e s si n g

[4 0 , 1 1 6 ], a n d c o m p ut e r vi si o n [9 0 , 6 6 , 1 1 7 ]. T h e s e a d v a n c e s h a v e b e e n dri v e n b y t h e c o m bi n ati o n

of c o m p ut ati o n al p o w er [ 1 5 3 , 1 2 0 ] a n d d at a a v ail a bilit y [1 4 9 , 8 1 ], p o w eri n g d e e p n e ur al n et w or k s

t o l e ar n c o m pl e x p att er n s fr o m l ar g e- s c al e d at a a n d e v e n s ur p a s s h u m a n-l e v el p erf or m a n c e o n s p e-

ci fi c t a s k s [ 1 4 5 , 1 9 ]. H o w e v er, d e s pit e t h eir s u c c e s s e s, n e ur al n et w or k s ar e bl a c k- b o x m o d el s w h o s e

d e ci si o n- m a ki n g pr o c e s s r e m ai n s l ar g el y i n s cr ut a bl e t o h u m a n u n d er st a n di n g, d u e t o t h e hi g h c o m-

pl e xit y fr o m m ulti pl e c o m p o siti o n s of n o n-li n e ar tr a n sf or m ati o n s [ 1 3 3 ]. T hi s o p a cit y hi n d er s t h e s e

m o d el s’ a p pli c a bilit y i n hi g h- st a k e s d o m ai n s s u c h a s m e di c al di a g n o si s [ 7 0 ] a n d s af et y- criti c al s y s-

t e m s [ 8 ], w h er e tr a n s p ar e n c y a n d a c c o u nt a bilit y ar e p ar a m o u nt. W hil e n u m er o u s p o st- h o c m et h o d s,

s u c h a s LI M E [ 1 3 0 ], S H A P [9 9 ], a n d s ali e n c y m a p s [1 3 9 ], h a v e b e e n d e v el o p e d f or e x pl ai ni n g m o d el

b e h a vi o ur s, t h e s e m et h o d s f u n d a m e nt all y pr o vi d e l o c al e x pl a n ati o n s t h at d e s cri b e f e at ur e i m p or-

t a n c e f or i n di vi d u al pr e di cti o n s r at h er t h a n o ff eri n g a gl o b al, m e c h a ni s m-l e v el u n d er st a n di n g of h o w

t h e m o d el r e a s o n s a cr o s s t h e i n p ut s p a c e. F urt h er m or e, r e s e ar c h h a s r e v e al e d si g ni fi c a nt li mit ati o n s:

s o m e s ali e n c y m et h o d s ar e i n d e p e n d e nt of t h e m o d el p ar a m et er s a n d tr ai ni n g d at a [ 2 ] a n d f ail t o

pr o vi d e s u ffi ci e nt i nf or m ati o n f or e x pl ai ni n g n et w or k a c c ur a c y a n d cl a s s r el ati o n s hi p s [ 1 6 8 ]; f e at ur e s

i d e nti fi e d a s criti c al b y m et h o d s li k e LI M E a n d S H A P oft e n h a v e li mit e d i m p a ct o n a ct u al n et w or k

d e ci si o n s [ 9 6 ]; a n d t h e s e i nt er pr et ati o n s c a n b e fr a gil e u n d er s m all i n p ut s hift s or p ert ur b ati o n s

[8 5 , 6 1 ]. I n c o ntr a st, m o d el s t h at ar e i n h e r e ntl y i nt e r p r et a bl e ar e d e si g n e d t o pr o vi d e tr a n s p ar e nt

r e a s o ni n g. T h e y c a n o ff er m or e r eli a bl e a n d tr u st w ort h y e x pl a n ati o n s a n d ar e t h er ef or e m or e s uit a bl e

f or hi g h- st a k e s a p pli c ati o n s [1 3 3 ].

S y m b oli c AI s y st e m s, w hi c h d o mi n at e d t h e fi el d b ef or e t h e d e e p l e ar ni n g er a, o ff er a c o m p elli n g

f o u n d ati o n f or i nt er pr et a bilit y: t h e y o p er at e o n e x pli cit r ul e s a n d l o gi c al str u ct ur e s t h at ar e i n h er-

e ntl y h u m a n-r e a d a bl e, pr o vi di n g a m or e gl o b al e x pl a n ati o n of t h e m o d el’ s b e h a vi o ur t h a n attri b uti o n

m et h o d s li k e LI M E, S H A P or s ali e n c y m a p s. H o w e v er, tr a diti o n al s y m b oli c a p pr o a c h e s str u g gl e wit h

l e ar ni n g fr o m r a w d at a a n d l a c k t h e fl e xi bilit y t o h a n dl e n oi s y a n d r e al- w orl d i n p ut s. T hi s m oti v at e s

a n at ur al q u e sti o n: c a n w e c o m bi n e t h e l e ar ni n g p o w er of n e ur al n et w or k s wit h t h e tr a n s p ar e nt

r e a s o ni n g of s y m b oli c s y st e m s t o a c hi e v e m o d el s t h at ar e b ot h c a p a bl e a n d i nt er pr et a bl e ?

N e ur o- s y m b oli c AI e m er g e s a s a pr o mi si n g a n s w er t o t hi s q u e sti o n. It i s a p ar a di g m t h at i nt e-

gr at e s t h e p att er n r e c o g niti o n c a p a biliti e s of n e ur al n et w or k s wit h t h e l o gi c al i nf er e n c e a n d e x pli cit

1



2 C H A P T E R 1. I N T R O D U C TI O N

k n o wl e d g e r e pr e s e nt ati o n of s y m b oli c s y st e m s. T hi s h y bri d a p pr o a c h ai m s t o o v er c o m e t h e l a c k

of i nt er pr et a bilit y of st a n d al o n e n e ur al m et h o d s, w hil e a d dr e s si n g t h e brittl e n e s s, s c al a bilit y, a n d

i n a bilit y t o l e ar n fr o m u n str u ct ur e d d at a of p ur el y s y m b oli c s y st e m s [1 3 4 , 3 6 , 2 0 , 5 4 ]. Bri d gi n g t h e

r e pr e s e nt ati o n g a p b et w e e n t h e s u b- s y m b oli c s p a c e of r e al- v al u e d v e ct or a cti v ati o n s or w ei g ht s i n

n e ur al n et w or k s a n d t h e s y m b oli c s p a c e of di s cr et e r e pr e s e nt ati o n s a n d r e a s o ni n g li e s at t h e c or e of

n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s [ 1 3 4 ]. E xi sti n g a p pr o a c h e s c a n b e br o a dl y gr o u p e d b y h o w ti g htl y t h e y

i nt e gr at e n e ur al a n d s y m b oli c c o m p o n e nt s.

At o n e e n d of t h e s p e ctr u m, m o d ul a r a p p r o a c h e s m ai nt ai n n e ur al a n d s y m b oli c c o m p o n e nt s a s

s e p ar at e m o d ul e s, i nt er pr eti n g n e ur al c o m p o n e nt s’ o ut p ut a s s y m b ol s a n d f e e di n g t h e m t o s y m b oli c

r e a s o n er s or l e ar n er s. A p pr o a c h e s li k e D e e p Pr o b L o g [ 1 0 1 ] a n d N e ur A S P [1 6 5 ] d e pl o y s y m b oli c r e a-

s o n er s a n d c o m p ut e tr ai ni n g si g n al s f or n e ur al n et w or k s b a s e d o n r e a s o ni n g r e s ult s a n d d o w n str e a m

l a b el s, w hil e N SI L [3 2 ] j oi ntl y l e ar n s a n e ur al p er c e pti o n m o d el a n d a s y m b oli c r ul e- b a s e d m o d el

fr o m r a w d at a. T h e s u c c e s s of L ar g e L a n g u a g e M o d el s ( L L M s) h a s i n s pir e d m a n y w or k s t h at c o n-

n e ct L L M s wit h s y m b oli c r e a s o n er s: m a n y a p pr o a c h e s u s e L L M s a s tr a n sl at or s t o g e n er at e s y m b oli c

r e pr e s e nt ati o n s fr o m u n str u ct ur e d i n p ut s a n d t h e n u s e s y m b oli c s ol v er s o v er s u c h s y m b oli c r e pr e s e n-

t ati o n s t o s ol v e d o w n str e a m t a s k s [ 1 1 9 , 7 5 , 1 1 4 ], w hil e ot h er s u s e L L M s t o i m pl e m e nt i nt er pr et ati o n

f u n cti o n s t h at g e n er at e tr ut h v al u ati o n s, dir e ctl y e m b e d di n g L L M s wit hi n s y m b oli c r e a s o n er s’ s e-

m a nti c s [ 7 ]. T h e s e m o d ul ar a p pr o a c h e s b e n e fit fr o m l e v er a gi n g m at ur e n e ur al a n d s y m b oli c s y st e m s

b ut f a c e c h all e n g e s i n s e a ml e s s e n d-t o- e n d o pti mi s ati o n.

At t h e ot h er e n d of t h e s p e ctr u m, di ff e r e nti a bl e I L P a p p r o a c h e s e m b e d s y m b oli c k n o wl e d g e a n d

c o m p ut ati o n dir e ctl y wit hi n n e ur al ar c hit e ct ur e s, e n a bli n g ti g ht er i nt e gr ati o n a n d f ull y di ff er e nti a bl e

tr ai ni n g. T h e s e a p pr o a c h e s b uil d u p o n t h e fr a m e w or k of i n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g (I L P) [ 1 1 0 , 9 2 ]

a n d ai m t o l e ar n i nt er pr et a bl e r ul e s t hr o u g h gr a di e nt- b a s e d o pti mi s ati o n, oft e n r el yi n g o n h u m a n-

e n gi n e er e d r ul e t e m pl at e s [ 5 0 , 1 4 0 , 6 4 ] or m o d e bi a s e s [3 9 ] t o r e stri ct t h eir s e ar c h s p a c e. I n tr a diti o n al

I L P, b a c k gr o u n d k n o wl e d g e r ef er s t o t h e s et of k n o w n c o n c e pt s a v ail a bl e b ef or e l e ar ni n g ( u s u all y

d e n ot e d B ). I n pr a cti c e, h o w e v er, r ul e t e m pl at e s a n d m o d e bi a s e s al s o f or m p art of t h e pri or

k n o wl e d g e of t h e t a s k, a s b ot h r e q uir e h u m a n e n gi n e eri n g a n d t u ni n g t o e n s ur e t h at a s ol uti o n i s

i n cl u d e d i n t h e h y p ot h e si s s p a c e a n d t h at t h e s e ar c h r e m ai n s tr a ct a bl e f or t h e l e ar ni n g s y st e m. T hi s

t h e si s u s e s t h e t er m b a c k gr o u n d k n o wl e d g e t o r ef er t o t hi s o v er all pri or k n o wl e d g e. T h e a bilit y t o u s e

s u c h k n o wl e d g e i s a n a d v a nt a g e i n h erit e d fr o m I L P, all o wi n g m et h o d s t o l e v er a g e d o m ai n e x p erti s e

a n d c o n str ai n t h e s e ar c h t o pl a u si bl e h y p ot h e s e s. H o w e v er, t hi s d e p e n d e n c e c a n al s o li mit str u ct ur al

fl e xi bilit y a n d wi d er a p pli c a bilit y [ 1 2 8 ]: if pri or k n o wl e d g e i s u n a v ail a bl e, t h e h y p ot h e si s s p a c e m a y

b e t o o l ar g e; if t h e i nj e ct e d k n o wl e d g e i s i n c orr e ct, a n o pti m al s ol uti o n m a y b e e x cl u d e d e ntir el y.

A d diti o n all y, t h e s e m et h o d s t y pi c all y r e q uir e pr e di c at e- b a s e d i n p ut s, or if i n p ut s ar e u n str u ct ur e d,

t h e y n e c e s sit at e eit h er m a n u al d e fi niti o n [ 3 9 ] or e xtr a cti o n u si n g pr e-tr ai n e d c o m p o n e nt s [8 4 , 3 1 ].

D e s pit e u si n g n e ur al n et w or k s a s a c or e c o m p o n e nt, di ff er e nti a bl e I L P m et h o d s f ail t o f ull y l e v er a g e

t h e c a p a biliti e s of t h e s e n et w or k s. N e ur al n et w or k s’ a p pr o xi m ati o n a biliti e s e xt e n d n at ur all y t o

u n str u ct ur e d d at a, a n d t h eir e x pr e s si vit y all o w s t h e m t o c o v er l ar g e h y p ot h e si s s p a c e s wit h mi ni m al

t a s k- s p e ci fi c e n gi n e eri n g: e v e n s m all a n d s h all o w ar c hit e ct ur e s d e m o n str at e str o n g c a p a biliti e s i n

l e ar ni n g c o m pl e x b o ol e a n f u n cti o n s [1 1 3 ]. T hi s li mit ati o n m oti v at e s t h e c e ntr al r e s e ar c h q u e sti o n of

t hi s t h e si s: h o w t o d e v el o p a n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h i n a n e n d-t o- e n d di ff er e nti a bl e m o d el t h at f ull y

e x pl oit s t h e a p pr o xi m ati o n p o w er a n d fl e xi bilit y of n e ur al n et w or k s w hil e pr e s e r vi n g i nt er pr et a bilit y ?

T hi s t h e si s a d dr e s s e s t h e q u e sti o n wit h t h e ai m of d e v el o pi n g a n o v el n e ur o- s y m b oli c ar c hit e ct ur e
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t h at a c hi e v e s t h e f oll o wi n g pr o p erti e s:

1. I n t e r p r e t a bili t y : t h e m o d el’ s b e h a vi o ur c a n b e d e s cri b e d i n a l o gi c al f o r m.

2. A d a p t a bili t y : t h e m o d el l e v er a g e s t h e e x pr e s si vit y of M L P s wit h si m pl e a r c hit e ct u r e s a n d

c a n b e e a sil y s et u p f or tr ai ni n g wit h di ff e r e nt t a s k s a n d i n p ut f o r m at s , wit h o ut t h e n e e d of

e n c o di n g t a s k- s p e ci fi c b a c k gr o u n d k n o wl e d g e i nt o t h e m o d el.

3. E n d- t o- e n d di ff e r e n ti a bili t y : t h e m o d el c a n b e tr ai n e d j oi ntl y wit h ot h er n e ur al c o m p o-

n e nt s, e n a bli n g f ull y e n d-t o- e n d s y m b oli c i n d u cti o n wit h o ut r el yi n g o n m a n u al f e at ur e e n gi-

n e eri n g or pr e-tr ai n e d m o d ul e s. I n s u c h a c o n fi g ur ati o n, b ot h t h e f e at ur e e xtr a ct or a n d t h e

n e ur o- s y m b oli c l e ar n er ar e o pti mi s e d si m ult a n e o u sl y t hr o u g h gr a di e nt- b a s e d tr ai ni n g, all o w-

i n g t h e f or m er t o di s c o v er r el e v a nt hi g h-l e v el r e pr e s e nt ati o n s w hil e t h e l att er i n d u c e s s y m b oli c

r ul e s fr o m t h e s e l e ar n e d f e at ur e s.

T h e w or k pr e s e nt e d i n t hi s t h e si s t a k e s i n s pir ati o n fr o m t h e n e ur al di sj u n cti v e n or m al f or m ( D N F)

m o d el pr o p o s e d i n pi x 2r ul e [ 2 8 ]. Wit h a d e si g n n e arl y i d e nti c al t o t h at of M L P s, a n e ur al D N F

m o d el i s a n e n d-t o- e n d di ff er e nti a bl e m o d el w hi c h, u n d er a p pr o pri at e c o n diti o n s, c a n b e tr a n sl at e d

t o f or m al l o gi c pr o gr a m s aft er tr ai ni n g. U nli k e pr e vi o u sl y m e nti o n e d n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s, t h e

n e ur al D N F m o d el o ff er s a br o a d er s p a c e of p o s si bl e r ul e s a n d s e a ml e s sl y i nt e gr at e s wit h ot h er n e ur al

c o m p o n e nt s. H o w e v er, pi x 2r ul e e v al u at e s t h e n e ur al D N F m o d el o nl y o n s y nt h eti c all y g e n er at e d

i m a g e cl a s si fi c ati o n t a s k s wit h a si n gl e o ut p ut cl a s s, l e a vi n g o p e n t h e q u e sti o n of h o w w ell t h e m o d el

g e n er ali s e s t o r e al- w orl d d at a s et s a n d ot h er t a s k s etti n g s. A d diti o n all y, t h e c o n diti o n s u n d er w hi c h

t h e tr a n sl ati o n fr o m n e ur al w ei g ht s t o l o gi c al r ul e s pr e s er v e s s e m a nti c e q ui v al e n c e ar e n ot f or m all y

e st a bli s h e d.

T hi s t h e si s pr o p o s e s a f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, b a s e d o n t h e n oti o n of n e ur al D N F

m o d el, wit h wi d e a p pli c a bilit y t o v ari o u s t a s k s a n d i n p ut f or m at s, a s w ell a s t h e or eti c al g u ar a n-

t e e s f or l o gi c al i nt er pr et a bilit y, t h u s b ett er f ul filli n g t h e t hr e e d e sir e d pr o p erti e s of i nt er pr et a bilit y,

a d a pt a bilit y a n d e n d-t o- e n d di ff er e nti a bilit y d e fi n e d a b o v e. T h er ef or e, t h e t h e si s st at e m e nt i s a s

f oll o w s:

T h e si s S t a t e m e n t. T h e f a mil y of n e u r al D N F- b a s e d m o d el s p r o p o s e d i n t hi s t h e si s c a n

p e rf o r m di ff e r e nti a bl e r ul e l e a r ni n g f o r cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf o r c e m e nt l e a r ni n g t a s k s

wit h o ut p ri o r k n o wl e d g e, o ff e ri n g l o gi c al i nt e r p r et a bilit y, i nt e r v e nti o n c a p a biliti e s, a n d

e n d-t o- e n d i nt e g r ati o n wit h ot h e r n e u r al c o m p o n e nt s t o s u p p o rt p r e di c at e i n v e nti o n.

T h e f oll o wi n g S e cti o n 1. 1 s u m m ari s e s t h e c o ntri b uti o n s of t hi s t h e si s i n t hr e e p art s: t h e or eti c al

f o u n d ati o n s, a p pli c ati o n s, a n d m o d el di s c r eti s ati o n. S e cti o n 1. 2 li st s o ut t h e p u bli c ati o n s t hi s t h e si s

b uil d s u p o n a n d S e cti o n 1. 3 o utli n e s t h e str u ct ur e of t hi s t h e si s.

1. 1 C o n t ri b u ti o n s

1. 1. 1 T h e o r e ti c al F o u n d a ti o n s

T h e c or e c o m p ut ati o n al u nit s of t h e pr o p o s e d n e ur al D N F- b a s e d a p pr o a c h e s ar e s e mi- s y m b oli c

n o d e s, w hi c h a p pr o xi m at e l o gi c al c o nj u n cti o n s or di sj u n cti o n s. 1 T h e m ai n t h e or eti c al c o ntri b uti o n of

1 T h e e s s e nti al b a c k g r o u n d o n s e mi- s y m b oli c n o d e s i s p r o vi d e d i n S e c ti o n 2. 3. 1 .
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t hi s t h e si s, pr e s e nt e d i n C h a pt er 4 , i s a f or m al fr a m e w or k t h at bri d g e s t h e n e ur al a n d bi v al e nt l o gi c

f or m s of t h e s e s e mi- s y m b oli c n o d e s. S p e ci fi c all y, t hi s t h e si s:

• f or m ali s e s t h e b e h a vi o ur a n d i nt er pr et ati o n of s e mi- s y m b oli c n o d e s;

• m at h e m ati c all y pr o v e s t h at t h e tr a n sl ati o n b et w e e n n e ur al a n d bi v al e nt l o gi c f or m s i s bi dir e c-

ti o n al a n d pr e s e r v e s tr ut h v al u e e q ui v al e n c e.

T h e s e r e s ult s e st a bli s h t h e t h e or eti c al g u ar a nt e e s a b s e nt i n t h e pri or w or k pi x 2r ul e [ 2 8 ]. T h e n e ur al-

t o- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n e n a bl e s i nt er pr et a bilit y b y c o n v erti n g l e ar n e d w ei g ht s i nt o l o gi c al r ul e s,

a s d e m o n str at e d t hr o u g h o ut t hi s t h e si s. C o n v er s el y, t h e bi v al e nt-l o gi c-t o- n e ur al tr a n sl ati o n e n a bl e s

i nt er v e nti o n o n t h e n e ur al m o d el’ s b e h a vi o ur b y m o dif yi n g l e ar n e d r ul e s a n d c o n v erti n g t h e m b a c k

t o n e ur al f or m, a s d e m o n str at e d i n S e cti o n 6. 3. 5 .

1. 1. 2 N e u r al D N F- b a s e d M o d el s f o r Cl a s si fi c a ti o n a n d R ei nf o r c e m e n t

L e a r ni n g

A f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i s pr o p o s e d i n t hi s t h e si s, w hi c h p erf or m di ff er e nti a bl e r ul e

l e ar ni n g f or cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g t a s k s. C h a pt er 5 e v al u at e s t h e n e ur al D N F

m o d el o n n o n- s y nt h eti c r e al- w orl d cl a s si fi c ati o n t a s k s. It di s c u s s e s t h e di ffi c ult y of e nf or ci n g a d e-

t e r mi ni sti c all y m ut u all y- e x cl u si v e c o n st r ai nt wit h t h e n e ur al D N F m o d el w hil e s u p p orti n g bi v al e nt

l o gi c i nt er pr et ati o n f or m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s. T h u s, t h e n e ur al D N F- E O m o d el i s pr o p o s e d

t o e nf or c e s u c h a c o n str ai nt i n a n e ur al D N F- b a s e d ar c hit e ct ur e. T o a d dr e s s t h e c h all e n g e of i nt er-

pr et a bl e a n d e dit a bl e p oli c y l e ar ni n g i n r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g, t h e D N F- M T m o d el i s pr o p o s e d i n

C h a pt er 6 , w hi c h o ut p ut s pr o b a bilit y di stri b ut e d pr e di cti o n s wit h a st o c h a sti c all y m ut u all y- e x cl u si v e

c o n st r ai nt . T h e tr ai n e d m o d el c a n b e i nt er pr et e d a s a pr o b a bili sti c l o gi c pr o gr a m a n d u n d er c er-

t ai n c o n diti o n s a s a bi v al e nt l o gi c pr o gr a m. C h a pt er 6 r e p ort s t h e e x p eri m e nt s w h er e t h e n e ur al

D N F- M T m o d el i s u s e d t o l e ar n i nt er pr et a bl e a n d e dit a bl e p oli ci e s f or r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g t a s k s,

a n d t h e e x p eri m e nt s i n C h a pt er 7 s h o w t h at t h e n e ur al D N F- M T m o d el i s m or e st a bl e t h a n t h e

n e ur al D N F- E O m o d el i n cl a s si fi c ati o n t a s k s. I n b ot h cl a s si fi c ati o n a n d R L s etti n g s, t h e n e ur al

D N F- b a s e d m o d el s a c hi e v e p erf or m a n c e c o m p ar a bl e t o c o m p eti n g a p pr o a c h e s w hil e o ff eri n g c o n ci s e

a n d m o di fi a bl e l o gi c al r e pr e s e nt ati o n s.

1. 1. 3 M o d el Di s c r e ti s a ti o n: f r o m C o n ti n u o u s S p a c e t o Di s c r e t e S p a c e

A c e ntr al c h all e n g e i n n e ur o- s y m b oli c AI i s t h e tr a n sl ati o n fr o m c o nti n u o u s n e ur al r e pr e s e nt ati o n s t o

di s cr et e s y m b oli c f or m s [ 1 3 4 ]. F or a n e ur al D N F- b a s e d m o d el, t hi s di ffi c ult y o c c ur s d uri n g t h e pr o-

c e s s of tr a n sl ati n g t h e m o d el’ s l e ar n e d h y p ot h e si s e n c o d e d i n r e al- v al u e d w ei g ht s t o a s et of di s cr et e

v al u e s t h at c a n b e i nt er pr et e d a s l o gi c al r ul e s. T hi s c o nti n u o u s-t o- di s cr et e tr a n sf or m ati o n r e q uir e s

di s cr et el y a p pr o xi m ati n g a s oft- v al u e d m o d el, w hi c h i ntr o d u c e s di s c o nti n uiti e s i nt o t h e n e ur al r e pr e-

s e nt ati o n a n d m a y c a u s e c at a str o p hi c p erf or m a n c e d e gr a d ati o n. Fi g ur e 1. 1 ill u str at e s t hi s pr o bl e m

wit h a n e x a m pl e of a l e ar n e d c o nti n u o u s h y p ot h e si s a n d it s c o u nt e r p art aft er di s cr eti s ati o n. T h e

di s cr eti s ati o n pr o c e s s p u s h e s t h e p e a k s of t h e ori gi n al h y p ot h e si s ti g ht er ar o u n d t h e di s cr et e t ar g et s,

b ut t hi s tr a n sf or m ati o n al s o c h a n g e s t h e b e h a vi o ur of t h e f u n cti o n i n u n w a nt e d w a y s. I n p a rti c ul ar,

di s cr et e t ar g et s t h at w er e ori gi n all y c o v er e d b y t h e ori gi n al h y p ot h e si s m a y b e mi s s e d aft er di s cr eti-

s ati o n, l e a di n g t o p erf or m a n c e d e gr a d ati o n. T hi s pr o bl e m i s p er si st e nt a cr o s s v ari o u s e x p eri m e nt s i n
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C h a pt er 5 a n d C h a pt er 6 . C h a pt er 7 i d e nti fi e s t h e w ei g ht s e nt a n gl e m e nt pr o bl e m i n tr ai n e d n e ur al

D N F- b a s e d m o d el s w h er e s oft- v al u e d w ei g ht s of a si n gl e n o d e e n c o d e m ulti pl e di s cr et e r ul e s r at h er

t h a n l e ar ni n g t o r e pr e s e nt a si n gl e di s cr et e r ul e. A di s e nt a n gl e m e nt m et h o d i s t h u s pr o p o s e d t o s plit

s u c h a n e nt a n gl e d n o d e i nt o m ulti pl e i n d e p e n d e nt n o d e s t h at j oi ntl y e n c o d e t h e s a m e b e h a vi o ur a s

t h e ori gi n al n o d e. T hi s m et h o d si g ni fi c a ntl y r e d u c e s t h e p erf or m a n c e d e gr a d ati o n w h e n tr a n sl ati n g

tr ai n e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i nt o l o gi c al f or m s.

Fi g ur e 1. 1: A n ill u str ati o n of a n ori gi n al l e ar n e d c o nti n u o u s h y p ot h e si s i n bl u e a n d a h y p ot h e si s
aft er s o m e d e gr e e of di s cr eti s ati o n i n or a n g e. T h e di s cr et e t ar g et s t h at t h e h y p ot h e si s i s e x p e ct e d t o
c o v e r ar e m ar k e d wit h d ot s ( wit h y ell o w or r e d d a s h e d li n e s c o n n e ct e d t o t h e m). T h e di s cr eti s ati o n
pr o c e s s s hri n k s t h e ar e a of c o v er a g e b y p u s hi n g t h e p e a k s ti g ht er ar o u n d t h e di s cr et e t ar g et s, a n d
t h e ar e a of t h e di ff er e n c e b et w e e n t h e ori gi n al a n d h y p ot h e si s aft e r di s cr eti s ati o n i s s h a d e d i n bl u e.
H o w e v er, it al s o c h a n g e s t h e b e h a vi o ur of t h e f u n cti o n. If t h e v al u e i s i nt er pr et e d a s tr u e w h e n t h e
h y p ot h e si s i s a b o v e t h e bl a c k d a s h e d li n e, t h e n t h er e i s a di s cr et e t ar g et m ar k e d i n r e d t h at w a s
c o v e r e d b y t h e ori gi n al h y p ot h e si s i n bl u e b ut i s n o w mi s s e d b y t h e n e w h y p ot h e si s i n or a n g e.

1. 2 P u bli c a ti o n s

T hi s t h e si s c o nt ai n s r e vi s e d a n d e x p a n d e d c o nt e nt fr o m t h e f oll o wi n g p u bli c ati o n s, li st e d i n c hr o n o-

l o gi c al or d er:

• K e xi n G u B a u g h, N uri Ci n gilli o gl u, a n d Al e s s a n dr a R u s s o. N e ur o- s y m b oli c R ul e L e ar ni n g i n

R e al- w orl d Cl a s si fi c ati o n T a s k s . I n A n dr e a s M arti n, H a n s- G e or g Fill, A ur o n a G er b er, K n ut

Hi n k el m a n n, D o u g L e n at, R ei n h ar d St oll e, a n d Fr a n k v a n H ar m el e n, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e

A A AI 2 0 2 3 S p ri n g S y m p o si u m o n C h all e n g e s R e q ui ri n g t h e C o m bi n ati o n of M a c hi n e L e a r n-

i n g a n d K n o wl e d g e E n gi n e e ri n g ( A A AI- M A K E 2 0 2 3 ), v ol u m e V ol- 3 4 3 3. C E U R W or k s h o p

Pr o c e e di n g s, 2 0 2 3. T h e m at eri al i s u s e d i n C h a pt er 5 .

• K e xi n G u B a u g h, L u k e Di c k e n s, a n d Al e s s a n dr a R u s s o. N e ur al D N F- M T: A N e ur o- s y m b oli c

A p pr o a c h f or L e ar ni n g I nt er pr et a bl e a n d E dit a bl e P oli ci e s . I n P r o c e e di n g s of t h e 2 4t h I nt e r-

n ati o n al C o nf e r e n c e o n A ut o n o m o u s A g e nt s a n d M ulti a g e nt S y st e m s , A A M A S ’ 2 0 2 5, p a g e s

2 5 2- 2 6 0, Ri c hl a n d, S C, 2 0 2 5. I nt er n ati o n al F o u n d ati o n f or A ut o n o m o u s A g e nt s a n d M ulti a-

g e nt S y st e m s. T h e m at eri al i s u s e d i n C h a pt er 4 a n d C h a pt er 6 .

https://ceur-ws.org/Vol-3433/paper12.pdf
https://ceur-ws.org/Vol-3433/paper12.pdf
https://www.ifaamas.org/Proceedings/aamas2025/pdfs/p252.pdf
https://www.ifaamas.org/Proceedings/aamas2025/pdfs/p252.pdf
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• K e xi n G u B a u g h, Vi n c e nt P err e a ult, M att h e w B a u g h, L u k e Di c k e n s, K at s u mi I n o u e a n d

Al e s s a n dr a R u s s o. Di s e nt a n gli n g N e ur al Di sj u n cti v e N or m al F or m M o d el s . I n L eil a ni H.

Gil pi n, El e o n or a Gi u n c hi gli a, P a s c al Hit zl er, a n d E mil e v a n Kri e k e n, e dit or s, P r o c e e di n g s of

T h e 1 9t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r o s y m b oli c L e a r ni n g a n d R e a s o ni n g ( N e S y 2 0 2 5 ) ,

v ol u m e 2 8 4 of Pr o c e e di n g s of M a c hi n e L e ar ni n g R e s e ar c h, p a g e s 4 6 3- 4 9 3. P M L R, 0 8- 1 0 S e p

2 0 2 5. T h e m at eri al i s u s e d i n C h a pt er 4 a n d C h a pt er 7 .

1. 3 T h e si s S t r u c t u r e

T h e r e m ai n d er of t hi s t h e si s i s or g a ni s e d i nt o s e v e n c h a pt er s. T h e fir st t w o c h a pt er s e st a bli s h

t h e n e c e s s ar y f o u n d ati o n s: C h a pt er 2 i ntr o d u c e s t h e r el e v a nt b a c k gr o u n d i n s y m b oli c a n d n e ur al

m et h o d s, w hil e C h a pt er 3 sit u at e s t hi s t h e si s wit hi n t h e br o a d er l a n d s c a p e of n e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g

a n d n e ur o- s y m b oli c r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g.

T h e t e c h ni c al c o ntri b uti o n s b e gi n wit h C h a pt er 4 , w hi c h d e v el o p s t h e t h e or eti c al u n d er pi n ni n g s

b y f or m ali si n g t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s a n d pr o vi n g t h e bi dir e cti o n al tr a n sl ati o n b et w e e n n e ur al

D N F- b a s e d m o d el s’ n e ur al a n d bi v al e nt l o gi c f or m s. T h e s u b s e q u e nt t w o c h a pt er s d e m o n str at e

pr a cti c al a p pli c ati o n s: C h a pt er 5 pr o p o s e s t h e n e ur al D N F- E O m o d el f or m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n

wit h d et er mi ni sti c m ut u al e x cl u si vit y, w hil e C h a pt er 6 i ntr o d u c e s t h e n e ur al D N F- M T m o d el f or

l e ar ni n g i nt er pr et a bl e p oli ci e s i n r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g wit h pr o b a bili sti c l o gi c al i nt e r pr et ati o n.

C h a pt er 7 t h e n a d dr e s s e s t h e c h all e n g e of tr a n sl ati n g c o nti n u o u s r e pr e s e nt ati o n s t o di s cr et e r e p-

r e s e nt ati o n s, pr o p o si n g a di s e nt a n gl e m e nt m et h o d t o b ett er pr e s er v e m o d el b e h a vi o ur. T h e t h e si s

c o n cl u d e s wit h C h a pt er 8 , s u m m ari si n g t h e c o ntri b uti o n s a n d o utli ni n g dir e cti o n s f or f ut ur e w or k.

https://proceedings.mlr.press/v284/baugh25a.html


C h a p t e r 2

B a c k g r o u n d

T hi s c h a pt er pr o vi d e s t h e b a c k gr o u n d k n o wl e d g e n e c e s s ar y t o u n d er st a n d t h e k e y a d v a n c e s pr e s e nt e d

i n t hi s t h e si s. A s t hi s w or k sit s at t h e i nt er s e cti o n of s y m b oli c r e a s o ni n g a n d d e e p l e ar ni n g, it dr a w s

u p o n c o n c e pt s fr o m b ot h fi el d s. T h e c h a pt er b e gi n s wit h A n s w er S et Pr o gr a m mi n g ( S e cti o n 2. 1 ),

w hi c h i ntr o d u c e s t h e l o gi c al f or m ali s m u s e d t o r e pr e s e nt a n d i nt er pr et t h e r ul e s l e ar n e d b y t h e

n e ur al D N F- b a s e d m o d el s. It t h e n c o v er s c or e c o n c e pt s of d e e p l e ar ni n g ( S e cti o n 2. 2 ), e st a bli s hi n g

t h e n e ur al n et w or k f o u n d ati o n s u p o n w hi c h t h e m o d el s ar e b uilt. F oll o wi n g t hi s, t h e n e ur al D N F

m o d el pr o p o s e d i n pi x 2r ul e [ 2 8 ] i s pr e s e nt e d ( S e cti o n 2. 3 ), a s it s er v e s a s t h e st arti n g p oi nt f or

t h e f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s d e v el o p e d i n t hi s t h e si s. Fi n all y, t h e c h a pt er i ntr o d u c e s

r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g ( S e cti o n 2. 4 ), w hi c h pr o vi d e s t h e fr a m e w or k f or o n e of t h e k e y a p pli c ati o n

d o m ai n s e x pl or e d i n l at er c h a pt er s. T o g et h er, t h e s e f o u n d ati o n s e q ui p t h e r e a d er wit h t h e n e c e s s ar y

t o ol s t o f oll o w t h e t e c h ni c al c o ntri b uti o n s t h at f oll o w.

2. 1 A n s w e r S e t P r o g r a m mi n g

A n s w er S et Pr o gr a m mi n g ( A S P) [ 9 5 , 4 6 ] i s a d e cl ar ati v e pr o gr a m mi n g p ar a di g m t h at r e pr e s e nt s

k n o wl e d g e i n t h e f or m of l o gi c al r ul e s b a s e d o n t h e st a bl e m o d el s e m a nti c s [ 6 0 ]. T h e pri n ci pl e of

A S P i s t o f or m ul at e a pr o bl e m a s a n o n- m o n ot o ni c l o gi c pr o gr a m a n d g e n er at e a s ol uti o n t o t h e

pr o bl e m b y c o m p uti n g t h e st a bl e m o d el of t h e pr o gr a m. St a bl e m o d el s of A S P pr o gr a m s ar e al s o

c all e d a n s w er s et s. T hi s s e cti o n fir st i ntr o d u c e s t h e s y nt a x of l o gi c pr o gr a m s b ef or e pr o c e e di n g t o

t h eir s e m a nti c s.

S y n t a x. T h e b a si c s y nt a cti c el e m e nt s of a l o gi c pr o gr a m ar e b uilt hi er ar c hi c all y. A t e r m c a n

t a k e t hr e e f or m s: it m a y b e a c o n st a nt ( e. g., a ), a v ari a bl e ( e. g., X ), or a n n - ar y f u n cti o n s y m b ol

a p pli e d t o n t er m s ( e. g., f (a , X )). W h e n a t er m c o nt ai n s n o v ari a bl e s, it i s s ai d t o b e g r o u n d . A n

at o m c o n si st s of a pr e di c at e s y m b ol of arit y n t o g et h er wit h n t er m s a s ar g u m e nt s ( e. g., P (X , a )); a n

at o m i s gr o u n d w h e n all of it s ar g u m e nt t er m s ar e gr o u n d. A lit e r al r ef er s t o eit h er a n at o m or it s

n e g ati o n. A S P di sti n g ui s h e s b et w e e n cl a s si c al n e g ati o n ( ¬ ) n e g ati o n a n d n e g ati o n a s f ail ur e ( N A F,

writt e n n o t ). N A F u n d er pi n s n o n- m o n ot o ni c r e a s o ni n g a n d A S P’ s st a bl e m o d el s e m a nti c s: u n d er

t h e cl o s e d- w orl d a s s u m pti o n, if a n at o m c a n n ot b e d eri v e d fr o m t h e pr o gr a m, it i s d e e m e d t o b e

f al s e.

7
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D e fi ni ti o n 2. 1. 1 ( Cl a u s e) . A cl a u s e ( o r a r ul e ) r h a s t h e f oll o wi n g st r u ct u r e:

H ← B 1 , B2 , . . . , Bn , n o t C 1 , n o t C 2 , . . . , n o t C m

w h e r e n, m ≥ 0 . T h e at o m H i s t h e h e a d of t h e cl a u s e, w ritt e n h e a d (r ). T h e c o nj u n cti o n B 1 , . . . , Bn ,

n o t C 1 , . . . , n o t C m c o n stit ut e s t h e b o d y , w ritt e n b o d y(r ). T h e s et of p o siti v e b o d y at o m s i s r ef e r r e d

t o a s t h e p o siti v e b o d y, d e n ot e d b o d y + (r ) = { B 1 , . . . , Bn } , a n d t h e s et of at o m s a p p e a ri n g u n d e r N A F

i s r ef e r r e d t o a s t h e n e g ati v e b o d y, d e n ot e d b o d y− (r ) = { C 1 , . . . , Cm } . A cl a u s e i s gr o u n d w h e n all

it s at o m s a r e g r o u n d. A cl a u s e i s d e fi nit e if it h a s a n e m pt y n e g ati v e b o d y.

A cl a u s e or a r ul e c a n b e u n d er st o o d a s a c o n diti o n al st at e m e nt: if all b o d y lit er al s ar e s ati s fi e d,

t h e n t h e h e a d f oll o w s. A cl a u s e s u c h a s H ← wit h a n e m pt y b o d y i s c all e d a f a ct. A l o gi c p r o g r a m

P i s a fi nit e s et of cl a u s e s.

L o gi c f or m ul a e c a n b e tr a n sf or m e d i nt o st a n d ar di s e d r e pr e s e nt ati o n s k n o w n a s n o r m al f o r m s .

T w o wi d el y u s e d n or m al f or m s ar e C o nj u n cti v e N or m al F or m a n d Di sj u n cti v e N or m al F or m.

D e fi ni ti o n 2. 1. 2 ( C o nj u n cti v e N or m al F or m) . A f o r m ul a i s i n C o nj u n cti v e N or m al F or m ( C N F )

if it i s a c o nj u n cti o n of o n e o r m o r e di sj u n cti o n s of lit e r al s. A C N F f o r m ul a h a s t h e f oll o wi n g

st r u ct u r e:
m

i = 1




n i

j = 1

li j





w h e r e e a c h li j i s a lit e r al.

D e fi ni ti o n 2. 1. 3 ( Di sj u n cti v e N or m al F or m) . A f o r m ul a i s i n Di sj u n cti v e N or m al F or m ( D N F ) if it

i s a di sj u n cti o n of o n e o r m o r e c o nj u n cti o n s of lit e r al s. A D N F f o r m ul a h a s t h e f oll o wi n g st r u ct u r e:

m

i = 1




n i

j = 1

li j





w h e r e e a c h li j i s a lit e r al.

F or e x a m pl e, ( a ∨ ¬ b ) ∧ (c ∨ d ) i s a C N F f or m ul a wit h t w o di sj u n cti o n s, a n d ( a ∧ ¬ b ) ∨ (c ∧ d )

i s a D N F f or m ul a wit h t w o c o nj u n cti o n s. A D N F f or m ul a c a n b e r e pr e s e nt e d a s a s et of cl a u s e s,

w h er e e a c h cl a u s e h a s a c o nj u n cti o n of t h e D N F f or m ul a a s it s b o d y a n d t h e h e a d i n all cl a u s e s i s a n

a u xili ar y lit er al t o r e pr e s e nt t h e w h ol e D N F f or m ul a. F or e x a m pl e, t h e D N F f or m ul a ( a ∧ ¬ b ) ∨ (c ∧ d )

c a n b e r e pr e s e nt e d a s t h e s et of cl a u s e s { h ← a, ¬ b. h ← c, d. } , w h er e h i s a n a u xili ar y lit er al t o

r e pr e s e nt t h e ori gi n al D N F f or m ul a. A n e ur al D N F- b a s e d m o d el i s d e si g n e d t o l e ar n f or m ul a e i n

D N F f or m, w h er e t h e c o nj u n cti v e l a y er c o m p ut e s i n di vi d u al c o nj u n ct s u s e d i n t h e c o nj u n cti o n s a n d

t h e di sj u n cti v e l a y er c o m bi n e s t h e c o nj u n cti o n s i nt o a di sj u n cti o n. T hi s all o w s t h e fl e xi bilit y of

l e ar ni n g di ff er e nt c o n diti o n s f or t h e s a m e t ar g et, i. e., a s et of r ul e s wit h t h e s a m e h e a d (t ar g et) b ut

di ff er e nt b o di e s ( c o n diti o n s).

S e m a n ti c s.

D e fi ni ti o n 2. 1. 4 ( H er br a n d U ni v er s e) . Gi v e n a l o gi c p r o g r a m P , t h e H er br a n d u ni v er s e H U P

c o m p ri s e s all g r o u n d t e r m s c o n st r u cti bl e u si n g t h e c o n st a nt s a n d f u n cti o n s y m b ol s t h at a p p e a r i n P .
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N ot e t h at a H er br a n d u ni v er s e c a n b e i n fi nit e wit h t h e r e c ur si v e a p pli c ati o n of f u n cti o n s y m b ol s.

I n t h e a b s e n c e of f u n cti o n s y m b ol s, t h e H er br a n d u ni v er s e r e d u c e s t o t h e s et of c o n st a nt s o c c urri n g

i n P .

D e fi ni ti o n 2. 1. 5 ( H er br a n d B a s e) . T h e H er br a n d b a s e H B P of a l o gi c p r o g r a m P i s t h e s et of

all g r o u n d at o m s t h at c a n b e f o r m e d b y a p pl yi n g t h e p r e di c at e s i n P t o t e r m s f r o m t h e H e r b r a n d

u ni v e r s e H U P .

D e fi ni ti o n 2. 1. 6 ( H er br a n d I nt er pr et ati o n) . A n H er br a n d i nt er pr et ati o n I of a l o gi c p r o g r a m P

i s a s u b s et of t h e H e r b r a n d b a s e H B P a n d i s a t r ut h a s si g n m e nt t o t h e at o m s i n H B P . T h e at o m s

b el o n gi n g t o I a r e d e e m e d t r u e, w hil e t h o s e o ut si d e I a r e d e e m e d f al s e.

D e fi ni ti o n 2. 1. 7 ( Gr o u n di n g) . T h e gr o u n di n g of a l o gi c p r o g r a m P , w ritt e n g r o u n d(P ), i s t h e

p r o g r a m o bt ai n e d b y r e pl a ci n g e a c h cl a u s e i n P wit h all of it s g r o u n d i n st a n c e s. A g r o u n d i n st a n c e

of a cl a u s e i s o bt ai n e d b y a p pl yi n g a s u b stit uti o n t h at m a p s e v e r y v a ri a bl e i n t h e cl a u s e t o a g r o u n d

t e r m f r o m H U P . T h e r e s ulti n g p r o g r a m c o nt ai n s o nl y g r o u n d cl a u s e s.

O n c e a fir st- or d er l o gi c pr o gr a m h a s b e e n gr o u n d e d, e a c h gr o u n d at o m ( e. g., P (a , b )) c a n b e

tr e at e d a s a pr o p o siti o n al t er m, a n d t h e gr o u n d e d cl a u s e s b e c o m e pr o p o siti o n al cl a u s e s. I n t hi s s e n s e,

a gr o u n d e d fir st- or d er pr o gr a m g r o u n d (P ) i s e q ui v al e nt t o a pr o p o siti o n al pr o gr a m: it p o s s e s s e s

t h e s a m e l o gi c al str u ct ur e a n d c a n b e e v al u at e d u si n g pr o p o siti o n al r e a s o ni n g t e c h ni q u e s. T hi s

e q ui v al e n c e i s r el e v a nt t o t h e pr e s e nt t h e si s, w hi c h o p er at e s pri m aril y wit hi n pr o p o siti o n al l o gi c.

M o d er n A S P s ol v er s s u c h a s Cli n g o [ 1 2 6 ] fir st gr o u n d t h e pr o gr a m a n d t h e n c o m p ut e t h e st a bl e

m o d el s of t h e gr o u n d e d pr o gr a m. T o c o m p ut e t h e st a bl e m o d el s of a gr o u n d e d pr o gr a m, A S P s ol v er s

c o n str u ct t h e r e d u ct of t h e pr o gr a m.

D e fi ni ti o n 2. 1. 8 ( R e d u ct) . L et P b e a g r o u n d l o gi c p r o g r a m a n d I a n i nt e r p r et ati o n. T h e r e d u ct

of P wit h r e s p e ct t o I , d e n ot e d P I , i s c o n st r u ct e d t h r o u g h t h e f oll o wi n g t w o st e p s:

1. R e m o v e a n y r ul e r f o r w hi c h s o m e at o m i n it s n e g ati v e b o d y al s o b el o n g s t o I (i. e. a ∈ b o d y − (r )

a n d a ∈ I ).

2. R e m o v e a n y n e g ati v e b o d y lit e r al s f r o m t h e b o di e s of t h e r e m ai ni n g r ul e s.

T h e r e s ulti n g r e d u ct c a n b e e x p r e s s e d a s:

P I = h e a d (r ) ← b o d y + (r ) | r ∈ P a n d b o d y − (r ) ∩ I = ∅

P I i s n o w a d e fi nit e gr o u n d pr o gr a m. A n i nt er pr et ati o n I i s a st a bl e m o d el ( or a n s w e r s et ) of P

if I i s t h e u ni q u e mi ni m al H er br a n d m o d el of t h e r e d u ct P I .

M o d er n A S P s y st e m s al s o i n cl u d e p o w erf ul e xt e n si o n s t o t h e b a si c A S P l a n g u a g e, s u c h a s c h oi c e

r ul e s, c o n str ai nt s, a g gr e g ati o n s a n d m or e. T h e y all o w f or m or e e x pr e s si v e a n d e ffi ci e nt pr o bl e m f or-

m ul ati o n s. T hi s t h e si s f o c u s e s s ol el y o n r e pr e s e nti n g k n o wl e d g e i n t h e f or m of r ul e s ( or cl a u s e s) u si n g

t h e b a si c A S P s y nt a x, a s s h o w n i n D e fi niti o n 2. 1. 1 , a n d d o e s n ot c o v er t h e s e l a n g u a g e e xt e n si o n s.

2. 2 D e e p L e a r ni n g

D e e p l e ar ni n g [ 1 6 1 ] h a s r e v ol uti o ni s e d Arti fi ci al I nt elli g e n c e ( AI) b y e n a bli n g m a c hi n e s t o l e ar n hi er-

ar c hi c al r e pr e s e nt ati o n s fr o m d at a t hr o u g h m ulti-l a y er e d n e ur al n et w or k s. Fr o m Al e x N et [ 9 0 ] i n 2 0 1 2
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t o G P T- 5 [ 1 1 6 ] i n 2 0 2 5, d e e p l e ar ni n g h a s a c hi e v e d r e m ar k a bl e s u c c e s s i n v ari o u s d o m ai n s i n cl u di n g

c o m p ut er vi si o n [ 6 6 , 1 1 7 ], n at ur al l a n g u a g e pr o c e s si n g [4 0 , 1 1 6 ], a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g [1 9 , 1 4 5 ].

T h e c or e of d e e p l e ar ni n g i s t h e n e ur al n et w or k ar c hit e ct ur e, w hi c h c o n si st s of i nt er c o n n e ct e d l a y er s

of arti fi ci al n e ur o n s t h at tr a n sf or m i n p ut d at a t hr o u g h a s eri e s of n o n-li n e ar o p er ati o n s. T hi s s e c-

ti o n i ntr o d u c e s t h e f o u n d ati o n al c o n c e pt s a n d m et h o d ol o gi e s u n d er pi n ni n g t hi s t h e si s, e n c o m p a s si n g

n e ur al n et w or k ar c hit e ct ur e s, tr ai ni n g pr o c e d ur e s, r e g ul ari s ati o n t e c h ni q u e s, a n d cl a s si fi c ati o n t a s k s.

2. 2. 1 N e u r al N e t w o r k s

M o st m o d er n d e e p l e ar ni n g m o d el s ar e b uilt b y st a c ki n g m ulti pl e c o m p ut ati o n al m o d ul e s c all e d

l a y er s. A l a y er i s a f u n cti o n al bl o c k of m at h e m ati c al o p er ati o n s t h at tr a n sf or m s a st a c k of i n p ut

v al u e s i nt o a n a s s o ci at e d st a c k of o ut p ut v al u e s t h at ar e m or e a b str a ct r e pr e s e nt ati o n s of t h e i n p ut.

T hr o u g h o ut t h e y e ar s, t h e t y p e s of l a y er s u s e d i n s o p hi sti c at e d d e e p l e ar ni n g m o d el s h a v e e x p a n d e d,

i n cl u di n g li n e ar l a y er s, c o n v ol uti o n al l a y er s, r e c urr e nt l a y er s, a n d att e nti o n l a y er s. T h e m o st b a si c

a n d c o m m o n t y p e of l a y er u s e d i n d e e p l e ar ni n g i s t h e li n e ar l a y er, w hi c h c o m p ut e s:

z = W x + b

w h er e x ∈ R N i s t h e i n p ut t o t h e l a y er, W ∈ R M × N i s t h e l e ar n a bl e w ei g ht m atri x, a n d b ∈ R M

i s t h e l e ar n a bl e bi a s v e ct or. Stri ctl y s p e a ki n g, t hi s i s a n a ffi n e tr a n sf or m ati o n d u e t o t h e bi a s

t er m, b ut it i s c o n v e nti o n all y r ef err e d t o a s a li n e ar l a y er. A si n gl e li n e ar l a y er wit h o ut a cti v ati o n

c a n o nl y r e pr e s e nt li n e arl y s e p ar a bl e f u n cti o n s. B y i ntr o d u ci n g n o n-li n e ar a cti v ati o n f u n cti o n s a n d

st a c ki n g m ulti pl e l a y er s, n e ur al n et w or k s b e c o m e c a p a bl e of l e ar ni n g c o m pl e x, n o n-li n e ar p att e r n s.

C o m m o n n o n-li n e ar a cti v ati o n f u n cti o n s i n cl u d e t h e si g m oi d f u n cti o n ( E q u ati o n ( 2. 1 )) t h at m a p s

i n p ut s t o t h e r a n g e ( 0, 1), a n d t a n h ( E q u ati o n ( 2. 2 )) t h at pr o d u c e s o ut p ut s i n ( − 1 , 1). H o w e v e r,

t h e s e t w o f u n cti o n s s u ff er fr o m t h e v a ni s hi n g gr a di e nt pr o bl e m ( Fi g ur e 2. 1 b ), w h er e gr a di e nt s b e c o m e

e x p o n e nti all y s m all d uri n g b a c k- pr o p a g ati o n t hr o u g h d e e p n et w or k s, hi n d eri n g t h e l e ar ni n g [ 1 8 , 6 5 ].

T h e R e cti fi e d Li n e ar U nit ( R e L U) ( E q u ati o n ( 2. 3 )) i s m or e wi d el y u s e d t h a n si g m oi d a n d t a n h

d u e t o it s c o m p ut ati o n al e ffi ci e n c y a n d a bilit y t o miti g at e t h e v a ni s hi n g gr a di e nt pr o bl e m. R e L U

all o w s gr a di e nt s t o fl o w u n c h a n g e d f or p o siti v e i n p ut s w hil st c o m pl et el y bl o c ki n g n e g ati v e v al u e s,

w hi c h e n a bl e s f a st er tr ai ni n g a n d b ett e r p erf or m a n c e i n d e e p ar c hit e ct ur e s. H o w e v er, R e L U s u ff er s

fr o m t h e “ d yi n g R e L U ” pr o bl e m, w h er e n e ur o n s c a n b e c o m e p er m a n e ntl y i n a cti v e. V ari a nt s s u c h

a s L e a k y R e L U, w hi c h a p pli e s a s m all sl o p e t o n e g ati v e i n p ut s, a n d P ar a m etri c R e L U ( P R e L U),

w h er e t h e sl o p e i s l e ar n e d d uri n g tr ai ni n g, ar e u s e d t o a d dr e s s t hi s pr o bl e m. M o st n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s i n t hi s t h e si s u s e t h e t a n h a cti v ati o n f u n cti o n f or i nt er pr et a bilit y r e q uir e m e nt s, si n c e t h e t a n h

f u n cti o n o ut p ut s fi x e d-r a n g e v al u e s t h at c a n b e e a sil y u s e d f or l o gi c al i nt e r pr et ati o n ( m or e d et ail s i n

S e cti o n 2. 3. 1 ) c o m p ar e d t o t h e u n b o u n d e d r a n g e of R e L U- b a s e d a cti v ati o n s. A n d c o m p ar e d t o t h e

si g m oi d f u n cti o n, t h e t a n h f u n cti o n i s z e r o- c e ntr e d a n d h a s a bi g g er r a n g e of gr a di e nt s, m a ki n g it

m or e r e sili e nt t o t h e v a ni s hi n g gr a di e nt pr o bl e m. H o w e v er, t h e u s e of t a n h c a n still l e a d t o v a ni s hi n g
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gr a di e nt pr o bl e m s pr a cti c all y if t h e n et w or k i s t o o d e e p.

σ (x ) =
1

1 + e − x
( 2. 1)

t a n h( x ) =
e x − e − x

e x + e − x
( 2. 2)

R e L U( x ) = m a x( 0 , x) ( 2. 3)

− 6 − 4 − 2 2 4 6

− 1

1

x

y

R e L U
si g m oi d

t a n h

( a ) C o m p a ri s o n of t h e a c ti v a ti o n f u n c ti o n s.

− 6 − 4 − 2 2 4 6

0 .5

1

x

y
R e L U’

si g m oi d’
t a n h’

( b ) C o m p a ri s o n of t h e d e ri v a ti v e s of t h e a c ti v a ti o n
f u n c ti o n s.

Fi g ur e 2. 1: C o m p ari s o n of t h e a cti v ati o n f u n cti o n s a n d t h eir d eri v ati v e s.

A s a si m pl e y et p o w erf ul b a s eli n e m o d el, M ulti- L a y er P er c e ptr o n ( M L P) c o n si st s of m ulti pl e

li n e ar l a y er s a n d a cti v ati o n f u n cti o n s. T h e d e pt h of t h e M L P r ef er s t o t h e n u m b er of l a y er s i n t h e

n et w or k, a n d t h e wi dt h of t h e M L P r ef e r s t o t h e n u m b er of n e ur o n s i n e a c h l a y er. T h e d e e p er a n d t h e

wi d er t h e M L P, t h e m or e l e ar n a bl e p ar a m et er s it h a s a n d t h e m or e e x pr e s si v e t h e m o d el b e c o m e s.

A n M L P wit h j u st o n e hi d d e n l a y er a n d n o n- p ol y n o mi al a cti v ati o n f u n cti o n c a n a p pr o xi m at e a n y

c o nti n u o u s f u n cti o n t o ar bitr ar y a c c ur a c y gi v e n a s u ffi ci e nt n u m b er of hi d d e n u nit s, a pr o p ert y

k n o w n a s t h e u ni v er s al a p pr o xi m ati o n t h e or e m [ 9 3 ].

2. 2. 2 O p ti mi s a ti o n

Tr ai ni n g a n e ur al n et w or k i n v ol v e s o pti mi si n g it s p ar a m et er s θ vi a mi ni mi si n g a l o s s f u n cti o n t h at

m e a s ur e s t h e di s cr e p a n c y b et w e e n pr e di cti o n s a n d gr o u n d tr ut h l a b el s. A p oi nt wi s e l o s s f u n cti o n

l( ŷ, y ) t a k e s i n p r e di cti o n s ŷ c o m p ut e d b y t h e m o d el a n d gr o u n d tr ut h l a b el y a n d o ut p ut s a s c al ar

l o s s v al u e. T h e p o p ul ati o n l o s s L (θ ) i s d e fi n e d a s t h e e x p e ct e d p oi nt wi s e l o s s o v er t h e d at a di stri-

b uti o n D :

L (θ ) = E ( x , y) ∼ D [l(f θ (x ), y)]

w h er e f θ d e n ot e s t h e m o d el wit h p ar a m et er s θ . A n d L̃ ( D ; θ ) i s t h e e m piri c al l o s s c o m p ut e d o n a

d at a s et D̃ wit h p a r a m et e r s θ :

L̃ ( D̃ ; θ ) =
1

|D̃|

| ˜D|

i = 1

l(f θ (x i ), yi )
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w h er e |D̃| i s t h e n u m b e r of s a m pl e s i n t h e d at a s et. B el o w ar e s o m e c o m m o n p oi nt wi s e l o s s f u n cti o n s.

• S q u ar e d Err or ( S E) i s c o m m o nl y u s e d i n r e gr e s si o n t a s k s w h er e t h e o ut p ut i s c o nti n u o u s. It

i s d e fi n e d a s l( ŷ, y ) = ( ŷ − y ) 2 .

• Bi n ar y Cr o s s E ntr o p y ( B C E) w or k s o n bi n ar y d e ci si o n s b y p e n ali si n g mi s m at c h e s b et w e e n

pr e di cti o n s a n d gr o u n d tr ut h. It i s d e fi n e d a s l( ŷ, y ) = − [y l o g ˆy + ( 1 − y ) l o g ( 1 − ŷ )].

• C at e g o ri c al Cr o s s E ntr o p y ( C E) e xt e n d s B C E t o m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s, w h er e ŷ a n d

y a s s o ci at e d wit h a s a m pl e x ar e i nt er pr et e d a s pr o b a bilit y di stri b uti o n s o v er C cl a s s e s. It i s

d e fi n e d a s:

l( ŷ , y ) = −
C

j = 1

y j l o g ˆy j .

T h e l o s s f u n cti o n o pti mi s ati o n i s t y pi c all y d o n e vi a gr a di e nt- b a s e d m et h o d s t h at it er ati v el y

u p d at e p ar a m et er s i n t h e dir e cti o n of st e e p e st d e s c e nt. St o c h a sti c Gr a di e nt D e s c e nt ( S G D) i s t h e

m o st f u n d a m e nt al o pti mi s ati o n al g orit h m, w hi c h u p d at e s p ar a m et er s u si n g gr a di e nt s c o m p ut e d o n

s m all r a n d o m s u b s et s ( mi ni- b at c h e s) B t of t h e tr ai ni n g d at a:

θ t + 1 = θ t − η ∇ θ L̃ ( B t ; θ t )

w h er e η i s t h e l e ar ni n g r at e c o ntr olli n g t h e st e p si z e. W hil st S G D i s si m pl e a n d c o m p ut ati o n-

all y e ffi ci e nt, it s p erf or m a n c e i s s e n siti v e t o t h e c h oi c e of l e ar ni n g r at e, a n d it c a n str u g gl e wit h

ill- c o n diti o n e d l o s s s urf a c e s. A d a pti v e o pti mi s ati o n al g orit h m s a d dr e s s t h e s e li mit ati o n s b y a ut o-

m ati c all y a dj u sti n g l e ar ni n g r at e s f or i n di vi d u al p ar a m et er s. A d a m ( A d a pti v e M o m e nt E sti m ati o n)

[8 6 ] i s t h e m o st p o p ul ar a d a pti v e o pti mi s er, w hi c h m ai nt ai n s e x p o n e nti all y d e c a yi n g a v e r a g e s of

p a st gr a di e nt s ( fir st m o m e nt) a n d s q u ar e d gr a di e nt s ( s e c o n d m o m e nt) t o c o m p ut e a d a pti v e l e ar ni n g

r at e s. T h e A d a m u p d at e r ul e i s gi v e n b y:

m t = β 1 m t − 1 + ( 1 − β 1 )∇ θ L̃ ( B t ; θ t )

v t = β 2 v t − 1 + ( 1 − β 2 )( ∇ θ L̃ ( B t ; θ t ))
2

θ t + 1 = θ t −
η

√
v t + ϵ

m t

w h er e β 1 a n d β 2 ar e d e c a y r at e s f or t h e m o m e nt e sti m at e s, a n d ϵ i s a s m all c o n st a nt f or n u m eri c al

st a bilit y. A d a m c o m bi n e s t h e b e n e fit s of m o m e nt u m, w hi c h a c c el er at e s c o n v er g e n c e i n r el e v a nt

dir e cti o n s, wit h a d a pti v e l e ar ni n g r at e s t h at h a n dl e s p ar s e gr a di e nt s e ff e cti v el y. T h e e x p eri m e nt s i n

t hi s t h e si s utili s e A d a m f or o pti mi s ati o n.

2. 2. 3 R e g ul a ri s a ti o n

R e g ul ari s ati o n t e c h ni q u e s ar e cr u ci al f or pr e v e nti n g o v er fitti n g, w h er e a m o d el p erf or m s w ell o n

tr ai ni n g d at a b ut f ail s t o g e n er ali s e t o u n s e e n e x a m pl e s. T h e s e m et h o d s c a n b e s e e n a s a d diti o n al

c o n str ai nt s t o t h e tr ai ni n g pr o c e s s t h at e n c o ur a g e si m pl e r m o d el s or m or e r o b u st l e ar n e d r e pr e s e nt a-

ti o n s. L p r e g ul ari s ati o n s ar e b a s e d o n t h e p - n or m of t h e p ar a m et er v e ct or. T h e s e L p n or m p e n alti e s

ar e a d d e d wit h a h y p er p ar a m et er λ a s a ‘ s oft c o n str ai nt’ t o t h e b a s e l o s s f u n cti o n L , r e s ulti n g t h e
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o v er all o bj e cti v e f u n cti o n t o b e L (θ ) + λ L p (θ ). T h e r e g ul ari s ati o n f u n cti o n s ar e d e fi n e d a s f oll o w s:

L 0 (θ ) = ∥ θ ∥ 0 =
i

✶ (|θ i | > 0)

L 1 (θ ) = ∥ θ ∥ 1 =
i

|θ i |

L 2 (θ ) = ∥ θ ∥ 2
2 =

i

θ 2
i

− 1 1

1

θ

L 0 (θ )

( a ) L 0 r e g ul a ri s a ti o n. T h e p e n al t y
i s c o n s t a nt a t 1 f o r n o n- z e r o p a-
r a m e t e r s a n d 0 f o r z e r o p a r a m e-
t e r s.

− 1 1

1

2

θ

L 1 (θ )

( b ) L 1 r e g ul a ri s a ti o n, u si n g t h e a b-
s ol u t e v al u e t o p r o m o t e s p a r si t y.

− 1 1

1

2

3

4

θ

L 2 (θ )

( c ) L 2 r e g ul a ri s a ti o n, u si n g t h e
s q u a r e d v al u e t o e n c o u r a g e e v e n
w ei g ht di s t ri b u ti o n.

Fi g ur e 2. 2: C o m p ari s o n of L p r e g ul ari s ati o n f u n cti o n s.

L 1 r e g ul ari s ati o n pr o m ot e s s p ar sit y b y t h e or eti c all y dri vi n g m a n y w ei g ht s e x a ctl y t o z er o, e ff e c-

ti v el y p erf or mi n g f e at ur e s el e cti o n. L 2 r e g ul ari s ati o n p e n ali s e s t h e s q u ar e d m a g nit u d e of w ei g ht s

a n d e n c o ur a g e s t h e n et w or k t o di stri b ut e w ei g ht s m or e e v e nl y a n d pr e v e nt s i n di vi d u al w ei g ht s fr o m

b e c o mi n g e x c e s si v el y l ar g e. I n c o ntr a st t o L 1 a n d L 2 , L 0 r e g ul ari s ati o n dir e ctl y p e n ali s e s t h e n u m b er

of n o n- z er o p ar a m et er s, i n d u ci n g n o s hri n k a g e o n t h e v al u e s of t h e p ar a m et er s a n d t h u s yi el di n g t h e

s p ar s e st s ol uti o n s. B ut it i s c o m p ut ati o n all y i ntr a ct a bl e f or gr a di e nt- b a s e d o pti mi s ati o n d u e t o it s

n o n- di ff er e nti a bilit y a n d c o m bi n at ori al n at ur e. A p pr o a c h e s s u c h a s [ 9 8 , 1 3 5 ] h a v e b e e n pr o p o s e d t o

a p pr o xi m at e L 0 r e g ul ari s ati o n f or gr a di e nt- b a s e d o pti mi s ati o n.

2. 2. 4 Cl a s si fi c a ti o n T a s k s i n D e e p L e a r ni n g

Cl a s si fi c ati o n i s a s u p er vi s e d l e ar ni n g pr o bl e m i n d e e p l e ar ni n g w h er e t h e o bj e cti v e i s t o a s si g n i n p ut

d at a t o pr e d e fi n e d c at e g ori e s or l a b el s. D e p e n di n g o n t h e n at ur e a n d c o n str ai nt s of t h e pr o bl e m,

cl a s si fi c ati o n t a s k s c a n b e c at e g ori s e d i nt o t hr e e m ai n t y p e s: bi n ar y, m ulti- cl a s s, a n d m ulti-l a b el

cl a s si fi c ati o n. E a c h t y p e h a s di sti n ct c h ar a ct eri sti c s, e m pl o y s s p e ci fi c l o s s f u n cti o n s f or tr ai ni n g, a n d

r e q uir e s a p pr o pri at e e v al u ati o n m etri c s.

Bi n a r y Cl a s si fi c a ti o n

Bi n ar y cl a s si fi c ati o n i n v ol v e s pr e di cti n g o n e of t w o p o s si bl e cl a s s e s f or e a c h i n p ut i n st a n c e. T h e t a s k

r e q uir e s a s si g ni n g e a c h s a m pl e t o e x a ctl y o n e of t h e t w o cl a s s e s, eit h er a p o siti v e cl a s s (t y pi c all y

l a b ell e d 1) or a n e g ati v e cl a s s (t y pi c all y l a b ell e d 0). M at h e m ati c all y, f or a n i n p ut x , t h e m o d el l e ar n s

a f u n cti o n f : X → { 0 , 1 } t h at m a p s i n p ut s t o o n e of t h e t w o cl a s s e s. T h e st a n d ar d l o s s f u n cti o n
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f or bi n ar y cl a s si fi c ati o n i s t h e bi n ar y cr o s s- e ntr o p y ( B C E) l o s s. T hi s l o s s f u n cti o n p e n ali s e s c o n fi-

d e nt i n c orr e ct pr e di cti o n s m or e s e v er el y t h a n u n c ert ai n o n e s, a s t h e l o g arit h m a p pr o a c h e s n e g ati v e

i n fi nit y w h e n t h e pr e di ct e d pr o b a bilit y di v er g e s fr o m t h e tr u e l a b el. Bi n ar y cl a s si fi c ati o n m o d el s

ar e e v al u at e d u si n g s e v er al m etri c s d eri v e d fr o m t h e c o nf u si o n m atri x ( T a bl e 2. 1 ), w hi c h t alli e s tr u e

p o siti v e s ( T P), tr u e n e g ati v e s ( T N), f al s e p o siti v e s ( F P), a n d f al s e n e g ati v e s ( F N):

• A c c u r a c y m e a s ur e s t h e pr o p orti o n of c orr e ct pr e di cti o n s:

A c c ur a c y =
T P + T N

T P + T N + F P + F N
.

W hil st i nt uiti v e, a c c ur a c y c a n b e mi sl e a di n g f or i m b al a n c e d d at a s et s w h er e o n e cl a s s si g ni fi-

c a ntl y o ut n u m b er s t h e ot h er.

• P r e ci si o n q u a nti fi e s t h e pr o p orti o n of p o siti v e pr e di cti o n s t h at ar e c orr e ct:

Pr e ci si o n =
T P

T P + F P
.

• R e c all ( al s o c all e d s e n siti vit y or tr u e p o siti v e r at e) m e a s ur e s t h e pr o p orti o n of a ct u al p o siti v e s

c orr e ctl y i d e nti fi e d:

R e c all =
T P

T P + F N
.

• F 1 S c o r e pr o vi d e s a h ar m o ni c m e a n of pr e ci si o n a n d r e c all, o ff eri n g a b al a n c e d m etri c p ar-

ti c ul arl y u s ef ul f or i m b al a n c e d d at a s et s:

F 1 = 2 ·
Pr e ci si o n · R e c all

Pr e ci si o n + R e c all
=

2 T P

2 T P + F P + F N
.

T h e F 1 s c or e r a n g e s fr o m 0 t o 1, wit h hi g h er v al u e s i n di c ati n g b ett er p erf or m a n c e. It p e n ali s e s

e xtr e m e i m b al a n c e s b et w e e n pr e ci si o n a n d r e c all, m a ki n g it pr ef er a bl e t o a c c ur a c y w h e n b ot h

f al s e p o siti v e s a n d f al s e n e g ati v e s c arr y si g ni fi c a nt c o st.

P r e di c t e d c o n di ti o n
P o siti v e N e g ati v e

A c t u al
c o n di ti o n

P o siti v e Tr u e p o siti v e F al s e n e g ati v e
N e g ati v e F al s e p o siti v e Tr u e n e g ati v e

T a bl e 2. 1: C o nf u si o n m atri x f or bi n ar y cl a s si fi c ati o n. T h e r o w s r e pr e s e nt t h e a ct u al c o n diti o n
( gr o u n d tr ut h), a n d t h e c ol u m n s r e pr e s e nt t h e pr e di ct e d c o n diti o n.

M ul ti- cl a s s Cl a s si fi c a ti o n

M ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n e xt e n d s bi n ar y cl a s si fi c ati o n t o pr o bl e m s wit h C > 2 cl a s s e s. E a c h i n st a n c e

m u st b e a s si g n e d t o e x a ctl y o n e cl a s s fr o m t h e s et { 1 , 2 , . . . , C} . T h e m o d el l e ar n s a f u n cti o n

f : X → { 1 , 2 , . . . , C} t h at m a p s i n p ut s t o a si n gl e cl a s s l a b el. T h e st a n d ar d l o s s f u n cti o n f or m ulti-

cl a s s cl a s si fi c ati o n i s t h e c at e g ori c al c r o s s- e ntr o p y ( C E) l o s s, a n d si mil ar m etri c s e xt e n d e d t o h a n dl e

m ulti pl e cl a s s e s ar e c o m p ut e d a n al o g o u sl y t o bi n ar y cl a s si fi c ati o n. A c c ur a c y r e m ai n s t h e pr o p orti o n
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of c orr e ctl y cl a s si fi e d i n st a n c e s:

A c c ur a c y =
N u m b er of c orr e ct pr e di cti o n s

T ot al n u m b er of pr e di cti o n s
.

Pr e ci si o n, R e c all, a n d F 1 S c or e c a n b e c o m p ut e d p er cl a s s or a g gr e g at e d a cr o s s cl a s s e s u si n g di ff er e nt

a v er a gi n g str at e gi e s:

• M a c r o- a v e r a gi n g : C al c ul at e t h e m etri c f or e a c h cl a s s i n d e p e n d e ntl y a n d t a k e t h e u n w ei g ht e d

m e a n, tr e ati n g all cl a s s e s e q u all y r e g ar dl e s s of t h eir fr e q u e n c y. F or cl a s s i, pr e ci si o n a n d r e c all

ar e d e fi n e d a s:

Pr e ci si o n i =
T P i

T P i + F P i
, R e c all i =

T P i

T P i + F N i
.

H er e, T P i , F Pi , a n d F Ni d e n ot e t h e tr u e p o siti v e s, f al s e p o siti v e s, a n d f al s e n e g ati v e s f or cl a s s

i, r e s p e cti v el y, w h e n tr e ati n g cl a s s i a s t h e p o siti v e cl a s s i n a o n e- v s-r e st m a n n e r. T h e p er- cl a s s

F 1 s c or e, F 1 i , i s c o m p ut e d a n al o g o u sl y t o t h e bi n ar y c a s e. T h e m a cr o- a v er a g e d F 1 s c or e i s

t h e n:

M a cr o F 1 =
1

C

C

i = 1

F 1 i .

Si n c e e a c h cl a s s c o ntri b ut e s e q u all y t o t h e fi n al s c or e, m a c r o- a v er a gi n g i s p arti c ul arl y s e n siti v e

t o p e rf or m a n c e o n mi n orit y cl a s s e s. P o or p erf or m a n c e o n a r ar e cl a s s will si g ni fi c a ntl y r e d u c e

t h e m a cr o s c or e, e v e n if t h e m o d el p erf or m s w ell o n fr e q u e nt cl a s s e s. T hi s m a k e s m a cr o-

a v er a gi n g s uit a bl e w h e n all cl a s s e s ar e e q u all y i m p ort a nt, r e g ar dl e s s of t h eir pr e v al e n c e i n t h e

d at a s et.

• Mi c r o- a v e r a gi n g : C o m p ut e t h e gl o b al a v er a g e b y s u m mi n g t h e c o u nt s f or e v er y cl a s s t o g et

t h e t ot al tr u e p o siti v e s, tr u e n e g ati v e s, f al s e p o siti v e s, a n d f al s e n e g ati v e s, a n d t h e n c o m p ut e

t h e pr e ci si o n, r e c all, a n d F 1 s c or e:

Mi cr o Pr e ci si o n =
T ot al T P

T ot al T P + T ot al F P
,

Mi cr o R e c all =
T ot al T P

T ot al T P + T ot al F N
,

Mi cr o F 1 =
2 · T ot al T P

2 · T ot al T P + T ot al F P + T ot al F N
.

H er e, T ot al T P =
C
i = 1 T P i , T ot al F P =

C
i = 1 F P i , a n d T ot al F N =

C
i = 1 F N i ar e t h e

s u m s of p er- cl a s s c o u nt s. I n c o ntr a st t o m a cr o- a v er a gi n g, mi cr o- a v er a gi n g i s d o mi n at e d b y

p erf or m a n c e o n m aj orit y cl a s s e s, a s fr e q u e nt cl a s s e s c o ntri b ut e m or e t o t h e a g gr e g at e c o u nt s.

A m o d el t h at p erf or m s w ell o n c o m m o n cl a s s e s b ut p o orl y o n r ar e o n e s m a y still a c hi e v e a

hi g h mi cr o s c or e. T hi s a p pr o a c h i s a p pr o pri at e w h e n o v er all pr e di cti o n a c c ur a c y m att er s m or e

t h a n b al a n c e d p erf or m a n c e a cr o s s all cl a s s e s.

• W ei g h t e d- a v e r a gi n g : C o m p ut e t h e m etri c f or e a c h cl a s s a n d a v er a g e t h e m w ei g ht e d b y t h e

n u m b er of tr u e i n st a n c e s f or e a c h cl a s s. T hi s a p pr o a c h pr o vi d e s a m or e b al a n c e d s u m m ar y

m etri c of t h e m o d el’ s p erf or m a n c e a cr o s s all cl a s s e s. It a c c o u nt s f or cl a s s i m b al a n c e b y gi vi n g

m or e w ei g ht t o fr e q u e nt cl a s s e s, w hil st still c o m p uti n g p er- cl a s s m etri c s t h at c a n r e v e al p o or

p erf or m a n c e o n s p e ci fi c cl a s s e s.
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( Bi n a r y ) M ul ti-l a b el Cl a s si fi c a ti o n

I n m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n, i n st a n c e s m a y b e a s s o ci at e d wit h m ulti pl e l a b el s si m ult a n e o u sl y . T hi s

t h e si s c o n si d er s t h e bi n ar y v ari a nt, w h er e e a c h l a b el i n di c at e s t h e pr e s e n c e or a b s e n c e of a n attri b ut e.

U nli k e m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n’ s m ut u al e x cl u si vit y c o n str ai nt, m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n all o w s a n y

s u b s et of l a b el s fr o m t h e l a b el s et L = { 1 , 2 , . . . , L} t o b e tr u e f or a gi v e n i n st a n c e. T h e m o d el l e ar n s

a f u n cti o n f : X → { 0 , 1 } L t h at pr e di ct s a bi n ar y v e ct or i n di c ati n g t h e pr e s e n c e or a b s e n c e of e a c h

l a b el. T hi s f or m ul ati o n i s p arti c ul arl y r el e v a nt f or a p pli c ati o n s s u c h a s t a g gi n g a n d c at e g ori s ati o n,

w h er e o bj e ct s n at ur all y b el o n g t o m ulti pl e c at e g ori e s. M ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n t y pi c all y e m pl o y s

B C E l o s s a p pli e d i n d e p e n d e ntl y t o e a c h l a b el. A si g m oi d a cti v ati o n f u n cti o n i s a p pli e d i n d e p e n d e ntl y

t o e a c h l a b el’ s l o git t o pr o d u c e pr o b a biliti e s, all o wi n g e a c h l a b el t o b e pr e di ct e d i n d e p e n d e ntl y

wit h o ut t h e n or m ali s ati o n c o n str ai nt i m p o s e d b y s oft m a x i n m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n. M ulti-l a b el

cl a s si fi c ati o n r e q uir e s m etri c s t h at a c c o u nt f or p arti al c orr e ct n e s s, a s pr e di cti o n s m a y b e p arti all y

a c c ur at e. F or a d at a s et wit h N s a m pl e s a n d L l a b el s, t h e m etri c s ar e d e fi n e d a s f oll o w s:

• S u b s e t A c c u r a c y ( e x a c t m a t c h r a ti o ) i s a stri ct m etri c r e q uiri n g t h e e ntir e pr e di ct e d l a b el

s et t o e x a ctl y m at c h t h e tr u e l a b el s et:

S u b s et A c c ur a c y =
1

N

N

i = 1

✶ (y i = ŷ i ).

H er e, ✶ (·) i s t h e i n di c at or f u n cti o n: ✶ (α ) = 1 if c o n diti o n α i s tr u e a n d 0 ot h er wi s e. y i ∈ { 0 , 1 } L

a n d ŷ i ∈ { 0 , 1 } L ar e t h e tr u e a n d pr e di ct e d l a b el v e ct or s f or t h e i-t h s a m pl e, r e s p e cti v el y.

• H a m mi n g L o s s m e a s ur e s t h e fr a cti o n of i n c orr e ctl y pr e di ct e d l a b el s, a v er a g e d o v er all s a m pl e s

a n d l a b el s:

H a m mi n g L o s s =
1

N L

N

i = 1

L

j = 1

✶ (y i, j ≠ ŷ i, j ).

H er e, y i, j a n d ŷ i, j ar e t h e j -t h el e m e nt of t h e tr u e a n d pr e di ct e d l a b el v e ct or s f or t h e i-t h

s a m pl e, r e s p e cti v el y. L o w er v al u e s i n di c at e b ett er p erf or m a n c e, wit h 0 r e pr e s e nti n g p erf e ct

cl a s si fi c ati o n. H a m mi n g l o s s i s m or e f or gi vi n g t h a n e x a ct m at c h a c c ur a c y, a s it p e n ali s e s

i n di vi d u al l a b el err or s r at h er t h a n r e q uiri n g p erf e ct l a b el s et pr e di cti o n.

• P r e ci si o n, R e c all, a n d F 1 S c o r e c a n b e e xt e n d e d t o m ulti-l a b el s etti n g s u si n g v ari o u s

a v er a gi n g s c h e m e s, si mil ar t o m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n.

2. 3 S e mi- S y m b oli c N o d e a n d N e u r al D N F M o d el

T hi s s e cti o n fir st s u m m ari s e s t h e f or m ul ati o n a n d t h e tr ai ni n g of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e a n d t h e

n e ur al D N F m o d el a s i ntr o d u c e d i n pi x 2r ul e [ 2 8 ], w hi c h pr o vi d e t h e b a si c i n gr e di e nt s of t h e n e ur al

D N F- b a s e d m o d el s pr o p o s e d i n t hi s t h e si s. T hi s s e cti o n al s o r e c a p s t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s t h at

tr a n sl at e s a tr ai n e d n e ur al D N F m o d el t o a n A S P pr o gr a m, a s ori gi n all y pr e s e nt e d i n pi x 2r ul e [ 2 8 ].

S u b s e q u e nt c h a pt er s of t hi s t h e si s a d a pt a n d r e fi n e t h e s e pr o c e s s e s f or t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s

pr o p o s e d i n t hi s t h e si s.
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2. 3. 1 M o d el F o r m ul a ti o n

I n pi x 2r ul e [2 8 ], a s e mi- s y m b oli c n o d e wit h tr ai n a bl e w ei g ht s w i , i = 1 , . . . , N a n d p ar a m et er δ , wit h

i n p ut x ∈ [− 1 , 1] N , i s gi v e n b y:

f w (x ) =
N

i = 1

w i x i + β ( 2. 4)

β = δ
N

m a x
i = 1

|w i | −
N

i = 1

|w i | ( 2. 5)

ŷ = t a n h ( f w (x )) ( 2. 6)

H er e t h e N ( s e mi- s y m b oli c) i n p ut s t o t h e n o d e ar e c o n str ai n e d s u c h t h at x i ∈ [− 1 , 1], w h er e t h e

e xtr e m e v al u e 1 (r e s p. − 1) i s i nt er pr et e d a s t h e a s s o ci at e d t er m i t a ki n g t h e l o gi c al v al u e ⊤ (r e s p. ⊥ )

wit h ot h er v al u e s r e pr e s e nti n g i nt er m e di at e str e n gt h s of b eli ef ( a f or m of f u z z y l o gi c or g e n er ali s e d

b eli ef ). T h e n o d e a cti v ati o n ŷ ∈ ( − 1 , 1) i s i nt er pr et e d si mil arl y, b ut c a n n ot t a k e s p e ci fi c v al u e s 1

or − 1. T h e n o d e’ s c h ar a ct eri sti c s ar e c o ntr oll e d b y a h y p er p ar a m et er δ , w hi c h i n d u c e s b e h a vi o ur

a n al o g o u s t o a l o gi c al c o nj u n cti o n (r e s p. di sj u n cti o n) w h e n δ = 1 (r e s p. − 1) pr e ci s el y. T h e n e ur al

D N F m o d el i s a f e e df or w ar d n e ur al n et w or k wit h a l a y er of c o nj u n cti v e n o d e s f oll o w e d b y a l a y er of

di sj u n cti v e n o d e s t o mi mi c a D N F f or m ul a, a s s h o w n i n Fi g ur e 2. 3 .

i n 1

i n 2
c o nj 2

c o nj 3

i nn

c o nj 1

..
.

c o nj p

di sj 1

di sj 2

di sj q..
.

..
.

C o nj u n cti v e

L a y er

Di sj u n cti v e

L a y er

Fi g ur e 2. 3: A n e ur al D N F m o d el wit h a c o nj u n cti v e l a y e r f oll o w e d b y a di sj u n cti v e l a y er. C o nj u n cti v e
n o d e s i n t h e c o nj u n cti v e l a y er h a v e t h eir δ v al u e s gr e at er t h a n 0, w hil e di sj u n cti v e n o d e s i n t h e
di sj u n cti v e l a y er h a v e t h eir δ v al u e s l e s s t h a n 0.
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2. 3. 2 Tr ai ni n g

T h e tr ai ni n g of t h e n e ur al D N F m o d el r e m ai n s m o stl y t h e s a m e a s t h e tr ai ni n g of a n M L P, r el yi n g

o n b a c k pr o p a g ati o n a n d gr a di e nt d e s c e nt t o u p d at e t h e w ei g ht s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s. T h e

k e y di ff er e n c e i s t h at t h e l o gi c al bi a s β i s n ot a tr ai n a bl e p ar a m et er b ut c al c ul at e d a s E q u ati o n (2. 5 ).

δ i n t h e bi a s t er m i s n ot a tr ai n a bl e p ar a m et er b ut it s m a g nit u d e i s c o ntr oll e d b y a s c h e d ul er t o

i n cr e a s e t hr o u g h o ut tr ai ni n g s u c h t h at |δ | = 1 at c o n v er g e n c e. T h e r e a s o n f or s c h e d uli n g δ i s t o

a v oi d t h e m o d el f aili n g t o l e ar n a n y r ul e s if t h e l o gi c al bi a s i s at f ull str e n gt h at t h e b e gi n ni n g of

tr ai ni n g. I n pi x 2r ul e, aft er s o m e d el a y td el a y ∈ N , |δ | i s u p d at e d e v er y ts t e p s ∈ N > 0 st e p s, i n cr e a si n g

fr o m a s m all i niti al m a g nit u d e δ 0 ∈ ( 0, 1) t o t h e m a g nit u d e of 1 i n a n e x p o n e nti al gr o wt h wit h r at e

r > 1:

|δ t + 1 | =






δ 0 if t < t d el a y

mi n δ 0 · r
⌊

t − t d e l a y
t s t e p s

⌋ + 1
, 1 if t ≥ td el a y

( 2. 7)

Fi g ur e 2. 4 s h o w s a n e x a m pl e of t h e d elt a s c h e d uli n g pr o p o s e d i n pi x 2r ul e. B y a dj u sti n g δ 0 , r , td el a y ,

a n d ts t e p s , t h e n e ur al D N F m o d el c a n st e a dil y a dj u st t h e str e n gt h of t h e l o gi c al bi a s d uri n g tr ai ni n g

a n d l e ar n i n a st a bl e m a n n er. M o st e x p eri m e nt s c o n d u ct e d i n t hi s t h e si s u s e t hi s b a si c d el a y e d e x p o-

n e nti al s c h e d uli n g, a s d e fi n e d i n E q u ati o n ( 2. 7 ), t o u p d at e t h e m a g nit u d e of δ t hr o u g h o ut tr ai ni n g

w hil e m ai nt ai ni n g l e ar ni n g st a bilit y. H o w e v er, s o m e e x p eri m e nt s i n S e cti o n 7. 5 s h o w i n st a biliti e s i n

tr ai ni n g w h e n l e ar ni n g fr o m c o m pl e x d at a s et s, a n d S e cti o n 7. 4. 2 e x pl or e s alt er n ati v e d elt a s c h e d uli n g

m et h o d s i n cl u di n g a d a pti v e s c h e d uli n g t h at m o nit or s t h e m o d el’ s p erf or m a n c e d uri n g tr ai ni n g.

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0

t

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

1 .0

|δ
t+

1
|

D elt a D el a y e d E x p o n e nti al D e c a y S c h e d ul er
δ 0 = 0 .1 , td el a y = 5 , tst e p s = 2 , r = 1 .1

Fi g ur e 2. 4: A n e x a m pl e of a d el a y e d e x p o n e nti al d e c a y s c h e d ul e of δ , u si n g t h e c al c ul ati o n i n
E q u ati o n ( 2. 7 ) wit h p ar a m et er s δ 0 = 0 .1, r = 1 .1, td el a y = 5 a n d ts t e p s = 2.



2. 3. S E MI- S Y M B O LI C N O D E A N D N E U R A L D N F M O D E L 1 9

2. 3. 3 P o s t- t r ai ni n g P r o c e s s f o r L o gi c al I n t e r p r e t a ti o n

Aft er tr ai ni n g, t h e n e ur al D N F m o d el i s a ut o m ati c all y tr a n sl at e d t o a n A S P pr o gr a m f or l o gi c al

i nt er pr et ati o n. A s pr o p o s e d i n pi x 2r ul e [2 8 ], t hi s tr a n sl ati o n pr o c e s s i s c o m p o s e d of t hr e e st e p s:

pr u ni n g, t hr e s h ol di n g, a n d tr a n sl ati o n, a s s h o w n i n Fi g ur e 2. 5 .

Pr u ni n g T hr e s h ol di n g T r a n sl ati o n

N e ur al D N F m o d el
w ∈ R n

Pr u n e d
N e ur al D N F m o d el

w ∈ R n

T hr e s h ol d e d
N e ur al D N F m o d el

w ∈ { − 6 , 0 , 6 } n
A S P r ul e s

Fi g u r e 2. 5: T h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s t o e xtr a ct A S P r ul e s fr o m a n e ur al D N F m o d el.

P r u ni n g. T hi s st e p pr u n e s t h e w ei g ht s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e t o m a k e t h e m o d el a s s p ar s e

a s p o s si bl e wit h o ut si g ni fi c a ntl y c h a n gi n g m o d el p erf or m a n c e. E a c h e d g e i s c h e c k e d i n t ur n t o s e e

if it s r e m o v al c h a n g e s t h e m o d el o ut p ut f or a n y i n p ut, a n d it i s r e m o v e d if it i s n ot si g ni fi c a ntl y

d e gr a di n g t h e ori gi n al m o d el b e h a vi o ur. T h e c h a n g e i s m e a s ur e d b y t h e di ff er e n c e i n t h e m o d el’ s

p erf or m a n c e (f or e x a m pl e, a c c ur a c y i n pi x 2r ul e) o n t h e tr ai ni n g s et, a n d it i s c o n si d er e d si g ni fi c a nt

if t h e di ff er e n c e i s gr e at e r t h a n a h y p er p ar a m et er t hr e s h ol d τ p r u n e . E d g e s ar e c h e c k e d i n t er m s of

t h eir a c c u m ul at e d i m p a ct o n t h e m o d el o ut p ut (i. e. t h e m o d el p ar a m et er s ar e u p d at e d at e a c h

c h e c k), a n d e d g e s c o n n e cti n g c o nj u n cti v e n o d e s t o di sj u n cti v e n o d e s ar e c h e c k e d fir st a n d t h e n t h o s e

c o n n e cti n g i n p ut s t o c o nj u n cti v e n o d e s. At e a c h ti m e st e p t, t h e pr u ni n g pr o c e s s i s f or m ali s e d a s

f oll o w s:

w ′
i = g p r u n e (w i , τp r u n e ) =






0 if J m e t ri c (w t , X t r ai n ) − J m e t ri c (w t, wi t h w i = 0 , X t r ai n ) < τ p r u n e

w i ot h er wi s e

w t + 1 ← w t, wi t h w i = w ′
i

w h er e J m e t ri c (·, ·) i s a m etri c f u n cti o n t h at m e a s ur e s t h e m o d el’ s p erf or m a n c e, a n d t h e hi g h er t h e

v al u e t h e b ett er t h e p erf or m a n c e. T hi s pr o c e s s c a n b e eit h er e x e c ut e d o n c e o n t h e m o d el, or t h e

w ei g ht s c a n b e p a s s e d i n or d er f or m ulti pl e p a s s e s u ntil n o w ei g ht s ar e r e m o v e d. T h e c o m pl e xit y of

t h e pr u ni n g pr o c e s s d e p e n d s o n b ot h t h e si z e of t h e m o d el a n d t h e n u m b er of i n p ut s. T h e pr u ni n g

pr o c e s s i s f or m ali s e d i n Al g orit h m 1 .

T h r e s h ol di n g. T hi s pr o c e s s pr e p ar e s t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s f or l o gi c al tr a n sl ati o n, b y c o n-

v erti n g t h e w ei g ht s fr o m R t o v al u e s i n { − 6 , 0 , 6 } . ± 6 i s c h o s e n i n or d er t o s at ur at e t a n h. All

w ei g ht s wit h a b s ol ut e v al u e s s m all er t h a n t h e t hr e s h ol d τ t h r e s h ar e filt er e d o ut, w hil e t h e r e st ar e

c o n v ert e d t o ± 6 a c c or di n g t o t h eir si g n. T h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s i s f or m ali s e d a s t h e f oll o wi n g:

g t h r e s h ol d (w ; τ t h r e s h ) = ŵ , wit h ŵ i = 6 · si g n( w i ) · ✶ (|w i | > τ t h r e s h )

w h er e ✶ (·) i s t h e i n di c at or f u n cti o n a n d 0 ≤ τ t h r e s h ≤ m a x |w |. T h e b e st v al u e τ ∗
t h r e s h i s c h o s e n b y

tr yi n g all p o s si bl e v al u e s i n t h e r a n g e ( wit h st e p si z e 0. 0 1) t h at m ai nt ai n s t h e m o d el’ s b e h a vi o ur a s

m u c h a s p o s si bl e, s u bj e ct t o t h e s a m e c h e c k s i n pr u ni n g, a n d i s a p pli e d a cr o s s all c o nj u n cti v e a n d
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di sj u n cti v e n o d e s i n t h e n e ur al D N F m o d el:

∀ τ t h r e s h ∈ [ 0, m a x |w |, 0 .0 1] .

[J m e t ri c (g t h r e s h ol d (w ; τ ∗
t h r e s h ), X t r ai n ) ≥ J m e t ri c (g t h r e s h ol d (w ; τ t h r e s h ), X t r ai n )]

J m e t ri c (·, ·) i s t h e s a m e m etri c f u n cti o n a s b ef or e, a n d t h e n ot ati o n [ a, b, s ] d e n ot e s t h e s et { a, a + s, a +

2 s, . . . } of v al u e s fr o m a t o b wit h st e p si z e s . T h e c o m pl e xit y of t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s d e p e n d s

o n t h e si z e of t h e s et |[ 0, m a x |w |, 0 .0 1] | = ⌊ m a x |w |/ 0 .0 1 ⌋ + 1, a n d t h e d at a s et si z e si n c e it n e e d s

t o c o m p ut e t h e m etri c f u n cti o n f or e a c h t hr e s h ol d v al u e. T h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s i s f or m ali s e d i n

Al g orit h m 2 .

Tr a n sl a ti o n. T hi s st e p tr a n sl at e s t h e w ei g ht s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e t o l o gi c pr o gr a m s.

C o nj u n cti v e n o d e s ar e tr a n sl at e d t o a si n gl e r ul e. Di sj u n cti v e n o d e s ar e tr a n sl at e d t o m ulti pl e r ul e s

wit h t h e s a m e r ul e h e a d, wit h e a c h r ul e h a vi n g e x a ctl y o n e at o m c orr e s p o n di n g t o it s c o nj u n cti v e

n o d e i n p ut. A n y w ei g ht w i ∈ { − 6 , 6 } i n di c at e s t h e pr e s e n c e of a n at o m i n t h e r ul e b o d y. T hi s

pr o c e s s i s f or m ali s e d a n d pr o v e d l at er i n t hi s t h e si s ( S e cti o n 4. 2. 2 ).

E x a m pl e 2. 3. 1: P o s t- t r ai ni n g P r o c e s s

C o n si d er a n e ur al D N F m o d el wit h t hr e e i n p ut s x 1 , x2 , x3 , t hr e e c o nj u n cti v e n o d e s c 1 , c2 , c3 ,

a n d t hr e e di sj u n cti v e n o d e s d 1 , d2 , d3 . S u p p o s e aft er tr ai ni n g t h e m o d el h a s l e ar n e d t h e

f oll o wi n g w ei g ht m atri c e s, w h er e W c ∈ R 3 × 3 d e n ot e s t h e w ei g ht s fr o m i n p ut s t o c o nj u n cti v e

n o d e s, a n d W d ∈ R 3 × 3 d e n ot e s t h e w ei g ht s fr o m c o nj u n cti v e n o d e s t o di sj u n cti v e n o d e s:

W c =






2 .8 − 3 .1 0 .2

− 2 .9 3 .2 2 .7

0 .1 0 .0 5 − 3 .0




 , W d =






3 .5 0 .1 0 .0

0 .0 − 2 .8 3 .1

3 .3 0 .0 − 2 .9






R o w i of W c c o nt ai n s t h e w ei g ht s c o n n e cti n g i n p ut s x 1 , x2 , x3 t o c o nj u n cti v e n o d e c i , a n d

r o w j of W d c o nt ai n s t h e w ei g ht s c o n n e cti n g c o nj u n cti v e n o d e s c 1 , c2 , c3 t o di sj u n cti v e n o d e

d j .

P r u ni n g. S u p p o s e t h e pr u ni n g pr o c e s s wit h t hr e s h ol d τ p r u n e = 0 .0 1 d et e r mi n e s t h at s o m e

w ei g ht s c a n b e r e m o v e d wit h o ut si g ni fi c a ntl y a ff e cti n g p erf or m a n c e a n d t h e y ar e s et t o z er o,

yi el di n g:

W p r u n e d
c =






2 .8 − 3 .1 0

− 2 .9 3 .2 2 .7

0 0 − 3 .0




 , W p r u n e d

d =






3 .5 0 0

0 − 2 .8 3 .1

3 .3 0 0






T h r e s h ol di n g. S u p p o s e t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s d et er mi n e s t h at t h e b e st t hr e s h ol d i s

τ ∗
t h r e s h = 2 .7, a n d it c o n v ert s w ei g ht s t o stri ctl y ± 6 b a s e d o n t h eir si g n a n d if t h eir a b s ol ut e

v al u e s ar e gr e at er t h a n τ ∗
t h r e s h , yi el di n g:

W t h r e s h
c =






6 − 6 0

− 6 6 0

0 0 − 6




 , W t h r e s h

d =






6 0 0

0 − 6 6

6 0 0





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T r a n sl a ti o n. C o nj u n cti v e n o d e s i n W t h r e s h
c ar e tr a n sl at e d t o a si n gl e r ul e, w hil e di sj u n cti v e

n o d e s i n W t h r e s h
d ar e tr a n sl at e d t o m ulti pl e r ul e s wit h t h e s a m e r ul e h e a d, w h er e e a c h r ul e h a s

e x a ctl y o n e at o m c orr e s p o n di n g t o it s c o nj u n cti v e n o d e i n p ut. A w ei g ht v al u e of 6 i n di c at e s

t h e pr e s e n c e of a p o siti v e at o m i n t h e r ul e b o d y, w hil e a w ei g ht v al u e of − 6 i n di c at e s t h e

pr e s e n c e of a n e g ati v e at o m i n t h e r ul e b o d y. T h e d et ail e d tr a n sl ati o n pr o c e s s i s d e fi n e d i n

S e cti o n 4. 2. 2 .

d 1 ← c 1 . c 1 ← a 1 , n o t a 2 .

d 2 ← n o t c 2 . c 2 ← n o t a 1 , a 2 .

d 2 ← c 3 . c 3 ← n o t a 3 .

d 3 ← c 1 .

Al g o ri t h m 1 Pr u ni n g of a S e mi- s y m b oli c N o d e

I n p u t: Tr ai n e d w ei g ht s w of a s e mi- s y m b oli c n o d e, tr ai ni n g s et X t r ai n , m etri c f u n cti o n J m e t ri c , a n d
t hr e s h ol d τ p r u n e

O u t p u t: Pr u n e d w ei g ht s w
1: p r o c e d u r e P r u n e E d g e s (w , X t r ai n , τp r u n e )
2: J b a s e ← J m e t ri c (w , X t r ai n )
3: f o r e a c h e d g e w ei g ht w i i n w d o
4: w ′ ← w wit h w i s et t o 0
5: J n e w ← J m e t ri c (w ′, X t r ai n )
6: if J b a s e − J n e w < τ p r u n e t h e n
7: w ← w ′ ▷ A c c u m ul at e t h e r e m o v al
8: J b a s e ← J n e w

9: r e t u r n w
1 0: ▷ E d g e s i nt o di sj u n cti v e n o d e s ar e pr u n e d b ef or e e d g e s i nt o c o nj u n cti v e n o d e s
1 1: w d ← P r u n e E d g e s (w d , X t r ai n , τp r u n e )
1 2: w c ← P r u n e E d g e s (w c , X t r ai n , τp r u n e )
1 3: ▷ O pti o n all y r e p e at u ntil n o f urt h er w ei g ht s ar e r e m o v e d

2. 4 R ei nf o r c e m e n t L e a r ni n g

R ei nf or c e m e nt L e ar ni n g ( R L) [ 1 5 0 ] i s a p ar a di g m of l e ar ni n g w h er e a n a g e nt l e ar n s t o m a k e d e ci si o n s

b y i nt er a cti n g wit h a n e n vir o n m e nt a n d wit h t h e o bj e cti v e of m a xi mi si n g t h e c u m ul ati v e r e w ar d

o v er ti m e. U nli k e s u p er vi s e d l e ar ni n g w h er e a m o d el l e ar n s fr o m l a b ell e d e x a m pl e s, or u n s u p er vi s e d

l e ar ni n g w h er e a m o d el di s c o v er s p att er n s i n d at a wit h o ut l a b el s, R L a g e nt s l e ar n t hr o u g h tri al a n d

err or, r e c ei vi n g f e e d b a c k i n t h e f or m of r e w ar d s or p e n alti e s f or t h eir a cti o n s.

T hi s s e cti o n pr o vi d e s a bri ef o v er vi e w of t h e f u n d a m e nt al s of R L ( S e cti o n 2. 4. 1 ) a n d t h e a ct or-

criti c m et h o d s ( S e cti o n 2. 4. 2 ) u s e d i n t hi s t h e si s.

2. 4. 1 F u n d a m e n t al s

R L t a s k s ar e c o m m o nl y m o d ell e d a s M ar k o v D e ci si o n Pr o c e s s e s ( M D P s) [ 1 2 7 ] or s o m eti m e s P arti all y

O b s er v a bl e M ar k o v D e ci si o n Pr o c e s s e s ( P O M D P s) [ 1 7 1 , 8 0 ]. A fi nit e M D P i s d e fi n e d b y a t u pl e
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Al g o ri t h m 2 T hr e s h ol di n g of S e mi- s y m b oli c N o d e s

I n p u t: Pr u n e d w ei g ht s w of all s e mi- s y m b oli c n o d e s, tr ai ni n g s et X t r ai n , m etri c f u n cti o n J m e t ri c ,
st e p si z e s = 0 .0 1

O u t p u t: T hr e s h ol d e d w ei g ht s ŵ ∈ { − 6 , 0 , 6 }
1: p r o c e d u r e T h r e s h o l d (w , τt h r e s h )
2: ŵ i ← 6 · si g n( w i ) · ✶ (|w i | > τ t h r e s h ) f or e a c h w i ∈ w
3: r e t u r n ŵ
4: p r o c e d u r e Fi n d B e s t T h r e s h o l d (w , X t r ai n )
5: J ∗ ← − ∞ , τ ∗

t h r e s h ← 0
6: f o r τ t h r e s h ∈ [ 0, m a x |w |, s] d o
7: ŵ ← T h r e s h o l d (w , τt h r e s h )
8: J ← J m e t ri c ( ŵ , X t r ai n )
9: if J ≥ J ∗ t h e n

1 0: J ∗ ← J , τ ∗
t h r e s h ← τ t h r e s h

1 1: r e t u r n τ ∗
t h r e s h

1 2: τ ∗
t h r e s h ← Fi n d B e s t T h r e s h o l d (w , X t r ai n )

1 3: ŵ ← T h r e s h o l d (w , τ ∗
t h r e s h ) ▷ A p pl y a cr o s s all c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e n o d e s

1 4: r e t u r n ŵ

⟨ S , A , p, r, γ⟩, w h er e S i s t h e fi nit e s et of st at e s, A i s t h e fi nit e s et of a cti o n s, p : S × A → ∆( S ) i s t h e

tr a n siti o n pr o b a bilit y f u n cti o n ( ∆( X ) d e n ot e s t h e pr o b a bilit y si m pl e x o v er a fi nit e s et X , i. e. t h e s et

of all pr o b a bilit y di stri b uti o n s o v er X ), r : S × A → R i s t h e r e w ar d f u n cti o n, a n d γ ∈ [ 0, 1] i s t h e

di s c o u nt f a ct or. T h e tr a n siti o n pr o b a bilit y f u n cti o n p a n d r e w ar d f u n cti o n r m o d el t h e e n vir o n m e nt

d y n a mi c s, a n d ar e t y pi c all y u n k n o w n, a n d t h e a g e nt l e ar n s t h e m (i m pli citl y or e x pli citl y) t hr o u g h

i nt er a cti o n wit h t h e e n vir o n m e nt. At e a c h ti m e st e p t, a n a g e nt (i) o b s er v e s t h e c urr e nt st at e s t

of t h e e n vir o n m e nt, (ii) s el e ct s a n a cti o n a t b a s e d o n it s p oli c y, a n d (iii) r e c ei v e s a r e w ar d r t a n d

tr a n siti o n s t o a n e w st at e s t + 1 , a s ill u str at e d i n Fi g ur e 2. 6 . T h e M ar k o v pr o p e rt y st at e s t h at t h e

f ut ur e st at e d e p e n d s o nl y o n t h e c urr e nt st at e a n d a cti o n, a n d n ot o n t h e hi st or y of st at e s a n d

a cti o n s:

p (s t + 1 |s t , at ) = p (s t + 1 |s t , at , st − 1 , at − 1 , . . .)

r (s t , at ) = r (s t , at , st − 1 , at − 1 , . . .)

A g e n t

E n vir o n m e nt

a t

s t + 1

s t

r t + 1

r t

Fi g ur e 2. 6: T h e a g e nt- e n vir o n m e nt i nt er a cti o n i n a n M D P [ 1 5 0 ].

T h e g o al of t h e a g e nt i s t o l e ar n a p oli c y t h at m a p s st at e s t o a cti o n pr o b a biliti e s, i. e. π : S →

∆( A ), t h at m a xi mi s e s t h e e x p e ct e d c u m ul ati v e r e w ar d o v e r ti m e, w h er e t h e e x p e ct e d c u m ul ati v e

r e w ar d f or s o m e p oli c y π i s d e fi n e d a s:

J (π ) = E π [
∞

t = 0

γ t r t ] ( 2. 8)
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w h er e γ ∈ [ 0, 1] i s a di s c o u nt f a ct or t h at d et er mi n e s h o w m u c h t h e a g e nt v al u e s f ut ur e r e w ar d s

c o m p ar e d t o i m m e di at e o n e s. T h e di s c o u nt f a ct or e n s ur e s c o n v er g e n c e of t h e i n fi nit e s u m b y m a ki n g

di st a nt r e w ar d s c o ntri b ut e l e s s t o t h e t ot al, e m p h a si si n g i m m e di at e r e w ar d s a s m or e v al u a bl e t h a n

f ut ur e o n e s. It al s o pr o vi d e s m at h e m ati c al tr a ct a bilit y f or o pti mi s ati o n al g orit h m s. W h e n γ i s cl o s e

t o 0, t h e a g e nt f o c u s e s pri m aril y o n i m m e di at e r e w ar d s a n d a ct s s h ort- si g ht e dl y. A n d w h e n γ i s

cl o s e t o 1, t h e a g e nt c o n si d er s l o n g-t er m c o n s e q u e n c e s m or e, p ot e nti all y l e a di n g t o m or e str at e gi c

b e h a vi o ur.

I n s o m e c a s e s, w h e r e t h e a g e nt d o e s n ot h a v e a c c e s s t o t h e c o m pl et e st at e i nf or m ati o n, t h e t a s k

i s m o d ell e d a s a P arti all y O b s er v a bl e M D P ( P O M D P), w h er e t h e a g e nt r e c ei v e s o b s er v ati o n s t h at

pr o vi d e p arti al i nf or m ati o n a b o ut t h e tr u e st at e. D e s pit e P O M D P s’ M ar k o vi a n d y n a mi c s, si n c e

t h er e i s n o dir e ct a c c e s s t o t h e tr u e st at e, t h e a g e nt i n g e n er al n e e d s t o k e e p tr a c k of p a st hi st or y

t o m a k e o pti m al d e ci si o n s.

2. 4. 2 A c t o r- C ri ti c M e t h o d s

T w o f u n d a m e nt al p ar a di g m s e xi st f or l e ar ni n g p oli ci e s i n R L: v al u e- b a s e d m et h o d s l e ar n a v al u e

f u n cti o n t h at e sti m at e s e x p e ct e d r et ur n s a n d d eri v e a p oli c y fr o m it, w hil e p oli c y- b a s e d m et h o d s

dir e ctl y p ar a m et eri s e a n d o pti mi s e t h e p oli c y it s elf. A ct or- criti c al g orit h m s s u c h a s A d v a nt a g e

A ct or- Criti c ( A 2 C / A 3 C) [ 1 0 7 ] a n d Pr o xi m al P oli c y O pti mi z ati o n ( P P O) [1 3 8 ] c o m bi n e t h e b e n e fit s

of b ot h a p pr o a c h e s b y m ai nt ai ni n g a n a ct or t h at l e ar n s t h e p oli c y π (a t |s t ) = Pr( A t = a t |S t = s t , π)

a n d a criti c t h at l e ar n s t h e v al u e f u n cti o n V π (s ) f or e sti m ati n g t h e e x p e ct e d c u m ul ati v e r e w ar d fr o m

e a c h st at e. B ef or e di vi n g i nt o t h e d et ail s of t h e a ct or- criti c m et h o d s, it i s h el pf ul t o u n d er st a n d t h e

i s s u e s of p ur el y v al u e- b a s e d a n d p ur el y p oli c y- b a s e d m et h o d s.

P u r el y V al u e- B a s e d M e t h o d s

Gi v e n a p oli c y π , a v al u e f u n cti o n V π (s ) e sti m at e s t h e e x p e ct e d c u m ul ati v e r e w ar d fr o m a st at e s

u n d er t h e p oli c y π , w hil e a st at e- a cti o n v al u e f u n cti o n Q π (s, a ) e sti m at e s t h e e x p e ct e d c u m ul ati v e

r e w ar d fr o m a st at e s a n d a cti o n a u n d er t h e p oli c y π .

V π (s ) = E π [R t |s t = s ]

=
a ∈ A

π (a |s )
s ′ ∈ S

p (s ′|s, a )[r (s, a, s ′) + γ V π (s ′)]

Q π (s, a ) = E π [R t |s t = s, a t = a ]

=
s ′ ∈ S

p (s ′|s, a )[r (s, a, s ′) + γ
a ′ ∈ A

π (a ′|s ′)Q π (s ′, a′)]

V al u e- b a s e d m et h o d s, s u c h a s Q-l e ar ni n g [ 1 5 9 ] a n d D e e p Q- N et w or k s ( D Q N) [1 0 8 ], l e ar n t h e

a cti o n- v al u e f u n cti o n Q π (s, a ) a n d d eri v e a n i m pli cit p oli c y fr o m t h e v al u e f u n cti o n ( c o m m o nl y a n

ϵ - gr e e d y p oli c y, w h er e a r a n d o m a cti o n i s s el e ct e d wit h pr o b a bilit y ϵ a n d t h e a cti o n wit h t h e hi g h e st

v al u e i s s el e ct e d wit h pr o b a bilit y 1 − ϵ ). T h e e sti m at e d Q-f u n cti o n Q̂ ( s, a ) i s u p d at e d u si n g t h e

B ell m a n e q u ati o n:

Q̂ ( s t , at ) ← Q̂ ( s t , at ) + α [r t + 1 + γ m a x
a ′ ∈ A

Q̂ ( s t + 1 , a′) − Q̂ ( s t , at )]
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w h er e α i s t h e l e ar ni n g r at e. F or fi nit e M D P s, t a b ul ar Q-l e ar ni n g i s g u ar a nt e e d t o c o n v er g e a s y m p-

t oti c all y t o t h e o pti m al a cti o n- v al u e f u n cti o n Q ∗ (s, a ) wit h pr o b a bilit y 1 u n d e r st a n d ar d a s s u m pti o n s

[1 5 9 ]. D Q N e xt e n d s Q-l e ar ni n g b y u si n g d e e p n e ur al n et w or k s t o a p pr o xi m at e t h e Q-f u n cti o n, e n-

a bli n g R L t o h a n dl e hi g h- di m e n si o n al st at e s p a c e s. D Q N al s o e m pl o y s t w o t e c h ni q u e s t o i m pr o v e

l e ar ni n g st a bilit y a n d p erf or m a n c e:

• E x p e ri e n c e r e pl a y : st ori n g a n d r a n d o ml y s a m pli n g p a st tr a n siti o n s t o br e a k c orr el ati o n s i n

s e q u e nti al d at a a n d i m pr o v e d at a e ffi ci e n c y.

• T a r g e t n e t w o r k s : m ai nt ai ni n g a s e p ar at e t a r g et n et w o r k wit h a c o p y of t h e Q- n et w or k’ s

p ar a m et er s t o c o m p ut e t h e t ar g et v al u e s, w h er e t h e t ar g et n et w or k’ s p ar a m et er s ar e o nl y

u p d at e d p eri o di c all y wit h t h e Q- n et w or k’ s p ar a m et er s. T hi s d e c o u pl e s t h e t ar g et c o m p ut ati o n

fr o m t h e Q- n et w or k, r e d u ci n g o s cill ati o n s a n d i m pr o vi n g tr ai ni n g st a bilit y.

H o w e v er, v al u e- b a s e d m et h o d s str u g gl e i n c o nti n u o u s a cti o n s p a c e s w h er e c o m p uti n g t h e m a xi-

m u m a cti o n v al u e i s c o m p ut ati o n all y i ntr a ct a bl e. F urt h er m or e, b e c a u s e of it s a s s u m pti o n of d et er-

mi ni sti c o pti m al p oli c y gi v e n a k n o w n v al u e f u n cti o n, it i s n ot s uit a bl e t o l e ar n st o c h a sti c p oli ci e s

a n d mi g ht str u g gl e i n p arti all y o b s er v a bl e e n vir o n m e nt s.

P u r el y P oli c y- B a s e d M e t h o d s

P oli c y- b a s e d m et h o d s, s u c h a s R EI N F O R C E [ 1 6 0 ], dir e ctl y p ar a m et eri s e a n d o pti mi s e t h e p oli c y

π (a t |s t ). T h e y h a v e t h e a d v a nt a g e s of n at ur al h a n dli n g of c o nti n u o u s a cti o n s p a c e s, t h e a bilit y t o

l e ar n st o c h a sti c p oli ci e s, a n d b ett er c o n v er g e n c e pr o p erti e s i n c ert ai n s c e n ari o s. T h e u p d at e si g n al

f or R EI N F O R C E r eli e s o n t h e e sti m at e d r et ur n ( or t h e M o nt e C arl o r et ur n) G t t o u p d at e t h e p oli c y

p ar a m et er s:

∇ θ J (θ ) = E π θ
[G t ∇ θ l o g π θ (a t |s t )]

w h er e G t =
∞

k = 0

γ k r t + k + 1

Si n c e t h e M o nt e C arl o r et ur n i s a s u m of r e w ar d s o v er a l o n g h ori z o n, it h a s hi g h v ari a n c e d u e t o

( 1) t h e a c c u m ul ati o n of v ari a n c e fr o m st o c h a sti c r e w ar d s al o n g t h e tr aj e ct or y a n d ( 2) attri b uti n g all

f ut ur e r e w ar d s t o a si n gl e a cti o n d e s pit e t h o s e r e w ar d s d e p e n di n g o n s u b s e q u e nt a cti o n s a n d st at e s,

l e a di n g t o u n st a bl e l e ar ni n g [1 3 7 ].

A c t o r- c ri ti c, A 2 C a n d P P O

T h e a ct or- criti c m et h o d [ 1 5 1 ] dir e ctl y r e s ol v e s t h e fl a w s of p ur el y v al u e- b a s e d a n d p ur el y p oli c y-

b a s e d m et h o d s, b y c o m bi ni n g t h e p ar a m et eri s ati o n a n d o pti mi s ati o n of a p oli c y ( a ct or) wit h a v al u e

f u n cti o n ( criti c). T h e a ct or l e ar n s a p oli c y dir e ctl y, m a ki n g it s uit a bl e f or c o nti n u o u s a cti o n s p a c e s

a n d st o c h a sti c p oli ci e s. Si m ult a n e o u sl y, t h e criti c l e ar n s a v al u e f u n cti o n, w hi c h pr o vi d e s a l o w-

v ari a n c e f e e d b a c k si g n al t h at r e pl a c e s t h e hi g h- v ari a n c e M o nt e C arl o r et ur n, t h u s st a bili si n g t h e

a ct or’ s l e ar ni n g. I n pr a cti c e, a ct or- criti c al g orit h m s p erf or m o n- p oli c y u p d at e s: t h e y c oll e ct d at a b y

f oll o wi n g t h e c urr e nt p oli c y, t h e n u p d at e b ot h t h e p oli c y a n d t h e v al u e e sti m at or u si n g t h e c oll e ct e d

d at a. T h e f e e d b a c k fr o m t h e criti c, t y pi c all y t h e t e m p or al- di ff er e n c e ( T D) err or ( r t + γ V (s t + 1 ) −
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V (s t )) or a n a d v a nt a g e e sti m at e, w hi c h q u a nti fi e s h o w m u c h b ett er a n a cti o n i s c o m p ar e d t o t h e

a v er a g e a cti o n i n a gi v e n st at e, g ui d e s t h e gr a di e nt u p d at e dir e cti o n of t h e a ct or. B y u si n g t h e

v al u e e sti m at e s a s a b a s eli n e, t h e a ct or’ s u p d at e s b e c o m e m or e st a bl e t h a n p ur e p oli c y gr a di e nt.

T h e a ct or a n d criti c oft e n s h ar e u n d erl yi n g n et w or k l a y er s s u c h a s C N N s f or st at e r e pr e s e nt ati o n,

a n d t h e ar c hit e ct ur e di v er g e s i nt o s e p ar at e o ut p ut l a y er s f or p oli c y a n d v al u e pr e di cti o n s aft er t h e

s h ar e d l a y er s.

A 3 C [ 1 0 7 ] a n d A 2 C [1 1 5 ] ar e t w o p o p ul ar a ct or- c riti c m et h o d s t h at u s e t h e a d v a nt a g e f u n cti o n

i n t h eir p oli c y gr a di e nt u p d at e t o r e d u c e t h e v ari a n c e of t h e u p d at e si g n al. T h e a d v a nt a g e f u n cti o n

i s d e fi n e d a s:

A π (s, a ) = Q π (s, a ) − V π (s )

I n pr a cti c e, a ct or s i nt er a ct wit h m ulti pl e c o pi e s of t h e e n vir o n m e nt a n d c oll e ct tr aj e ct ori e s. A 2 C i s a

s y n c hr o n o u s v ari a nt of A 3 C, w h er e all a ct or s s h ar e t h e s a m e p oli c y a n d v al u e f u n cti o n, i n c o ntr a st t o

A 3 C’ s a s y n c hr o n o u s u p d at e s w h er e e a c h a ct or h a s it s o w n p oli c y a n d v al u e f u n cti o n. Aft er a c ert ai n

n u m b er of ti m e st e p s or e pi s o d e s, t h e e x p eri e n c e s fr o m all a ct or s ar e a g gr e g at e d. T h e al g orit h m t h e n

u s e s t h e s e t o p erf or m a n u p d at e of a ct or s a n d criti c s. T h e p oli c y u p d at e u s e s t h e p oli c y gr a di e nt

wit h t h e a d v a nt a g e f u n cti o n ˆA (s t , at ) a s a w ei g ht:

∇ θ J = E π θ
∇ θ l o g π θ (a t |s t ) ˆA (s t , at )

T h e a d v a nt a g e e sti m at e s c a n b e c o m p ut e d i n v ari o u s w a y s; a c o m m o n c h oi c e i s n - st e p r et ur n s or

G e n er ali s e d A d v a nt a g e E sti m ati o n ( G A E) [ 1 3 7 ] t o b al a n c e bi a s a n d v ari a n c e. U si n g G A E, t h e k - st e p

a d v a nt a g e i s c o m p ut e d a s: ˆA (s, a ) =
k − 1
i = 0 γ i r t + i + γ k V (s t + k ) − V (s t ).

P P O [ 1 3 8 ] i s a n ot h er a ct or- criti c m et h o d wit h t h e k e y i n n o v ati o n of cli p pi n g t h e p oli c y u p d at e t o

pr e v e nt d e str u cti v el y l ar g e c h a n g e s. It b uil d s u p o n Tr u st R e gi o n P oli c y O pti mi s ati o n ( T R P O) [ 1 3 6 ]

b ut t a k e s a si m pl er a p pr o a c h. T R P O c o n str ai n s t h e p oli c y u p d at e s b y b o u n di n g t h e K L di v e r g e n c e

b et w e e n t h e ol d p oli c y π θ o l d
a n d t h e u p d at e d p oli c y π θ , eit h er a s a n e x pli cit c o n str ai nt or a s a p e n alt y

t er m, t o e n s ur e st a bilit y. R at h e r t h a n i n cl u di n g t h e K L- di v er g e n c e t er m, P P O e m pl o y s a cli p p e d

o bj e cti v e ( L C L I P (θ ) i n E q u ati o n ( 2. 1 0 )) t h at di s c o ur a g e s t h e n e w p oli c y fr o m d e vi ati n g t o o f ar fr o m

t h e ol d o n e. B y r e pl a ci n g t h e K L c o n str ai nt wit h cli p pi n g, P P O c a n b e o pti mi s e d u si n g st a n d ar d

fir st- or d er gr a di e nt m et h o d s, a v oi di n g t h e s e c o n d- or d er c o m p ut ati o n s ( s u c h a s H e s si a n- v e ct or pr o d-

u ct s) r e q uir e d b y T R P O. T hi s m a k e s P P O si m pl er t o i m pl e m e nt w hil e a c hi e vi n g c o m p ar a bl e or

b ett er p erf or m a n c e. B e y o n d al g orit h mi c si m pli cit y, c o d e-l e v el o pti mi s ati o n s h a v e al s o b e e n s h o w n

t o c o ntri b ut e t o P P O’ s i m pr o v e d p erf or m a n c e o v er T R P O [ 4 7 ].

A t y pi c al P P O tr ai ni n g it er ati o n alt er n at e s b et w e e n s a m pli n g a n d o pti mi s ati o n. Fir st, t h e c ur-

r e nt a ct or i s u s e d t o c oll e ct tr aj e ct ori e s fr o m t h e e n vir o n m e nt ( oft e n u si n g p ar all el c o pi e s of t h e

e n vir o n m e nt f or e ffi ci e n c y, a s i n A 2 C). T h e r et ur n s a n d a d v a nt a g e e sti m at e s ar e t h e n c o m p ut e d

fr o m t h e s e tr aj e ct ori e s. Fi n all y, P P O c o n str u ct s t h e s urr o g at e o bj e cti v e a n d o pti mi s e s t h e p ar a m-

et er s o v er mi ni- b at c h e s f or s e v e r al e p o c h s. T h e P P O o bj e cti v e f u n cti o n c o nt ai n s t hr e e t er m s: t h e

di ff er e n c e b et w e e n t h e pr e di ct e d a n d t ar g et v al u e f u n cti o n s ( L v al u e (θ )), t h e di ff er e n c e b et w e e n t h e

n e w a n d ol d p oli ci e s ( L C L I P (θ )), a n d a b o n u s t er m f or t h e e ntr o p y of t h e p oli c y ( S [π θ ](s t ), t o e n-

c o ur a g e e x pl or ati o n). T h e P P O l o s s f u n cti o n u s e d i n t hi s t h e si s i s b a s e d o n t h e ori gi n al P P O p a p er
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[1 3 8 ] a n d Cl e a n R L’ s i m pl e m e nt ati o n [7 2 ], d e fi n e d a s:

L P P O (θ ) = E t L C L I P (θ ) + κ 1 L v al u e (θ ) − κ 2 S [π θ ](s t ) ( 2. 9)

L C L I P (θ ) = E t mi n r t (θ ) ˆA t , cli p( r t (θ ), 1 − ϵ, 1 + ϵ ) ˆA t , ( 2. 1 0)

S [π θ ](s t ) = − E t

a

π θ (a |s t ) l o g π θ (a |s t ) ,

L u n cli p p e d v (θ ) = ( V θ (s t ) − V t )
2 ,

V cli p p e d (θ ) = V ol d (s t ) + cli p( V θ (s t ) − V ol d (s t ), − ϵ, ϵ ),

L cli p p e d v (θ ) = ( V cli p p e d (θ ) − V t )
2 ,

L v al u e (θ ) = E t m a x L u n cli p p e d v (θ ), Lcli p p e d v (θ )

w h er e:

• r t (θ ) i s t h e pr o b a bilit y r ati o b et w e e n t h e n e w a n d ol d p oli ci e s at ti m e t;

• κ 1 a n d κ 2 ar e h y p er p ar a m et er s a n d t h e c o e ffi ci e nt s of t h e v al u e l o s s a n d t h e e ntr o p y;

• π θ i s t h e p oli c y of t h e m o d el wit h p ar a m et er θ ;

• a t i s t h e a cti o n at ti m e t;

• s t i s t h e st at e at ti m e t;

• ˆA t i s t h e a d v a nt a g e e sti m at e at ti m e t, c o m p ut e d wit h G A E [1 3 7 ];

• cli p( x, a, b ) i s a f u n cti o n t h at cl a m p s x t o t h e r a n g e [ a, b ];

• ϵ i s a h y p er p ar a m et er, r e pr e s e nti n g t h e cli p pi n g r a n g e;

• S [π θ ](s t ) i s t h e e ntr o p y of t h e p oli c y i n st at e s t ;

• V θ (s t ) i s t h e v al u e pr e di ct e d i n st at e s t b y t h e m o d el wit h p ar a m et er θ , d uri n g t h e l o s s

c al c ul ati o n;

• V t i s t h e v al u e t ar g et at ti m e t;

• a n d V ol d (s t ) i s t h e v al u e pr e di ct e d i n st at e s t b y t h e m o d el wit h p ar a m et er θ , d uri n g t h e

c oll e cti o n of e x p eri e n c e s.

I n pr a cti c e, t h e e x p e ct ati o n s E t [·] ar e a p pr o xi m at e d b y t a ki n g t h e s a m pl e m e a n o v er ti m e st e p s fr o m

c oll e ct e d tr aj e ct ori e s. N ot a bl y, t h e ori gi n al P P O p a p er [ 1 3 8 ] pr o p o s e s a n alt er n ati v e t o t h e cli p p e d

pr o b a bilit y r ati o o bj e cti v e a s L C L I P (θ ) i n E q u ati o n ( 2. 1 0 ). T h e v ari a nt u s e s a K L- di v er g e n c e p e n alt y

i n t h e o bj e cti v e a n d a dj u st s a p e n alt y c o e ffi ci e nt t o k e e p t h e K L di v er g e n c e b et w e e n t h e n e w a n d ol d

p oli c y b el o w a t ar g et. I n pr a cti c e, t h e cli p p e d v er si o n h a s b e c o m e m or e p o p ul ar d u e t o it s si m pli cit y

a n d e m piri c al s u c c e s s.

Wit h t h e cli p pi n g m e c h a ni s m, P P O a c hi e v e s b ett er p erf or m a n c e b e c a u s e of t h e st a bilit y it pr o-

vi d e s. F urt h er m or e, P P O h a s e m piri c all y b ett er s a m pl e c o m pl e xit y t h a n tr a diti o n al p oli c y gr a di e nt

m et h o d s t h at p erf or m si n gl e- p a s s u p d at e s [ 1 3 8 ]. A 2 C p erf or m s o nl y o n e u p d at e f or e a c h b at c h of

o n- p oli c y tr aj e ct ori e s. I n c o ntr a st, P P O u p d at e s t h e p oli c y m ulti pl e ti m e s p er b at c h of d at a, gi vi n g

it a n a d v a nt a g e i n h o w e ff e cti v el y it u s e s e a c h s a m pl e.
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R el a t e d W o r k

T hi s c h a pt er s ur v e y s r e s e ar c h r el e v a nt t o n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, c o v eri n g i n p arti c ul ar t h e

l e ar ni n g of i nt er pr et a bl e r ul e s a n d t h eir a p pli c ati o n s i n r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g. S e cti o n 3. 1 e x a mi n e s

n e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g a p pr o a c h e s t h at c o m bi n e n e ur al n et w or k s wit h s y m b oli c r e a s o ni n g f or r ul e

l e ar ni n g. S e cti o n 3. 2 di s c u s s e s e n d-t o- e n d n e ur o- s y m b oli c r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g f or i nt er pr et a bl e

p oli c y l e ar ni n g a n d ot h er R L t a s k s u si n g h y bri d ar c hit e ct ur e s.

3. 1 N e u r o- s y m b oli c L e a r ni n g

T hi s s e cti o n f o c u s e s o n n e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g a p pr o a c h e s. It b e gi n s wit h p ur el y di ff er e nti a bl e

m et h o d s t h at e n a bl e e n d-t o- e n d tr ai ni n g w hil st m ai nt ai ni n g s y m b oli c i nt er pr et a bilit y i n S e cti o n 3. 1. 1 .

S e cti o n 3. 1. 2 e x a mi n e s ot h er h y bri d ar c hit e ct ur e s t h at c o m bi n e s e p ar at e s y m b oli c a n d n e ur al c o m-

p o n e nt s w h er e t h e s y m b oli c c o m p o n e nt s ar e t h e c or e r ul e l e ar n er s. S e cti o n 3. 1. 3 r e vi e w s pr e di c at e

i n v e nti o n fr o m r a w d at a i n t h e c o nt e xt of b ot h p ur el y di ff er e nti a bl e a n d h y bri d ar c hit e ct ur e s. Fi-

n all y, S e cti o n 3. 1. 4 di s c u s s e s a p pr o a c h e s t h at e nf or c e l o gi c al c o n str ai nt s o n n e ur al n et w or k o ut p ut s,

w hi c h s h o w si mil ariti e s wit h t h e d e si g n of t h e n e ur al D N F- E O m o d el pr o p o s e d i n C h a pt er 5 .

3. 1. 1 E n d- t o- e n d R ul e L e a r ni n g

M a n y e xi sti n g r ul e l e ar ni n g w or k s t a k e t h e I n d u cti v e L o gi c Pr o gr a m mi n g (I L P) [ 1 1 0 , 2 9 ] fr o m

s y m b oli c AI a s t h eir c or e fr a m e w or k s a n d r e ali s e t h e I L P t a s k s wit h n e ur al n et w or k s f or e n d-t o- e n d

di ff er e nti a bl e r ul e l e ar ni n g. Cl a s si c al I L P s y st e m s, s u c h a s A L E P H [ 1 4 7 ], M et a g ol [3 0 ], I L A S P [9 2 ]

a n d F a st L A S [ 9 1 ], ai m t o fi n d t h e b e st s et of r ul e s i n a h y p ot h e si s s p a c e t h at, w h e n c o m bi n e d wit h a

gi v e n b a c k gr o u n d k n o wl e d g e, w o ul d c o v er t h e t ar g et e x a m pl e s, i. e. e nt ail all p o siti v e e x a m pl e s b ut

n o n e of t h e n e g ati v e o n e s. T h e l e ar n e d r ul e s ar e h u m a n-r e a d a bl e b e c a u s e of t h eir s y m b oli c str u ct ur e.

I L P s y st e m s ar e a bl e t o g e n er ali s e w ell e v e n wit h a s m all a m o u nt of d at a, a s m o st s y st e m s pr ef er

t o c h o o s e t h e s h ort e st s et of r ul e s i n t h e h y p ot h e si s s p a c e t h at c o v er t h e gi v e n e x a m pl e s. It i s al s o

p o s si bl e f or s o m e s y st e m s n ot t o c h o o s e t h e s h ort e st r ul e s: F a st L A S [ 9 1 ] s u p p ort s a c u st o m s c ori n g

f u n cti o n t h at e v al u at e s h y p ot h e s e s a n d l e ar n s t h e l o w e st- s c ori n g h y p ot h e si s, m a ki n g it p o s si bl e

f or t h e s y st e m t o c h o o s e l e s s g e n er al b ut m or e r el e v a nt d o m ai n- s p e ci fi c s ol uti o n s. D e s pit e t h e s e

a d v a n c e m e nt s, I L P s y st e m s s u ff er fr o m s c al a bilit y w h e n t h e t a s k h a s a h u g e h y p ot h e si s s p a c e,

r e q uiri n g a l ar g e a m o u nt of m e m or y a n d ti m e t o g e n er at e a n d s e ar c h f or o pti m al s ol uti o n s. T h e
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s c al a bilit y i s s u e hi n d er s t h e I L P s y st e m s’ c a p a bilit y i n r e al- w orl d d at a s et s w h er e m o st t a s k s h a v e

l ar g e h y p ot h e si s s p a c e s. F a st L A S [9 1 ] i s d e si g n e d t o b e m or e s c al a bl e b y c o m p uti n g a s u b s et of

t h e h y p ot h e si s s p a c e w hil e g u ar a nt e ei n g t o c o v er t h e o pti m al s ol uti o n, y et it c a n still s u ff er fr o m

ti m e- o ut i s s u e s. O n t h e ot h er h a n d, n e ur al n et w or k s ar e m or e c a p a bl e of h a n dli n g l ar g e d at a s et s,

b ut at t h e c o st of i nt er pr et a bilit y. Di ff er e nti a bl e I L P a p pr o a c h e s c o m bi n e t h e b e st of I L P a n d

n e ur al n et w or k s t o cr e at e s y st e m s t h at ar e i nt er pr et a bl e a n d s c al a bl e. I n g e n er al, di ff er e nti a bl e

I L P a p pr o a c h e s a p pr o xi m at e di s cr et e o p er ati o n s a n d i n p ut wit h c o nti n u o u s o p er ati o n s a n d i n p ut,

a n d cr e at e a pr o c e s s of c o nti n u o u s l o gi c r e a s o ni n g s u c h t h at t h e m o d el c a n b e tr ai n e d vi a gr a di e nt

d e s c e nt. S o m e di ff er e nti a bl e I L P a p pr o a c h e s f o c u s o n s ol vi n g s y m b oli c or k n o wl e d g e b a s e t a s k s t h at

b e n e fit m u c h fr o m h a vi n g b a c k gr o u n d k n o wl e d g e i n t h e s y st e m s a n d t h u s i n h eriti n g t h e m erit of I L P

s y st e m s, w hil e ot h er m et h o d s i nj e ct littl e t o n o pri or k n o wl e d g e i nt o t h e m o d el s, t h u s a v oi di n g t h e

h u m a n- e n gi n e eri n g o v er h e a d. T h e s e e xi sti n g m et h o d s c a n b e c at e g ori s e d i nt o t w o cl a s s e s: t e m pl at e-

b a s e d m et h o d s t h at r e stri ct t h e f or m s of t h e r ul e s t o l e ar n a n d fr e e-f or m m et h o d s t h at d o n ot r e q uir e

pr e d e fi n e d t e m pl at e s.

T e m pl a t e- b a s e d M e t h o d s

M a n y di ff er e nti a bl e I L P a p pr o a c h e s f oll o w t h e u s e of r ul e t e m pl at e s i n cl a s si c al I L P t o r e stri ct t h e

s e ar c h s p a c e. A r ul e t e m pl at e ( or a m et a- r ul e ) i s a s e c o n d- or d er cl a u s e, f or e x a m pl e:

H( X, Y ) ← B 1 (X, Z ) ∧ B 2 (Z, Y ) ( 3. 1)

w h er e H , B 1 a n d B 2 ar e pr e di c at e v ari a bl e s. A r ul e c o n str u ct e d fr o m a r ul e t e m pl at e h a s t o f oll o w t h e

n u m b er of b o d y at o m s a n d e a c h pr e di c at e’ s arit y s p e ci fi e d i n t h e t e m pl at e, b ut it h a s t h e fr e e d o m

of c h o o si n g w hi c h pr e di c at e t o u s e. F or i n st a n c e, Q (X, Y ) ← R (X, Z ) ∧ S (Z, Y ) i s a n i n st a n c e of

t h e r ul e t e m pl at e i n E q u ati o n ( 3. 1 ), w h er e Q, R a n d S ar e s p e ci fi c bi n ar y pr e di c at e s. M et h o d s t h at

u s e r ul e t e m pl at e s e s s e nti all y i nj e ct a bi a s i nt o t h e m o d el of w h at f or m of r ul e s t o l e ar n, w hi c h h el p s

wit h s c ali n g a n d i nt er pr et a bilit y of t h e m o d el.

δ -I L P [5 0 ] s er v e s a s t h e f o u n d ati o n f or m a n y di ff er e nti a bl e I L P s y st e m s. It g e n er at e s a s et of

cl a u s e s fr o m r ul e t e m pl at e s a n d r e d u c e s t h e i n d u cti v e l e ar ni n g t a s k t o a s ati s fi a bilit y pr o bl e m b y

a s si g ni n g a B o ol e a n fl a g t o e a c h cl a u s e t o i n di c at e w h et h er it s h o ul d b e i n cl u d e d i n t h e fi n al r ul e

s et. T o e n a bl e di ff er e nti a bl e tr ai ni n g, t h e s y st e m r e pl a c e s di s cr et e l o gi c i n p ut s a n d o p er ati o n s wit h

c o nti n u o u s c o u nt er p art s. D uri n g i nf er e n c e, r at h er t h a n u si n g G ö d el’ s o r L u k a si e wi c z’ s t- n or m, w hi c h

s u p pr e s s e s t h e gr a di e nt of o n e c o nj u n ct, t h e pr o d u ct t- n or m i s u s e d, s er vi n g a s t h e f u z z y c o nj u n cti o n

o p er at or, e n s uri n g t h at f or w ar d c h ai ni n g r e m ai n s di ff er e nti a bl e. Gi v e n t h e i niti al v al u ati o n of a s et of

gr o u n d at o m s, δ -I L P p erf or m s m ulti pl e f or w ar d- c h ai ni n g st e p s o n t h e g e n er at e d cl a u s e s a n d pr e di ct s

t h e pr o b a bilit y of a l a b el. T h e o bj e cti v e i s t o m at c h t h e pr e di ct e d l a b el wit h t h e gr o u n d tr ut h b y

mi ni mi si n g t h e n e g ati v e l o g-li k eli h o o d l o s s. E a c h i nt e n si o n al pr e di c at e (i. e. pr e di c at e s t h at a p p e ar

i n t h e h e a d of t h e r ul e s) i s a s s u m e d t o b e d e fi n e d b y e x a ctl y t w o cl a u s e s. C o n s e q u e ntl y, a w ei g ht

m atri x i s a s si g n e d t o e a c h p air of cl a u s e s, wit h di m e n si o n s e q u al t o t h e pr o d u ct of t h e n u m b er of

cl a u s e s g e n er at e d b y t h e p air of r ul e t e m pl at e s t h at d e fi n e t h e i nt e n si o n al pr e di c at e. Di ff er e nt r ul e

t e m pl at e s yi el d w ei g ht m atri c e s of di ff er e nt di m e n si o n s. E a c h el e m e nt i n t h e m atri x r e pr e s e nt s t h e

c o n fi d e n c e t h at t h e c orr e s p o n di n g p air of cl a u s e s c orr e ctl y d e fi n e s t h e i nt e n si o n al pr e di c at e. T h e s e

w ei g ht s c o n stit ut e t h e o nl y tr ai n a bl e c o m p o n e nt s i n t h e s y st e m. Aft er tr ai ni n g, s oft m a x i s a p pli e d t o
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t h e w ei g ht s t o o bt ai n a pr o b a bilit y di stri b uti o n o v er cl a u s e s, a n d cl a u s e s a b o v e a c o n fi d e n c e t hr e s h ol d

ar e s el e ct e d a s s ol uti o n s t o t h e I L P t a s k. C o m p ar e d t o M et a g ol [ 3 0 ], a s y m b oli c I L P s y st e m, δ -I L P

a c hi e v e s si mil ar p erf or m a n c e o n t a s k s wit h bi n ar y pr e di c at e s a n d c a n l e ar n i n cir c u m st a n c e s w h er e

M et a g ol ti m e s o ut, d e m o n str ati n g t h e s u p eri or s c al a bilit y of di ff er e nti a bl e s y st e m s. T h e li mit ati o n

i s it s e x pr e s si vit y: t h e l e ar n a bl e cl a u s e s ar e c o n str ai n e d b y t h e r ul e t e m pl at e s, w hi c h ar e r e stri ct e d

t o c o nt ai n n o c o n st a nt s a n d e x a ctl y t w o b o d y at o m s wit h pr e di c at e s of arit y at m o st t w o.

L RI [ 2 3 ] i ntr o d u c e s a n e ur al f or w ar d- c h ai ni n g t h e or e m pr o v er t h at l e ar n s l o gi c al r ul e s b y r e p-

r e s e nti n g r ul e pr e di c at e s a n d f a ct s a s d e n s e e m b e d di n g s tr ai n e d vi a s oft u ni fi c ati o n. T h e m o d el

e n c o d e s e a c h r ul e a s a t u pl e of pr e di c at e e m b e d di n g s a n d v ari a bl e sl ot s, a n d e a c h f a ct a s a pr e di c at e

e m b e d di n g wit h s u bj e ct- o bj e ct c o n st a nt s a n d a r e al- v al u e d v al u ati o n i n [ 0 , 1]. F or w ar d c h ai ni n g

a p pli e s all r ul e s t o all f a ct p air s f or a fi x e d n u m b er of st e p s, g e n er ati n g n e w c a n di d at e f a ct s w h o s e

v al u ati o n s ar e c o m p ut e d a s pr o d u ct s of f a ct v al u e s a n d c o si n e si mil ariti e s b et w e e n r ul e a n d f a ct

pr e di c at e s. F or I L P t a s k s, pr e di c at e e m b e d di n g s f or r ul e s ar e o pti mi s e d b y bi n ar y c r o s s- e ntr o p y

o n t ar g et v al u ati o n s, w hil e f or t h e or y l e ar ni n g t a s k s t h e v al u ati o n s of all c a n di d at e f a ct s ar e al s o

l e ar n e d a n d r e g ul ari s e d wit h a n L 2-li k e s p ar sit y p e n alt y o n i niti al f a ct s t o e n c o ur a g e c o m pr e s si o n of

t h e o b s er v ati o n s et. Di ff er e nt fr o m δ -I L P, L RI o p er at e s at t h e l e v el of at o m e m b e d di n g s r at h er t h a n

e x pli cit s y m b oli c r ul e s e ar c h: b ot h r ul e s a n d i n v e nt e d pr e di c at e s ar e i nt er pr et a bl e b y i n s p e cti n g t h eir

l e ar n e d e m b e d di n g s, e n a bli n g pr e di c at e i n v e nti o n a n d f a ct i n d u cti o n wit hi n a si n gl e di ff er e nti a bl e

fr a m e w or k. H o w e v er, t h e a p pr o a c h still r eli e s o n h a n d- s p e ci fi e d r ul e t e m pl at e s a n d s u ff er s fr o m

e x p o n e nti al gr o wt h of i nf err e d f a ct s i n f or w ar d c h ai ni n g.

H RI [ 6 4 ] pr o p o s e s a pr ot o-r ul e, w hi c h e xt e n d s t h e n oti o n of m et a-r ul e t o e n a bl e m or e e x pr e s si v e

r e pr e s e nt ati o n, w hil e u si n g s oft u ni fi c ati o n f or pr e di c at e m at c hi n g. T h e pr e di c at e v ari a bl e i n t h e

b o d y of a pr ot o-r ul e c a n b e i n st a nti at e d wit h a n y pr e di c at e wit h arit y e q u al t o or l o w er t h a n

t h e v ari a bl e’ s arit y, a n d t h e ar g u m e nt s of t h e pr e di c at e v ari a bl e c a n al s o b e o pti o n al if t h e a ct u al

pr e di c at e u s e d h a s l o w er arit y t h a n t h e v ari a bl e. T h e h e a d pr e di c at e’ s arit y m u st m at c h t h e v ari a bl e’ s

arit y. F or e x a m pl e, t h e pr ot o-r ul e H( X, Y ) ← B 1 (X, Z ) ∧ B 2 (Z, Y ) c a n b e i n st a nti at e d wit h t h e

pr e di c at e Q (X, Y ) ← R (X ) ∧ S (Z, Y ), w h er e Q a n d S ar e bi n ar y pr e di c at e s a n d R i s a u n ar y

pr e di c at e. U si n g pr ot o-r ul e s, H RI pr o p o s e d a hi er ar c hi c al m o d el f or di ff er e nti a bl e I L P, b y or g a ni si n g

a u xili ar y pr e di c at e s g e n er at e d b y pr ot o-r ul e s i n a s e q u e n c e of l a y er s. T h e a u xili ar y pr e di c at e c a n b e

d e fi n e d b y pr e di c at e s fr o m t h e l a y er s b ef or e, a n d t h e c urr e nt l a y er if r e c ur si o n i s all o w e d. T h e l a st

l a y er’ s pr e di c at e s ar e m at c h e d wit h t h e t ar g et pr e di c at e. B ef or e tr ai ni n g, t h e m o d el i s i n st a nti at e d

wit h a s et of pr ot o-r ul e s, a n d at e a c h it er ati o n, bi n ar y cr o s s e ntr o p y e n c o ur a g e s t h e fi n al l a y er’ s

v al u ati o n t o b e cl o s e t o t h e gr o u n d tr ut h v al u ati o n. Li k e L RI [ 2 3 ], t h e l e ar n e d e m b e d di n g s of

pr e di c at e a n d at o m i n t h e m et a-r ul e ar e m at c h e d vi a s oft u ni fi c ati o n m e a s ur e d wit h c o si n e si mil arit y.

T h e m o d el p erf or m s m ulti pl e st e p s of f or w ar d c h ai ni n g t o i nf er t h e v al u ati o n of t h e pr e di c at e s a n d

c o m p ut e s a l o s s b et w e e n t h e i nf err e d v al u e s a n d t h e gr o u n d tr ut h. T o a v oi d t h e u n d er e sti m ati o n

pr o bl e m d u e t o t h e m ulti pli c ati o n of v al u e s i n [ 0 , 1], H RI r e pl a c e s t h e m ulti pli c ati o n f or a c o nj u n cti o n

wit h a mi n o p er at or a n d s oft m a x e s t h e c o si n e u ni fi c ati o n s c or e wit h G u m b el n oi s e a cr o s s t h e p o s si bl e

gr o u n d at o m s f or t h e s a m e r ul e at o m. Aft er tr ai ni n g, t h e hi g h e st u ni fi c ati o n s c or e pr e di c at e s ar e

s el e ct e d t o f or m t h e r ul e s at e a c h l a y er. I n c o m p ari s o n wit h δ -I L P [5 0 ] a n d L RI [2 3 ], H RI [6 4 ]

a c hi e v e s si mil ar p erf or m a n c e wit h a s m all er a n d m or e fl e xi bl e t e m pl at e s et: t h e s a m e pr ot o-r ul e s et

u s e d b y H RI i s g e n eri c e n o u g h f or all t h e e x p e ri m e nt s c arri e d o ut i n [ 6 4 ], w hi c h c o v er s t h e e ntir e s et

of f u n cti o n-fr e e H or n cl a u s e s wit h at m o st 2 b o d y at o m s t h at i n v ol v e u n ar y a n d bi n ar y pr e di c at e s.
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L N N-I L P [ 1 4 0 ] i ntr o d u c e s a di ff er e nti a bl e I L P fr a m e w or k t h at l e ar n s b ot h fir st- or d er l o gi c r ul e s

a n d t h eir l o gi c al c o n n e cti v e s u si n g L o gi c al N e ur al N et w or k ( L N N) wit h tr e e- st yl e t e m pl at e s. T h e

ar c hit e ct ur e c o nt ai n s i n di vi d u al c o m p o n e nt s of s p ar s el y a s s o ci ati n g p ar a m et er s wit h pr e di c at e s a n d

L N N- c o nj u n cti o n / di sj u n cti o n f or f a ct c o m bi n ati o n. T h e L N N p ar a m et er s ar e tr ai n e d e n d-t o- e n d

u n d er li n e ar i n e q u alit y c o n str ai nt s. H o w e v er, t h e fr a m e w or k still r eli e s o n u s er- s p e ci fi e d t e m pl at e s

a n d f ull gr o u n di n g of t h e k n o wl e d g e b a s e, w hi c h m a y li mit a ut o m ati o n a n d s c al a bilit y o n v er y l ar g e

or p er c e pti o n- h e a v y t a s k s.

N e ur al T h e or e m Pr o v er ( N T P) [ 1 3 2 ] u s e s Pr ol o g’ s b a c k w ar d c h ai ni n g a s g ui d a n c e t o r e c ur si v el y

c o n str u ct n e ur al n et w or k s, p erf or mi n g m ulti- h o p r e a s o ni n g o v er k n o wl e d g e b a s e s w hil e l e ar ni n g

s u b- s y m b oli c e m b e d di n g s. T h e m et h o d r e pl a c e s di s cr et e u ni fi c ati o n wit h a di ff er e nti a bl e si mil arit y

f u n cti o n o v er pr e di c at e a n d c o n st a nt e m b e d di n g s, a n d d e c o m p o s e s pr o vi n g i nt o di ff er e nti a bl e O R

a n d A N D m o d ul e s t h at o p er at e o n pr o of st at e s c o nt ai ni n g b ot h a s u b stit uti o n s et a n d a c o nti n u o u s

pr o of s u c c e s s s c or e. N T P u s e s r ul e t e m pl at e s t o i n st a nti at e r ul e str u ct ur e s a n d t h e r ul e s’ p ar a m-

et er s ar e u p d at e d vi a gr a di e nt d e s c e nt b a s e d o n t h e s u c c e s s si g n al of pr o vi n g k n o w n or u n k n o w n

f a ct s. N T P i s li mit e d t o r el ati v el y s m all k n o wl e d g e b a s e s d u e t o t h e c o m bi n at ori al e x pl o si o n of dif-

f er e nti a bl e pr o of p at h s a n d r eli e s o n pr e d e fi n e d r ul e t e m pl at e s a n d f u n cti o n-fr e e l o gi c, c o n str ai ni n g

t h e e x pr e s si vit y of i n d u c e d pr o gr a m s. [ 1 0 6 ] a d dr e s s e s t h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y b y a p pr o xi-

m ati n g t h e pr o of s e ar c h wit h n e ar e st- n ei g h b o ur r etri e v al, e n a bli n g a p pli c ati o n t o l ar g er k n o wl e d g e

b a s e s. T h e n e w a p pr o a c h, N T P 2. 0, pr u n e s t h e c o m p ut ati o n gr a p h a g gr e s si v el y at e a c h u ni fi c a-

ti o n st e p b ut k e e p s t h e s a m e ar c hit e ct ur e a n d o pti mi s ati o n s et u p a s N T P. It r e d u c e s t h e pr o bl e m

of u nif yi n g a q u er y wit h all f a ct s i n t h e k n o wl e d g e b a s e t o a k- n e ar e st n ei g h b o ur s pr o bl e m i n t h e

e m b e d di n g s p a c e, a n d r e pl a c e s e x h a u sti v e c o nti n u o u s u ni fi c ati o n i n t h e O R m o d ul e wit h a p pr o x-

i m at e n e ar e st n ei g h b o ur s e ar c h. Gr e e d y N e ur al T h e or e m Pr o v er ( G N T P) [1 0 5 ] g o e s f urt h er wit h

c o m p ut ati o n o pti mi s ati o n a n d al s o e xt e n d s t o n at ur al l a n g u a g e. G N T P s c a st f a ct s el e cti o n f or e a c h

s u b- g o al a s a n a p pr o xi m at e n e ar e st- n ei g h b o ur s e ar c h i n e m b e d di n g s p a c e a n d si mil arl y pr u n e r ul e

e x p a n si o n s b y gr o u pi n g r ul e s i nt o str u ct ur al t e m pl at e s a n d o nl y u nif yi n g wit h n e ar b y r ul e h e a d s i n

pr e di c at e- e m b e d di n g s p a c e. It i ntr o d u c e s a n att e nti o n m e c h a ni s m o v er k n o w n pr e di c at e e m b e d di n g s

t o p ar a m et eri s e r ul e t e m pl at e s m or e c o m p a ctl y, a n d a si m pl e b ut e ff e cti v e b a g- of- e m b e d di n g s t e xt

e n c o d er s o t h at l o gi c al pr e di c at e s a n d t e xt u al s urf a c e p att er n s s h ar e a c o m m o n e m b e d di n g s p a c e,

e n a bli n g j oi nt r e a s o ni n g o v er tri pl e s a n d s e nt e n c e s. It s r eli a n c e o n a p pr o xi m at e n e ar e st- n ei g h b o ur

h e uri sti c s m a y mi s s u s ef ul pr o of p at h s, a n d t h e b a g- of- e m b e d di n g s t e xt e n c o d er i g n or e s w or d or d er,

p ot e nti all y l o si n g i m p ort a nt i nf or m ati o n.

I n s u m m ar y, t h e a p pr o a c h e s d e s cri b e d a b o v e s h o w gr e at p erf or m a n c e wit h i nt er pr et a bilit y a n d

s c al a bilit y u si n g r ul e t e m pl at e s t o h el p r e stri ct t h e s e ar c h s p a c e a n d r e d u c e c o m p ut ati o n. H o w e v er,

t h e c h oi c e of r ul e t e m pl at e s r e q uir e s c ar ef ul h u m a n e n gi n e eri n g t o e n s ur e a s ol uti o n w o ul d b e i n cl u d e d

i n t h e h y p ot h e si s s p a c e, a n d t h u s t h e t e m pl at e s s et i s u s u all y t a s k- s p e ci fi c. Alt h o u g h H RI [6 4 ]

all e vi at e s t h e t a s k- s p e ci fi c pr o bl e m t o s o m e e xt e nt b y u si n g pr ot o-r ul e s, w hi c h ar e m or e fl e xi bl e, it s

g e n eri c pr ot o-r ul e s et still li mit s t h e f or m of r ul e s a m o d el c a n l e ar n, a n d still n e e d s t o b e m o di fi e d

if a p pli e d t o a m or e c o m pl e x e n vir o n m e nt wit h hi g h er- arit y pr e di c at e s or m or e b o d y at o m s.

A n ot h er w a y t o c o n str ai n t h e s e ar c h s p a c e i s t o u s e m o d e d e cl ar ati o n s [ 1 0 9 ]. α I L P [1 4 3 ] pr o p o s e s

a di ff er e nti a bl e I L P s y st e m t h at l e ar n s r ul e s fr o m i m a g e s u si n g m o d e d e cl ar ati o n s. T h e s y st e m

c o m bi n e s a pr e-tr ai n e d o bj e ct- c e ntri c vi s u al p er c e pti o n m o d ul e wit h a f a ct s c o n v ert er t h at m a p s

d et e ct e d o bj e ct s a n d attri b ut e s i nt o pr o b a bili sti c f a ct s vi a n e ur al pr e di c at e s, a n d a di ff e r e nti a bl e
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f or w ar d- c h ai ni n g e n gi n e t h at p erf or m s m ulti- st e p i nf er e n c e u si n g w ei g ht e d cl a u s e s. Cl a u s e str u ct ur e

i s l e ar n e d b y a t o p- k b e a m s e ar c h o v e r cl a u s e r e fi n e m e nt s g ui d e d b y a di ff er e nti a bl e e v al u ati o n

s c or e, w hil e cl a u s e w ei g ht s ar e o pti mi s e d wit h gr a di e nt d e s c e nt u si n g a s oft pr o gr a m c o m p o siti o n

t h at tr e at s l o gi c pr o gr a m s a s s m o ot h c o m bi n ati o n s of cl a u s e f u n cti o n s. T h e l e ar n e d m o d el s yi el d

h u m a n-r e a d a bl e fir st- or d er cl a s si fi c ati o n r ul e s, w h er e t h e w ei g ht di stri b uti o n s s h ar pl y p e a k o n a

si n gl e d o mi n a nt cl a u s e. H o w e v er, α I L P i s m e m or y-i nt e n si v e d u e t o t h e l ar g e cl a u s e-f a ct i n d e x

m atri c e s a n d a s s u m e s a pr e-tr ai n e d p er c e pti o n m o d el, pl u s c ar ef ull y d e si g n e d m o d e d e cl ar ati o n s

t h at e n c o d e b a c k gr o u n d k n o wl e d g e, wit h p erf or m a n c e d e p e n d e nt o n s e ar c h d e pt h a n d b e a m si z e.

N E U M A N N [ 1 4 4 ] i m pr o v e s α I L P b y u si n g bi p artit e gr a p h s f or b ett er m e m or y e ffi ci e n c y. T h e

m et h o d c o m pil e s w ei g ht e d fir st- or d er d e fi nit e cl a u s e s i nt o a si n gl e bi p artit e f or w ar d r e a s o ni n g gr a p h

w h o s e n o d e s r e pr e s e nt gr o u n d at o m s a n d c o nj u n cti o n s, t h u s b ei n g m or e m e m or y e ffi ci e nt t h a n

c o n str u cti n g t h e f ull cl a u s e- gr o u n di n g m atri c e s. It t h e n p erf or m s di ff er e nti a bl e f or w ar d c h ai ni n g

vi a bi dir e cti o n al m e s s a g e p a s si n g t h at s oftl y i m pl e m e nt s l o gi c al c o nj u n cti o n a n d di sj u n cti o n o v er

pr o b a bili sti c at o m v al u ati o n s. Cl a u s e s ar e l e ar n e d t hr o u g h a n it er ati v e l o o p t h at alt er n at e s b et w e e n

gr a di e nt- b a s e d o pti mi s ati o n of cl a u s e w ei g ht s vi a cr o s s- e ntr o p y a n d di ff er e nti a bl e s a m pli n g u si n g

t h e G u m b el- m a x tri c k a n d m o d e d e cl ar ati o n s. A p art fr o m m e m or y e ffi ci e n c y, N E U M A N N al s o

d e m o n str at e s t h at it s s a m pli n g l o o p g e n e r at e s a n d r e fi n e s cl a u s e s f a st er t h a n b e a m s e ar c h o v er

c a n di d at e cl a u s e s wit h o ut s a cri fi ci n g a c c ur a c y. H o w e v er, it i s still b o u n d e d b y t h e u s a g e of m o d e

d e cl ar ati o n s.

T h e a p pr o a c h e s di s c u s s e d a b o v e d e m o n str at e alt er n ati v e str at e gi e s u si n g m o d e d e cl ar ati o n s f or

c o n str ai ni n g t h e h y p ot h e si s s p a c e. H o w e v er, t h e s e m et h o d s r e m ai n d e p e n d e nt o n c ar ef ull y d e si g n e d

m o d e d e cl ar ati o n s, li miti n g t h eir g e n er ali s a bilit y a cr o s s di ff er e nt t a s k s t h e s a m e w a y r ul e t e m pl at e s

d o.

Fr e e-f o r m M e t h o d s

M a n y a p pr o a c h e s d o n ot r el y o n r ul e t e m pl at e s t o r e stri ct t h e h y p ot h e si s s p a c e. I n st e a d, t h e y u s e

n e ur al o p er ati o n s t o a p pr o xi m at e l o gi c al o n e s a n d tr ai n g e n e ri c n e ur al n et w or k s wit h o ut pri or bi a s

o n t h e f or m of r ul e s. T h e w ei g ht s of t h e n et w or k s c a n b e u s e d a s i n di c ati o n s of at o m s’ pr e s e n c e i n

t h e r ul e s, if t h e m et h o d pr o vi d e s a n y i nt er pr et a bilit y.

N e ur al L o gi c M a c hi n e ( N L M) [ 4 3 ] l e ar n s l o gi c r ul e s i n a m ulti-l a y er m ulti- gr o u p n e ur al ar c hit e c-

t ur e. Gr o u n d e d f u n cti o n-fr e e pr e di c at e s ar e r e pr e s e nt e d a s pr o b a bili sti c m atri c e s wit h v al u e s i n t h e

r a n g e [ 0 , 1], a n d t h e m o d el u s e s n e ur al u nit s t o a p pr o xi m at e b o ol e a n l o gi c a n d l o gi c q u a nti fi er s. T h e

m ulti-l a y er m ulti- gr o u p ar c hit e ct ur e r e ali s e s t h e f or w ar d c h ai ni n g b y i nt er- gr o u p a n d i ntr a- gr o u p

c o m p ut ati o n s. I nt er- gr o u p c o m p ut ati o n t a k e s t h e pr e vi o u s l a y er’ s o ut p ut a n d it s n ei g h b o uri n g

gr o u p s’ o ut p ut s, a n d t h e n ali g n s t h eir di m e n si o n s wit h e x p a n si o n a n d r e d u cti o n o p er at or s. I ntr a-

gr o u p c o m p ut ati o n r e ali s e s b o ol e a n l o gi c wit h M L P s a n d si g m oi d a cti v ati o n s, t a ki n g t h e ali g n e d

o ut p ut s fr o m i nt er- gr o u p c o m p ut ati o n a s i n p ut. T h e n u m b er of f or w ar d c h ai ni n g st e p s i s li mit e d b y

t h e n u m b er of l a y er s t h e N L M h a s. I n c o m p ari s o n t o δ -I L P, N L M di s pl a y s t h e s a m e p erf or m a n c e b ut

wit h b ett er s c al a bilit y: t h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of N L M s c al e s p ol y n o mi all y wit h r e s p e ct t o

t h e n u m b er of pr e di c at e s, w h er e a s δ -I L P s c al e s e x p o n e nti all y. F urt h er m or e, N L M d o e s n ot r e q uir e

r ul e t e m pl at e s t o r e stri ct t h e f or m of r ul e s l e ar n e d. H o w e v er, N L M i s n ot f ull y i nt er pr et a bl e b e c a u s e

of t h e u s e of M L P s.

d N L-I L P [ 1 2 3 ] i s a n ot h er a p pr o a c h t h at c o n v ert s t h e i n d u cti v e pr o bl e m t o a S A T pr o bl e m b y
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fi n di n g t h e b e st m e m b er s hi p f u n cti o n, si mil arl y t o δ -I L P. I n c o ntr a st t o δ -I L P, d N L-I L P a s si g n s a

tr ai n a bl e b o ol e a n fl a g m i o n e a c h i n di vi d u al at o m, i n di c ati n g w h et h er t h e at o m i s i n t h e r ul e or

n ot. It al s o i ntr o d u c e s c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e n e ur o n s t h at i m pl e m e nt n e ur al c o nj u n cti o n a n d

di sj u n cti o n f u n cti o n s t o e n a bl e di ff er e nti a bl e tr ai ni n g. T h e m o d el c o n si st s of a c o nj u n cti v e l a y er

f oll o w e d b y a di sj u n cti v e l a y er, r e pr e s e nti n g a n e ur al di sj u n cti v e n or m al f or m. At e a c h i nf er e n c e

st e p, a n e ur al c o nj u n cti v e / di sj u n cti v e f u n cti o n i s a p pli e d t o all p o s si bl e gr o u n d e d b o d y at o m s of

a pr e di c at e, a n d t hi s v al u e i s a m al g a m at e d wit h t h e i n p ut v al u e of t hi s pr e di c at e t o b e t h e n e w

i n p ut at t h e n e xt ti m e st a m p. S u c h a pr o c e s s i s r e p e at e d a s t h e f or w ar d c h ai ni n g pr o c e s s, a n d t h e

o ut p ut i s i nt er pr et e d a s a pr o b a bilit y. d N L-I L P s u ff er s fr o m s c ali n g i s s u e s a s t h e c o m pl e xit y gr o w s

e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er of at o m s i n t h e b o d y. T h e m ulti pli c ati o n of v al u e s i n [ 0 , 1] i n it s

f u z z y l o gi c o p er ati o n s m a y al s o l e a d t o t h e v a ni s hi n g gr a di e nt pr o bl e m.

Di ff er e nti a bl e L o gi c M a c hi n e ( D L M) [ 1 7 0 ] b uil d s u p o n N L M’ s ar c hit e ct ur e a n d i m pr o v e s o n it s

i nt er pr et a bilit y i s s u e. L o gi c m o d ul e s t h at i m pl e m e nt f u z z y l o gi c r e pl a c e t h e M L P, a n d h alf of t h e

o ut p ut s ar e d e fi n e d wit h f u z z y c o nj u n cti o n w hil e t h e ot h er h alf u s e f u z z y di sj u n cti o n. Wei g ht s ar e

u s e d t o c h o o s e pr e di c at e s t o s ati sf y t h e c o n str ai nt s, a n d c o nj u n cti o n a n d di sj u n cti o n d o n ot s h ar e t h e

s a m e w ei g ht s. T h e f u z z y l o gi c o p er ati o n s c a n b e r e pl a c e d b y b o ol e a n c o u nt er p art s t o e xtr a ct l o gi c

pr o gr a m s aft er tr ai ni n g. I n a d diti o n, tr ut h a n d f al sit y c o n st a nt s ar e a d d e d t o all o w a l a y er t o b e

pr e s er v e d f or t h e l at er l a y er. D L M s h o w s g o o d p e rf or m a n c e a n d b ett er s c al a bilit y wit h o ut s a cri fi ci n g

i nt er pr et a bilit y, a n d al s o d o e s n ot r e q uir e r ul e t e m pl at e s. H o w e v er, t h e o v er all ar c hit e ct ur e d e si g n

i s c o m pli c at e d, wit h t h e m a n u al pl a c e m e nt of n e g ati o n a p pli e d t o h alf of t h e c o nj u n cti o n’ s a n d

di sj u n cti o n’ s o ut p ut s.

T h e w or k i n [ 1 4 2 ] i ntr o d u c e s a di ff er e nti a bl e I L P fr a m e w or k t h at o v er c o m e s t h e str u ct ur al a n d

e x pr e s si vit y li mit s of δ -I L P b y e n a bli n g l e ar ni n g fr o m n oi s y, str u ct ur e d d at a wit h f u n cti o n s y m-

b ol s a n d m ulti- cl a u s e pr o gr a m s. T h e a p pr o a c h c o n str u ct s it s s e ar c h s p a c e wit h a n e x a m pl e- g ui d e d

b e a m s e ar c h st arti n g fr o m a h a n d- cr aft e d g e n eri c cl a u s e. It s b a c k w ar d- c h ai ni n g f a ct- e n u m er ati o n

al g orit h m r e stri ct s gr o u n d at o m s t o t h o s e n e c e s s ar y f or i nf er e n c e, t h u s c o ntr olli n g t h e si z e of t h e

cl a u s e s. T h e m et h o d s oftl y c o m p o s e s c a n di d at e pr o gr a m s u si n g m ulti pl e cl a u s e-l e v el w ei g ht s a n d a

s m o ot h O R o p er at or, a v oi di n g t h e q u a dr ati c p ar a m et er e x pl o si o n of p air wi s e cl a u s e w ei g hti n g. E x-

p eri m e nt s s h o w t h at t h e a p pr o a c h r e d u c e s m e m or y u s a g e a n d r u nti m e a n d r e s ult s i n f e w er cl a u s e s,

b ut al s o s h o w t h e r eli a n c e o n e ff e cti v e s e ar c h- s p a c e pr u ni n g a n d di ffi c ult y s c ali n g t o hi g hl y e x pr e s si v e

d o m ai n s.

S e v er al w or k s b uil d u p o n t h e L e ar ni n g fr o m I nt er pr et ati o n Tr a n siti o n ( L FI T) fr a m e w or k [ 7 4 ],

w hi c h l e ar n s l o gi c pr o gr a m s fr o m st at e-tr a n siti o n d at a, t o pr o p o s e di ff er e nt di ff er e nti a bl e I L P fr a m e-

w or k s. D- L FI T [ 5 7 ] l e ar n s i nt er pr et a bl e pr o p o siti o n al tr a n siti o n r ul e s fr o m n oi s y or i n c o m pl et e st at e-

tr a n siti o n d at a i n a di ff er e nti a bl e m a n n er. It tr a n sf er s s y m b oli c l o gi c pr o gr a m s i nt o di ff er e nti a bl e

v e ct or s p a c e s wit h a n i m m e di at e v e ct or c o n s e q u e n c e o p er at or. It t h e n u s e s a t w o- st a g e ar c hit e ct ur e:

a m et a-i nf o l e ar n er t h at l e ar n s a s p ar s e n or m al m atri x e n c o di n g t h e r ul e s of t h e l o gi c pr o gr a m t o

r e d u c e t h e s e ar c h s p a c e, a n d a n i nt er pr et ati o n l e ar n er t h at, gi v e n t h e m et a-i nf or m ati o n, o pti mi s e s

s a m e h e a d v ari a bl e ( S H V) m atri c e s u n d er pr o d u ct t- n or m s e m a nti c s t o r e c o v er t h e c o n n e cti o n s

b et w e e n v ari a bl e s a n d l o gi c o p er at or s. O n c e tr ai n e d, D- L FI T e xtr a ct s l o gi c pr o gr a m s si m pl y b y

t hr e s h ol di n g a n d d e c o di n g S H V m atri c e s, yi el di n g li n e ar-ti m e r ul e e xtr a cti o n. D F O R L [ 5 6 ] e xt e n d s

D- L FI T [ 5 7 ] t o l e ar n fir st- or d er cl a u s e s. T h e m o d el still f o c u s e s o n l e ar ni n g s a m e- h e a d pr o gr a m s

a n d r e u s e s t h e di ff er e nti a bl e i m m e di at e- c o n s e q u e n c e c o m p ut ati o n of D- L FI T, wit h t h e a d diti o n of
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a u xili ar y- pr e di c at e i n v e nti o n a n d si mil arit y l o s s e s t h at e n c o ur a g e r ul e di v er sit y a n d c urri c ul u m l e ar n-

i n g b y tr e ati n g pri or k n o wl e d g e a s c o n str ai nt s. It al s o i ntr o d u c e s a s a m pli n g pr e- pr o c e s si n g str at e g y

t o s el e ct e s s e nti al f a ct s f or b ett er s c al a bilit y w h e n l e ar ni n g fr o m k n o wl e d g e gr a p h s. B ot h w or k s s uf-

f er fr o m s c al a bilit y i s s u e s a s t h e n u m b er of b o d y v ari a bl e s i n cr e a s e s, c a u si n g c o m bi n at ori al gr o wt h

i n m atri x di m e n si o n s. B e si d e s l e ar ni n g tr a n siti o n r ul e s, δ L FI T 2 [ 1 2 5 ] al s o f o c u s e s o n r e ali si n g t h e

s y m b oli c pr o p ert y of v ari a bl e p er m ut ati o n i n v ari a n c e i n a di ff er e nti a bl e m a n n er. T h e m o d el t a k e s

t h e h e a d of t h e r ul e, t h e b o d y l e n gt h of t h e r ul e a n d t h e st at e tr a n siti o n a s i n p ut, a n d o ut p ut s

t h e pr o b a biliti e s of a s et of r ul e s wit h t h at h e a d a n d b o d y l e n gt h. A n o v el r ot ati n g p er m ut ati o n

f u n cti o n r e or d er s t h e v ari a bl e s t o g e n er at e v ari a bl e a s si g n m e nt s a n d t h eir e m b e d di n g s ar e t h e n f e d

i nt o a s et tr a n sf or m er f oll o w e d b y li n e ar l a y er s t o pr o d u c e t h e pr o b a biliti e s of t h e r ul e s, a n d t h er e

i s a d e di c at e d o ut p ut l a y er f or e a c h b o d y l e n gt h. T h e a p pr o a c h s c al e s t o l ar g er s y st e m s b y tr ai ni n g

o n fi x e d- si z e s u b s et s of v ari a bl e s a n d sli di n g t hi s wi n d o w o v er t h e H er br a n d b a s e, t h o u g h t hi s still

r e q uir e s s e p ar at e m o d el s p er m a xi m u m r ul e b o d y l e n gt h a n d s u ff er s fr o m c o m bi n at ori al gr o wt h i n

r ul e o ut p ut s.

N e ur al L o gi c N et w or k ( N L N) [ 1 2 4 ] a d dr e s s e s t h e c h all e n g e of l e ar ni n g a c c ur at e y et i nt e r pr et a bl e

r ul e- b a s e d m o d el s t h at c a n r e c o v er t h e u n d erl yi n g l o gi c pr o gr a m s g o v er ni n g t a b ul ar d at a. T h e n e u-

r o n s a ct a s pr o b a bili sti c A N D a n d O R o p er at or s, a n d t h e bi a s e s ar e u s e d t o h a n dl e u n o b s er v e d d at a.

E a c h r ul e i s c o n str u ct e d a s if-t h e n m o d ul e s wit h s h ar e d bi n ar y, c at e g ori c al, a n d c o nti n u o u s i n p ut

e n c o di n g s, e n a bli n g p ar a m et er- e ffi ci e nt l e ar ni n g w hil e pr e s er vi n g l o gi c al str u ct ur e. N L N i s tr ai n e d

vi a gr a di e nt d e s c e nt wit h tri c k s s u c h a s r e g ul ari s ati o n, r ul e r e s et s, w ei g ht di s cr eti s ati o n, pr u ni n g,

a n d bi a s r e- a dj u st m e nt t o yi el d s p ar s e a n d h u m a n-r e a d a bl e r ul e s. D u e t o t h e f or m ul ati o n of t h e

n e ur o n s, N L N c a n s u ff er fr o m v a ni s hi n g gr a di e nt s, a n d t h e w ei g ht di s c r eti s ati o n b e c o m e s c o m p u-

t ati o n all y e x p e n si v e w h e n t h e n u m b er of r ul e s i n cr e a s e s. T h e m a n y tr ai ni n g tri c k s al s o i ntr o d u c e

m a n y l e v el s of r a n d o m n e s s, m a ki n g it di ffi c ult t o f ull y c h ar a ct e ri s e t h e p erf or m a n c e of t h e m o d el.

Pi x 2r ul e [ 2 8 ] a d dr e s s e s t h e pr o bl e m of fr e e-f or m r ul e l e ar ni n g t hr o u g h a si m pl e f or m ali s ati o n of a

s e mi- s y m b oli c l a y er a n d f or m ul at e s a n e ur al D N F m o d el. T h e b a c k gr o u n d of t h e n e ur al D N F m o d el

i s d e s cri b e d i n S e cti o n 2. 3 . I n p arti c ul ar, all e x p eri m e nt s i n pi x 2r ul e [2 8 ] ar e bi n ar y cl a s si fi c ati o n s

t h at c a n b e r e n d er e d i n dir e ctl y a s I L P t a s k s wit h n o b a c k gr o u n d k n o wl e d g e: t h e m o d el tri e s t o l e ar n

a s et of r ul e s t h at pr e di ct w h et h er t h e t ar g et i s tr u e or n ot.

T a bl e 3. 1 s u m m ari s e s t h e t w o c at e g ori e s of di ff er e nti a bl e I L P a p pr o a c h e s m e nti o n e d i n t hi s s e cti o n

a n d t h eir k e y li mit ati o n s.

T hi s t h e si s l e v er a g e s t h e s e mi- s y m b oli c l a y er pr o p o s e d i n pi x 2r ul e [ 2 8 ] b ut g o e s b e y o n d s y n-

t h eti c bi n ar y cl a s si fi c ati o n t a s k s, pr o p o si n g a f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s s uit a bl e f or m ulti-

cl a s s / m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g t a s k s. C o m p ar e d t o m et h o d s t h at r el y o n

r ul e t e m pl at e s ( e. g. δ -I L P [5 0 ], H RI [6 4 ], L N N-I L P [1 4 0 ], N T P v ari a nt s [1 3 2 , 1 0 6 , 1 0 5 ]) or m o d e

bi a s e s ( e. g. α I L P [1 4 3 ], N E U M A N N [1 4 4 ]), t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s d e v el o p e d i n t hi s t h e si s

a n d t h e n e ur al D N F m o d el fr o m pi x 2r ul e [ 2 8 ] ar e n ot r e stri ct e d t o l e ar ni n g r ul e s i n c ert ai n f or m s,

a n d c a n a p pr o xi m at e a l ar g er h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e. T h e f a ct or s a ff e cti n g t h e f or m of l e ar n e d

r ul e s ar e t h e i n p ut a n d t h e n u m b er of o ut p ut s fr o m t h e c o nj u n cti v e l a y er: t h e i n p ut dir e ctl y a ff e ct s

t h e t y p e s of at o m s or gr o u n d e d pr e di c at e s a n d t h e m a xi m u m n u m b er of t h e m t h at c a n b e i n cl u d e d

i n a c o nj u n ct, w hil e t h e n u m b er of c o nj u n cti v e l a y er o ut p ut s a ff e ct s t h e n u m b er of di sj u n ct s i n a

D N F f or m ul a. W hil e h a vi n g a l ar g er h y p ot h e si s s p a c e, it i s still a bl e t o l e ar n i n a s h ort ti m e t hr o u g h

gr a di e nt d e s c e nt, s h o wi n g b ett er s c al a bilit y t h a n s y m b oli c l e ar n er s li k e F a st L A S [ 9 1 ]. T h e l o gi c al



3 4 C H A P T E R 3. R E L A T E D W O R K

M e t h o d Bi a s K e y Li mi t a ti o n

δ -I L P [5 0 ] R ul e t e m pl a t e s  T a s k- s p e ci fi c t e m pl a t e s a n d r e s t ri c t e d t o ≤ 2 b o d y a t o m s of a ri t y ≤ 2
L RI [ 2 3 ] R ul e t e m pl a t e s  E x p o n e nti al g r o w t h of i nf e r r e d f a c t s d u ri n g f o r w a r d c h ai ni n g
H RI [ 6 4 ] P r o t o- r ul e s  E x p r e s si vi t y s till b o u n d e d b y p r o t o- r ul e a ri t y
L N N-I L P [ 1 4 0 ]  Tr e e t e m pl a t e s  R e q ui r e s f ull g r o u n di n g of t h e k n o wl e d g e b a s e
N T P [ 1 3 2 ]  R ul e t e m pl a t e s  C o m bi n a t o ri al e x pl o si o n of di ff e r e nti a bl e p r o of p a t h s
N T P 2. 0 [ 1 0 6 ]  R ul e t e m pl a t e s  A p p r o xi m a t e n e a r e s t- n ei g h b o u r s e a r c h m a y mi s s u s ef ul p r o of p a t h s
G N T P [ 1 0 5 ]  R ul e t e m pl a t e s  B a g- of- e m b e d di n g s e n c o d e r i g n o r e s w o r d o r d e r a n d h e u ri s ti c p r u ni n g m a y

mi s s p r o of s
α I L P [1 4 3 ]  M o d e d e cl a r a ti o n s  M e m o r y-i nt e n si v e a n d a s s u m e s a p r e- t r ai n e d p e r c e p ti o n m o d el
N E U M A N N [ 1 4 4 ]  M o d e d e cl a r a ti o n s  E x p r e s si vi t y b o u n d e d b y m o d e d e cl a r a ti o n s

N L M [ 4 3 ] N o n e M L P s p r e v e nt f ull i nt e r p r e t a bili t y of l e a r n e d r ul e s
d N L-I L P [ 1 2 3 ]  N o n e E x p o n e nti al c o m pl e xi t y i n n u m b e r of b o d y a t o m s a n d s u s c e p ti bl e t o v a n-

i s hi n g g r a di e nt s
D L M [ 1 7 0 ]  N o n e C o m pl e x a r c hi t e c t u r e wi t h m a n u al pl a c e m e nt of n e g a ti o n
D- L FI T [ 5 7 ]  N o n e C o m bi n a t o ri al g r o w t h of m a t ri x di m e n si o n s wi t h b o d y v a ri a bl e s a n d p r o p o-

si ti o n al o nl y
D F O R L [ 5 6 ]  N o n e C o m bi n a t o ri al m a t ri x g r o w t h a n d s c al a bili t y d e g r a d e s wi t h m a n y b o d y

v a ri a bl e s
δ L FI T 2 [ 1 2 5 ]  N o n e R e q ui r e s s e p a r a t e m o d el s p e r r ul e b o d y l e n g t h
N L N [ 1 2 4 ]  N o n e S u s c e p ti bl e t o v a ni s hi n g g r a di e nt s a n d w ei g ht di s c r e ti s a ti o n i s c o m p u t a-

ti o n all y e x p e n si v e
Pi x 2 r ul e [ 2 8 ]  N o n e R e s t ri c t e d t o bi n a r y cl a s si fi c a ti o n s e t ti n g s

T a bl e 3. 1: C o m p ari s o n of di ff er e nti a bl e I L P a p pr o a c h e s s ur v e y e d i n t hi s s e cti o n. Bi a s c ol u m n
r e pr e s e nt s t h e t y p e of s e ar c h- s p a c e c o n str ai nt.

bi a s i n t h e s e mi- s y m b oli c l a y er s all o w s t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el t o b e i nt er pr et e d aft er p o st-

tr ai ni n g pr o c e s s vi a l o gi c al tr a n sl ati o n. T h e f or m ul ati o n of t h e s e mi- s y m b oli c l a y er i s si m pl er t h a n

t h e n e ur al c o nj u n cti v e / di sj u n cti v e f u n cti o n s i n d N L-I L P [ 1 2 3 ] a n d N L N [1 2 4 ] a n d i s a bl e t o all e vi at e

t h e v a ni s hi n g gr a di e nt pr o bl e m. O v er all, t h e pr o p o s e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el s wit h s e mi- s y m b oli c

l a y er s s h o w a hi g h d e gr e e of i nt er pr et a bilit y a n d s c al a bilit y a s di ff er e nti a bl e r ul e l e ar ni n g m o d el s

wit h si m pli cit y i n ar c hit e ct ur e d e si g n.

3. 1. 2 R ul e L e a r ni n g wi t h H y b ri d A r c hi t e c t u r e s

A p art fr o m t h e c at e g or y of di ff e r e nti a bl e i n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g, w hi c h f o c u s e s o n d e v el o pi n g

a n e ur al m o d el t h at e n a bl e s b a c k- pr o p a g ati o n a n d s y m b oli c r ul e e xtr a cti o n, t h er e ar e ot h er n e ur o-

s y m b oli c l e ar ni n g a p pr o a c h e s wit h s e p ar at e s y m b oli c a n d n e ur al c o m p o n e nt s. T h e s e m et h o d s d o

n ot all o w f ull b a c k- pr o p a g ati o n d u e t o t h eir s y m b oli c c o m p o n e nt s, b ut c o m p ut e gr a di e nt s fr o m t h e

s y m b oli c c o m p o n e nt s’ o ut p ut s i n v ari o u s w a y s t o tr ai n t h e n e ur al c o m p o n e nt.

O n e f o u n d ati o n al w or k i s D e e p Pr o b L o g [ 1 0 1 ], w hi c h e xt e n d s Pr o b L o g, a pr o b a bili sti c l o gi c pr o-

gr a m mi n g l a n g u a g e, t o i nt erf a c e wit h d e e p l e ar ni n g. It i ntr o d u c e s N e ur al A n n ot at e d Di sj u n cti o n s,

w hi c h c o n n e ct n e ur al n et w or k o ut p ut s vi a s oft m a x pr o b a biliti e s t o l o gi c al at o m s i n a pr o b a bili sti c

pr o gr a m. B y c o m p uti n g gr a di e nt s t hr o u g h all pr o of p at h s of t h e gr o u n d tr ut h l a b el u si n g Pr o b L o g’ s

gr a di e nt s e mi-ri n g, D e e p Pr o b L o g e n a bl e s di ff er e nti a bl e tr ai ni n g, w h er e err or si g n al s pr o p a g at e fr o m

t h e s y m b oli c r e a s o ni n g c o m p o n e nt wit h h a n d cr aft e d r ul e s b a c k t o t h e n e ur al n et w or k. It s i m-

pr o v e m e nt, D e e p Pr o b L o g A * [ 1 0 2 ], u s e s A * s e ar c h t o fi n d t h e m o st li k el y pr o of p at h a c c or di n g t o

a h e uri sti c f u n cti o n, t h u s i m pr o vi n g t h e s p e e d. It al s o e m pl o y s a n e x pl or ati o n m e c h a ni s m t o a v oi d

g etti n g st u c k i n l o c al mi ni m a.

A n ot h er w or k, M et a A b d [3 3 ], l e ar n s D at al o g r ul e s wit h a n a b d u cti o n-i n d u cti o n pr o c e d ur e, r e-

l yi n g o n t h e M et a g ol l e ar ni n g s y st e m [3 0 ] a s it s s y m b oli c c o m p o n e nt. T h e m o d el i s tr ai n e d wit h
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E x p e ct ati o n M a xi mi s ati o n al g orit h m, w h er e t h e m a xi mi s ati o n st e p i s a gr a di e nt d e s c e nt al g orit h m

o n t h e n e ur al n et w or k. It s h o w s b ett er p erf or m a n c e o n M NI S T arit h m eti c t a s k s t h a n a f ull y n e ur al

ar c hit e ct ur e w hil e pr o vi di n g i nt er pr et a bl e l o gi c r ul e s, a s w ell a s b ett er s c al a bilit y t h a n D e e p Pr o b L o g.

H o w e v er, t h e c h oi c e of D at al o g li mit s e x pr e s si v e n e s s t o d e fi nit e l o gi c ( n o f u n cti o n s, c o n str ai nt s, et c.).

A n s w er S et Pr o gr a m mi n g [ 9 5 ] i s a n ot h er p o p ul ar l o gi c pr o gr a m mi n g l a n g u a g e wit h str o n g e x-

pr e s si v e n e s s. N e ur A S P [ 1 6 5 ] i nt er pr et s n et w or k o ut p ut s a s pr o b a biliti e s o v er s y m b oli c at o m s, a n d

f or m ali s e s a s e m a nti c s t h at a s si g n s s u c h pr o b a biliti e s t o A S P st a bl e m o d el s. It d eri v e s gr a di e nt s u s-

i n g s e m a nti c l o s s [1 6 4 ] f or e n d-t o- e n d tr ai ni n g t hr o u g h s y m b oli c c o n str ai nt s. T h e ori gi n al N e ur A S P

w or k f o c u s e s o n n e ur o- s y m b oli c r e a s o ni n g; t h at i s, t h e r ul e s f or r e a s o ni n g ar e n ot l e ar n e d b ut e n-

c o d e d i n a d v a n c e, a n d o nl y t h e p er c e pti o n n et w or k i s tr ai n e d. N e v ert h el e s s, it l a y s t h e f o u n d ati o n

f or ot h er w or k s o n r ul e l e ar ni n g ( s e e N SI L [3 2 ] b el o w). H o w e v er, it h a s a p ot e nti al s c al a bilit y i s s u e

fr o m st a bl e- m o d el e n u m er ati o n f or l ar g e or hi g hl y c o m bi n at ori al pr o gr a m s.

F F N S L [ 3 1 ] a n d N SI L [3 2 ] u s e I L A S P [9 2 ] or F a st L A S [9 1 ] a s t h eir n oi s e-t ol er a nt s y m b oli c

l e ar n er. T h e F F N S L m et h o d c o n v ert s n e ur al pr e di cti o n s i nt o s y m b oli c f e at ur e s u si n g a D at a-t o-

K n o wl e d g e g e n er at or, att a c hi n g c o n fi d e n c e- w ei g ht e d f a ct s t o e a c h e x a m pl e f or t h e L A S l e ar n er. It

r eli e s o n a fi x e d a n d pr e-tr ai n e d n et w or k w h o s e pr e di cti o n f ail ur e s c a n still d o mi n at e a n d i n cr e a s e t h e

s y m b oli c s ol v e ti m e u n d er hi g h n oi s e. N SI L i m pr o v e s o n t h e n e ur al l e ar ni n g t a s k b y j oi ntl y l e ar ni n g

a n e ur al p er c e pti o n m o d el a n d A S P pr o gr a m s fr o m r a w d at a. T h e s y st e m f or m ul at e s p er c e pti o n a s

l at e nt c o n c e pt cl a s si fi c ati o n a n d u s e s N e ur A S P- st yl e s e m a nti c l o s s [1 6 5 ] f or tr ai ni n g n e ur al o ut p ut s

c o n si st e nt wit h t h e s y m b oli c c o n str ai nt s fr o m t h e s y m b oli c l e ar n er. T h e w ei g ht s of t h e e x a m pl e s f or

t h e L A S l e ar n er ar e it er ati v el y u p d at e d t hr o u g h c orr e cti v e e x a m pl e s t h at b al a n c e e x pl or ati o n a n d

e x pl oit ati o n d uri n g s y m b oli c s e ar c h. T h e s c al a bilit y i s s u e i s i n h erit e d fr o m N e ur A S P a n d mi g ht b e

f urt h er e x a c er b at e d b y t h e b o ot str a p st a g e w h e n g e n er ati n g t h e i niti al h y p ot h e si s.

N e ur al F a st L A S [ 2 6 ] pr e s e nt s a n ot h er n e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g fr a m e w or k t h at e xt e n d s F a st L A S

[9 1 ] t o e n a bl e si m ult a n e o u s l e ar ni n g of s y m b oli c k n o wl e d g e a n d n e ur al n et w or k s. T h e n et w or k tr ai n-

i n g u s e s s e m a nti c l o s s [1 6 4 ] t o tr ai n t h e t w o h e a d s: t h e p er c e pti o n h e a d t h at l e ar n s l at e nt c o n c e pt s,

a n d t h e r ul e pr o b a bilit y h e a d t h at l e ar n s t h e p o st eri or di stri b uti o n o n t h e r ul e s. N e v ert h el e s s,

it i n h erit s s e v er al c o n str ai nt s fr o m t h e u n d erl yi n g F a st L A S s y st e m, i n cl u di n g li mit e d s u p p ort f or

n o n- o b s er v ati o n al pr e di c at e l e ar ni n g.

E m b e d 2 R ul e [ 1 3 ] l e ar n s fir st- or d er l o gi c pr o gr a m s dir e ctl y fr o m r a w p er c e pt u al d at a b y d e c o u-

pli n g n e ur al p er c e pti o n l e ar ni n g fr o m s y m b oli c r ul e i n d u cti o n. T h e n e ur al pi p eli n e fir st tr ai n s a n

e n d-t o- e n d n e ur al p er c e pti o n- a n d- r e a s o ni n g m o d el t o pr o d u c e cl u st er e d l at e nt e m b e d di n g s, a n d t h e n

a s si g n s o pti m al s y m b oli c l a b el s t o t h e s e cl u st er s wit h t h e H u n g ari a n Al g orit h m, u si n g w e a k l a b el s

fr o m a z er o- s h ot vi si o n-l a n g u a g e m o d el ( V L M). T h e s y m b oli c c o m p o n e nt I L A S P [9 2 ] i n d u c e s a n s w er

s et pr o gr a m s fr o m t h e n oi s y s y m b oli c l a b el s. T h e u s e of V L M f or w e a k cl u st er l a b elli n g i s n o v el b ut

it c a n al s o b e pr o bl e m ati c w h e n t h e V L M str u g gl e s wit h s p e ci fi c vi s u al d o m ai n s.

B ei n g a n A S P- b a s e d a p pr o a c h, t h e w or k i n [ 4 9 ] s h o w s a n ot h er i nt er e sti n g w a y of tr ai ni n g t w o s e p-

ar at e c o m p o n e nt s i n a pi p eli n e r at h er t h a n c o n str u cti n g l o s s f u n cti o n s f or gr a di e nt b a c k- pr o p a g ati o n

o n t h e n e ur al n et w or k. It u s e s a Bi n ar y N e ur al N et w or k ( B N N) t o tr a n sl at e r a w s e n s or y d at a t o

a s e q u e n c e of di sj u n cti o n s a n d a n a p p er c e pti o n e n gi n e [ 5 1 ] t o l e ar n s y m b oli c t h e or y t o e x pl ai n t h e

s e q u e n c e wit h str o n g i n d u cti v e bi a s. T h e t h e or y s e ar c hi n g al g orit h m of t h e a p p er c e pti o n e n gi n e i s

e n c o d e d a s A S P it s elf a n d s ol v e d wit h a n A S P s ol v er, a n d t h e tr ai ni n g of B N N i s e n c o d e d a s a l o gi c

pr o gr a m a s w ell. S o t h e e ntir e tr ai ni n g pr o c e s s i s e n c o d e d i nt o a si n gl e A S P t a s k.
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M e t h o d S y m b oli c C o m p o n e nt  K e y Li mi t a ti o n

D e e p P r o b L o g [ 1 0 1 ]  P r o b L o g S c al a bili t y li mi t e d b y p r o of- p a t h e n u m e r a ti o n
D e e p P r o b L o g A ∗ [1 0 2 ]  P r o b L o g H e u ri s ti c s e a r c h m a y mi s s o p ti m al p r o of s
M et a A b d [3 3 ] M e t a g ol E x p r e s si vi t y li mi t e d t o d e fi ni t e D a t al o g ( n o f u n c ti o n s o r c o n s t r ai nt s )
N e u r A S P [ 1 6 5 ]  A S P s ol v e r S c al a bili t y li mi t e d b y s t a bl e- m o d el e n u m e r a ti o n
F F N S L [ 3 1 ] I L A S P / F a s t L A S  Fi x e d p e r c e p ti o n n e t w o r k a n d p r e di c ti o n e r r o r s e x a c e r b a t e s y m b oli c

s ol v e ti m e
N SI L [ 3 2 ] F a s t L A S I n h e ri t s N e u r A S P s c al a bili t y i s s u e s a n d b o o t s t r a p s t a g e m a y i n fl a t e

h y p o t h e si s s p a c e
N e u r al F a s t L A S [ 2 6 ]  F a s t L A S Li mi t e d s u p p o r t f o r n o n- o b s e r v a ti o n al p r e di c a t e l e a r ni n g
E m b e d 2 R ul e [ 1 3 ] I L A S P We a k cl u s t e r l a b elli n g d e g r a d e s i n s p e ci ali s t vi s u al d o m ai n s
B N N- A E [ 4 9 ] A S P s ol v e r S e p a r a t e pi p eli n e wi t h n o g r a di e nt fl o w

T a bl e 3. 2: C o m p ari s o n of h y bri d n e ur o- s y m b oli c r ul e l e ar ni n g a p pr o a c h e s s ur v e y e d i n t hi s s e cti o n.

3. 1. 3 N e u r al- S y m b oli c P r e di c a t e I n v e n ti o n

O n e c h all e n g e of n e ur o- s y m b oli c s y st e m s i s t h e n e e d f or s y m b oli c pr e di c at e s. T h e y c a n eit h er b e

alr e a d y a v ail a bl e i n t h e t a s k or h a n d- cr aft e d b y e x p ert s w h e n t h e i n p ut d at a i s n ot str u ct ur e d,

f or e x a m pl e, i m a g e s or t e xt. H o w e v er, h a n d- cr aft e d pr e di c at e s c a n b e c o stl y a n d ti m e- c o n s u mi n g

t o cr e at e, a n d m a y n ot g e n er ali s e w ell t o ot h er t a s k s. T h er ef or e, it i s d e sir a bl e t o a ut o m ati c all y

i n v e nt pr e di c at e s fr o m r a w d at a. A p pr o a c h e s wit h h y bri d ar c hit e ct ur e s i n S e cti o n 3. 1. 2 a d dr e s s t hi s

wit h e x pli cit n e ur al c o m p o n e nt s t h at m a y or m a y n ot b e tr ai n e d, w hil e t hi s s e cti o n r e vi e w s s o m e

a d diti o n al w or k s t h at t a c kl e t hi s c h all e n g e.

D e e p S y m b oli c L e ar ni n g ( D S L) [ 3 4 ] j oi ntl y l e ar n s p er c e pti o n f u n cti o n s a n d s y m b oli c f u n cti o n s

fr o m r a w i m a g e s. It m o d el s e a c h p er c e pti o n m o d ul e a s a n e ur al n et w or k pr o d u ci n g s y m b ol c o n fi d e n c e

di stri b uti o n s a n d i nj e ct s di s cr et e s y m b oli c c h oi c e s t hr o u g h a di ff er e nti a bl e p oli c y m e c h a ni s m t h at

s el e ct s s y m b ol s w hil e still e n a bli n g gr a di e nt- b a s e d l e ar ni n g. T h e s y m b oli c f u n cti o n, st or e d a s a

l e ar n a bl e m atri x of w ei g ht s, m a p s all p o s si bl e c o m bi n ati o n s of s y m b ol s t o t h e t ar g et c o n c e pt. D S L

c o m p ut e s t h e tr ut h v al u e of pr e di cti o n s u si n g G ö d el t- n o r m s e m a nti c s a n d o pti mi s e s t h e mi ni m u m

c o n fi d e n c e a cr o s s t h e s el e ct e d p er c e pti o n a n d s y m b oli c c h oi c e s, e n s uri n g t h at o nl y t h e l e a st c o n fi d e nt

i nt er n al d e ci si o n i s u p d at e d.

N e S y- π [1 4 1 ] a ut o m ati c all y i n v e nt s r el ati o n al c o n c e pt s fr o m vi s u al s c e n e s. It it er ati v el y g e n er-

at e s cl a u s e c a n di d at e s fr o m b a si c n e ur al pr e di c at e s, e v al u at e s t h e m u si n g di ff er e nti a bl e r e a s o ni n g,

a n d s c or e s e a c h cl a u s e s et vi a n e c e s sit y a n d s u ffi ci e n c y m etri c s c o m p ut e d i n a 2 D s c ori n g s p a c e

d eri v e d fr o m p o siti v e- n e g ati v e s c e n e p air s. N e w pr e di c at e s ar e c o m p o s e d b y t a ki n g di sj u n cti o n s of

hi g h- s c ori n g cl a u s e b o di e s, a n d t h e s e i n v e nt e d pr e di c at e s ar e f e d b a c k i nt o a N e S y-I L P s ol v er t h at

o pti mi s e s w ei g ht e d cl a u s e s vi a gr a di e nt d e s c e nt. E x p eri m e nt s s h o w t h at N e S y- π o ut p erf or m s α I L P

wit h o ut b a c k gr o u n d u si n g li mit e d pri miti v e pr e di c at e s.

Pr e di c at e i n v e nti o n i s e q u all y i m p ort a nt i n n e ur o- s y m b oli c R L a p pr o a c h e s, w h er e t h e a g e nt’ s

o b s er v ati o n s ar e oft e n u n str u ct ur e d i n p ut s r at h er t h a n s y m b oli c r e pr e s e nt ati o n s. S e cti o n 3. 2. 1 di s-

c u s s e s s o m e R L m et h o d s t h at f a c e t hi s c h all e n g e, s u c h a s N e S y R L [ 8 4 ], w hi c h e m pl o y s a pr e-tr ai n e d

s e m a nti c p ar s er t o e xtr a ct fir st- or d er pr e di c at e s fr o m t e xt o b s er v ati o n s. T h e n e ur al D N F- M T m o d el

pr o p o s e d i n t hi s t h e si s e n a bl e s e n d-t o- e n d pr e di c at e i n v e nti o n b y all o wi n g pr e c e di n g n e ur al l a y er s

t o l e ar n hi g h er-l e v el r e pr e s e nt ati o n s fr o m u n str u ct ur e d o b s er v ati o n s d uri n g tr ai ni n g.
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3. 1. 4 N e t w o r k L e a r ni n g wi t h L o gi c al C o n s t r ai n t s

Di ff er e nt fr o m l e ar ni n g r ul e s a s di ff er e nti a bl e I L P m et h o d s, s o m e a p pr o a c h e s f o c u s o n e nf or ci n g

c o n str ai nt s o n t h e n e ur al n et w or k’ s o ut p ut s. W hil e n ot dir e ctl y r el at e d, t h e w or k i n C h a pt er 5

s h o w s d e si g n si mil ariti e s s u c h a s e n c o di n g l o gi c al c o n str ai nt s a s l a y er s.

D L 2 [ 5 3 ] i ntr o d u c e s a u ni fi e d w a y t o i nj e ct a n d q u er y l o gi c al k n o wl e d g e i nt o n e ur al n et w or k s b y

tr a n sl ati n g fir st- or d er st yl e c o n str ai nt s i nt o n o n- n e g ati v e, al m o st- e v er y w h er e di ff er e nti a bl e l o s s e s.

T h e s e l o s s e s ar e e x a ctl y z er o w h e n t h e c o n str ai nt s ar e s ati s fi e d, e n a bli n g b ot h c o n str ai nt- g ui d e d

tr ai ni n g a n d d e cl ar ati v e q u eri e s o v er i n p ut s, o ut p ut s, a n d n e ur o n s. T h e m et h o d h a s a d diti o n al

tr ai ni n g o v er h e a d a n d i s s u s c e pti bl e t o l o c al mi ni m a.

S e m a nti c l o s s [ 1 6 4 ] i s u s e d f or t h e gr a di e nt b a c k- pr o p a g ati o n fr o m s y m b oli c c o n str ai nt s t o t h e

n e ur al n et w or k. It p e n ali s e s n e ur al o ut p ut s t h at d o n ot m at c h t h e s e m a nti c s of t h e s y m b oli c c o n-

str ai nt s e n c o d e d a s cir c uit s. H o w e v er, t h e l o s s d o e s n ot g u ar a nt e e c o n si st e n c y a n d oft e n a ct s a s a

r e g ul ari s er r at h er t h a n a c o n str ai nt. A n e xt e n si o n t o t h e s e m a nti c l o s s i n [ 4 ] a d d s a n e ntr o p y t er m

t o i m pr o v e it s c o n si st e n c y b ut still c a n n ot g u ar a nt e e it.

S P L [ 3 ] i ntr o d u c e s S e m a nti c Pr o b a bili sti c L a y er s ( S P L s), a dr o p-i n pr e di cti v e l a y er t h at m a k e s

n e ur al n et w or k s’ str u ct ur e d o ut p ut s b ot h pr o b a bili sti c a n d g u ar a nt e e d t o s ati sf y ri c h l o gi c al c o n-

str ai nt s. S P L c o m bi n e s a n e x pr e s si v e c o n diti o n al pr o b a bili sti c cir c uit wit h a c o m pil e d c o n str ai nt

cir c uit t o e nf or c e h ar d c o n si st e n c y. H o w e v er, c o m p uti n g t h e pr o d u ct of t w o cir c uit s a n d r e n or m al-

i si n g c o ul d b e w a st ef ul, a n d it s si m pli fi c ati o n, si n gl e- cir c uit S P L s, m a y b e o v er- p ar a m et eri s e d a n d

m a y sl o w tr ai ni n g d o w n.

C- H M C N N( h ) [6 2 ] a d dr e s s e s hi er ar c hi c al m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n b y e nf or ci n g t h e l o gi c al c o n-

str ai nt of i m pli c ati o n b et w e e n cl a s s e s fr o m t h e t a s k t o i m pr o v e pr e di cti v e p erf or m a n c e. T h e m et h o d

wr a p s a b a s e n et w or k h wit h a m a x- c o n str ai nt m o d ul e, w hi c h t a k e s t h e n et w or k’ s o ut p ut a n d f or

e a c h cl a s s c o m p ut e s t h e m a xi m u m s c or e o v er it s s u b cl a s s e s, g u ar a nt e ei n g n o hi er ar c h y vi ol ati o n s

b y c o n str u cti o n. A m a x- c o n str ai nt l o s s m o di fi e d fr o m st a n d ar d B C E e n c o ur a g e s d el e g ati n g s u p er-

cl a s s d e ci si o n s t o i nf or m ati v e s u b cl a s s e s a n d a v oi d s b a d o pti m a, w hi c h ar e c o m m o n wit h st a n d ar d

B C E. It s e xt e n si o n C C N + [6 3 ] i m pr o v e s o n t h e c o n str ai nt t h at c a n b e e n c o d e d a n d c o n v ert s ar bi-

tr ar y pr o p o siti o n al-l o gi c r e q uir e m e nt s i nt o r ul e s vi a r e s ol uti o n. A d e p e n d e n c y gr a p h i s b uilt fr o m

t h e r ul e s t o e n a bl e a s si g n m e nt of m ulti pl e l a b el s t o t h e s a m e l e v el s, w hi c h ar e t h e n tr a n sl at e d t o

r e q uir e m e nt l a y er s o n t o p of a b a s e n et w or k. T h e r e q uir e m e nt l a y er s cl a m p e a c h l a b el wit hi n a

c o h er e n c e i nt er v al d eri v e d a n d t h e w h ol e m o d el i s tr ai n e d wit h a t ail or e d r e q uir e m e nt s l o s s s o gr a di-

e nt s fl o w t o t h e ri g ht l a b el s wit h o ut i n d u ci n g wr o n g s u p er vi si o n. C C N + s h o w s b ett er p erf or m a n c e

t h a n n e ur al b a s eli n e s wit h o ut vi ol ati o n s a n d it s e ff e cti v e n e s s i s d e m o n str at e d i n a s af et y- criti c al

a ut o n o m o u s- dri vi n g b e n c h m ar k. H o w e v er, t h e a p pr o a c h c a n b e s e n siti v e t o l a b el or d eri n g a n d al s o

s u s c e pti bl e t o si z e bl o w- u p s fr o m s at ur ati o n or u nf a v o ur a bl e i nt er a cti o n gr a p h s.

3. 2 N e u r o- s y m b oli c R ei nf o r c e m e n t L e a r ni n g

T hi s s e cti o n r e vi e w s e xi sti n g n e ur o- s y m b oli c r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g a p pr o a c h e s. S e cti o n 3. 2. 1 f o c u s e s

o n n e ur o- s y m b oli c R L a p pr o a c h e s t h at p erf or m i nt er pr et a bl e p oli c y l e ar ni n g, w hi c h i s cl o s el y r el at e d

t o t h e n e ur al D N F- M T m o d el i ntr o d u c e d i n C h a pt er 6 . S e cti o n 3. 2. 2 s u m m ari s e s s o m e wi d er n e ur o-

s y m b oli c R L a p pr o a c h e s t h at d o n ot n e c e s s aril y p erf or m p oli c y l e ar ni n g b ut ot h er R L t a s k s s u c h a s

r e w ar d l e ar ni n g a n d c o n str ai nt l e ar ni n g.
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3. 2. 1 P oli c y L e a r ni n g f o r R L

S e v er al e n d-t o- e n d n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s h a v e b e e n pr o p o s e d f or i nt er pr et a bl e p oli c y l e ar ni n g i n

r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g s etti n g s, f or m ali si n g t h e t a s k a s a di ff er e nti a bl e I L P t a s k. T h e y ar e c o m m o nl y

a p pli e d t o R el ati o n al R L [ 4 4 , 1 6 7 ] d o m ai n s, w hi c h utili s e s y m b oli c r e pr e s e nt ati o n s f or st at e s, a cti o n s,

a n d p oli ci e s. D e p e n di n g o n t h e di ff er e nti a bl e I L P s y st e m u s e d f or p oli c y l e ar ni n g, s o m e a p pr o a c h e s

r e q uir e r ul e t e m pl at e s or m o d e d e cl ar ati o n s t o r e stri ct t h e s e ar c h s p a c e w hil e ot h er s d o n ot.

N L R L [ 7 7 ] c o m bi n e s δ -I L P [5 0 ] wit h t h e p oli c y gr a di e nt m et h o d t o l e ar n p oli ci e s i n fir st- or d er

l o gi c, i m pr o vi n g i nt er pr et a bilit y a n d cr o s s-t a s k g e n er ali s ati o n. N L R L pr o p o s e s a Di ff er e nti a bl e R e-

c urr e nt L o gi c M a c hi n e ( D R L M) t h at e xt e n d s δ -I L P wit h cl a u s e-l e v el s oft m a x w ei g ht s, r e s ulti n g

i n l o w er m e m or y u s e.  D R L M p erf or m s it er ati v e di ff er e nti a bl e d e d u cti o n a n d a s si g n s s oft m a x-

n or m ali s e d w ei g ht s t o c a n di d at e cl a u s e s g e n er at e d fr o m r ul e t e m pl at e s a n d c o m p o s e s o n e- st e p d e-

d u cti o n f u n cti o n s t o pr o p a g at e tr ut h v al u e s. T h e a ct or u s e s D R L M at it s c or e a n d wr a p s it wit h

a s y m b oli c st at e e n c o d er t h at c o n v ert s st at e t o at o m s fir st a n d a di ff er e nti a bl e a cti o n d e c o d er t h at

m a p s at o m v al u ati o n s t o a cti o n pr o b a biliti e s aft er D R L M’ s d e d u cti o n. T h e o v er all p oli c y i s tr ai n e d

wit h v a nill a p oli c y gr a di e nt a n d a t ail or e d a cti o n d e c o d er n or m ali s ati o n e n c o ur a g e s i nt er pr et a bl e,

hi g h- c o n fi d e n c e a cti o n r ul e s r at h er t h a n brittl e r el ati v e- s c or e h a c k s. N L R L s h o w s pr o mi si n g r e s ult s

o n bl o c k- m a ni p ul ati o n a n d cli ff- w al ki n g v ari a nt s, wit h n e ar- o pti m al p erf or m a n c e a n d b ett er r o b u st-

n e s s t o u n s e e n s c e n ari o s t h a n M L P b a s eli n e s. H o w e v er, t h e r eli a n c e o n h a n d- cr aft e d r ul e t e m pl at e s

a n d n o r a w- p er c e pti o n pi p eli n e f or st at e e n c o di n g bri n g s h u m a n e n gi n e eri n g o v er h e a d, a n d it s h o w s

o c c a si o n al s u b- o pti m alit y i n i n d u c e d r ul e s.

N U D G E [ 3 9 ] bri d g e s t h e g a p b et w e e n i nt e r pr et a bilit y a n d e x pl ai n a bilit y i n R L u si n g t h e m et h o d

pr o p o s e d i n [ 1 4 2 ]. B y di stilli n g a pr e-tr ai n e d n e ur al p oli c y i nt o a di ff er e nti a bl e fir st- or d er l o gi c p ol-

i c y w h er e w ei g ht e d r ul e s d e s cri b e a n d j u stif y a cti o n s, t h e p oli c y b e c o m e s b ot h r e a d a bl e a n d st at e-

c o nti n g e ntl y e x pl ai n a bl e w hil e r e m ai ni n g c o m p etiti v e i n p erf or m a n c e. It c o n v ert s o bj e ct- c e ntri c

st at e s i nt o pr o b a bili sti c l o gi c al at o m s, p erf or m s m ulti- st e p di ff er e nti a bl e f or w ar d r e a s o ni n g o v er

c a n di d at e a cti o n r ul e s, a n d e xtr a ct s a n a cti o n di stri b uti o n wit h a s m o ot h l o g- s u m- e x p a g gr e g at or.

R ul e c a n di d at e s ar e g e n er at e d fr o m m o d e d e cl ar ati o n s e ffi ci e ntl y vi a a gr e e m e nt s wit h t h e n e ur al

or a cl e, a n d r ul e w ei g ht s ar e o pti mi s e d wit h a P P O- st yl e a ct or- criti c u p d at e. N U D G E s h o w s c o m p a-

r a bl e or b ett er p erf or m a n c e, f a st er c o n v er g e n c e, a n d b ett er r o b u st n e s s t o e n vir o n m e nt v ari a nt s t h a n

p ur el y n e ur al P P O. H o w e v er, it s d e p e n d e n c y o n s u ffi ci e ntl y e x pr e s si v e pr e di c at e s a n d g o o d c o v e r a g e

of t h e n e ur al g ui d e c o n str ai n s t h e c o m pl et e n e s s or bi a s e s t h e r ul e s e ar c h.

N L M [ 4 3 ] i s t e st e d o n Bl o c k s W orl d, w h er e t h e a g e nt t a k e s a cti o n s o n a n i niti al w orl d s u c h t h at it

w o ul d e v e nt u all y m at c h a t ar g et w orl d. T h e a g e nt o nl y r e c ei v e s a p o siti v e r e w ar d w h e n it c o m pl et e s

t h e t a s k. T h e N L M o ut p ut s r el ati o n al pr e di c at e s, a n d a n e xtr a f ull y c o n n e ct e d l a y er i s a d d e d t o

t a k e t h e c o n c at e n at e d r el ati o n al r e pr e s e nt ati o n of o bj e ct p air s. T h e m o d el i s tr ai n e d t o pr e di ct t h e

e ff e ct of t h e a cti o n s r at h er t h a n a n a cti o n pr o b a bilit y, wit h a l o s s c o n si sti n g of R EI N F O R C E l o s s

a n d a cr o s s- e ntr o p y l o s s t o h el p wit h e x pl or ati o n. I n h erit e d fr o m t h e N L M’ s ar c hit e ct ur e, t h e m o d el

it s elf r e m ai n s n ot f ull y i nt er pr et a bl e.

N e S y R L [ 8 4 ] e m pl o y s a L o gi c al N e ur al N et w or k ( L N N) f or p oli c y l e ar ni n g wit h o ut r ul e t e m pl at e s

or m o d e d e cl ar ati o n s. A n L N N [ 1 3 1 ] c o n str ai n s t h e w ei g ht s of n e ur o n s t o mi mi c l o gi c al A N D a n d

O R i n t h e f or m of a r e c urr e nt n e ur al n et w or k. E a c h n e ur o n of a n L N N r e pr e s e nt s a n el e m e nt of a

l o gi c al f or m ul a, eit h er a n at o m ( c o n c e pt) or a c o n n e cti v e ( o p er at or). T h e L N N o ut p ut s pr o b a bilit y

b o u n d s f or at o m s b ei n g tr u e aft er m ulti pl e p a s s e s, a n d i n a d diti o n t o t h e tr ai ni n g o bj e cti v e l o s s, a
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c o ntr a di cti o n l o s s i s u s e d t o p e n ali s e c o ntr a di cti o n s i n t h e s y st e m. A pr e-tr ai n e d s e m a nti c p ar s er

e xtr a ct s fir st- or d er pr e di c at e s fr o m o b s er v ati o n t e xt, u si n g at o m cl a s s e s t o s el e ct t h e a p pr o pri at e

L N N. T h e L N N t h e n s el e ct s a cti o n s t o g e n er at e tr aj e ct ori e s t h at g et st or e d i n a r e pl a y b u ff er

f or tr ai ni n g, si mil ar t o D Q N [1 0 8 ]. At e a c h ti m e st e p, a cti o n s ar e c o m p ut e d u si n g cl a s s- s el e ct e d

L N N s wit h c o n v ert e d fir st- or d er l o gi c, a n d t h e fi n al a cti o n i s d et er mi n e d b y ar g m a x-i n g o v er all

pr o p o siti o n al at o m s. T h e m et h o d s h o w s si g ni fi c a ntl y f a st er c o n v er g e n c e a n d t h e u s e of L N N m a k e s

it p o s si bl e t o e xtr a ct s y m b oli c p oli c y, b ut wit h t h e li mit ati o n of r el yi n g o n a pr e-tr ai n e d s e m a nti c

p ar s er f or pr e di c at e i n v e nti o n.

D L M [ 1 7 0 ] a s s o ci at e s w ei g ht s wit h pr e di c at e s r at h er t h a n r ul e s, t h u s n ot r el yi n g o n r ul e t e m pl at e s

or m o d e d e cl ar ati o n s. D L M b uil d s u p o n N L M [ 4 3 ] t o r e ali s e f or w ar d c h ai ni n g, b ut wit h l o gi c al

c o m p ut ati o n u nit s t o pr o vi d e i nt er pr et a bilit y. A D L M a ct or i s tr ai n e d wit h a ct or- criti c P P O [ 1 3 8 ],

wit h a s p e ci all y d e si g n e d criti c wit h G R U s t o h a n dl e di ff er e nt- arit y pr e di c at e s, s u c h t h at it c a n

t a k e pr e di c at e s a s i n p ut a n d e sti m at e t h e v al u e of t h e c urr e nt st at e. T h e criti c u s e s r G R U h e a d s

f or arit y r pr e di c at e s, w h er e e a c h h e a d pr o c e s s e s o bj e ct s at s p e ci fi c p o siti o n s, a n d o ut p ut s c a s c a d e

fr o m hi g h er t o l o w e r ariti e s. T h e fi n al o ut p ut c o m bi n e s arit y 1 G R U r e s ult s wit h n ull ar y pr e di c at e s,

f e e di n g i nt o a n M L P f or st at e v al u e pr e di cti o n. T h e a ct or c o n si st s of t w o s e p ar at e p art s of r e a s o ni n g

a n d d e ci si o n- m a ki n g. T h e r e a s o ni n g c o m p o n e nt pr o vi d e s a v e ct or of a cti o n s, a n d t h e d e ci si o n-

m a ki n g c o m p o n e nt pr e di ct s a pr o b a bilit y di stri b uti o n o v er t h e a cti o n s; t h e fi n al a cti o n i s s el e ct e d

t hr o u g h s oft m a x. C o m p ar e d t o N L M, D L M i s f a st er a n d m or e m e m or y e ffi ci e nt, a n d c a n e xtr a ct

i nt er pr et a bl e p oli ci e s f or si m pl e t a s k s i n Bl o c k s W orl d s etti n g d u e t o it s l o gi c al u nit s. H o w e v er, n o

i nt er pr et a bl e p oli c y c a n b e e xtr a ct e d fr o m D L M u n d er c o m pl e x t a s k s d u e t o m a n y l o c al mi ni m a

w h e n e nf or ci n g i nt er pr et a bilit y, a n d t h e s p e ci all y cr aft e d criti c i s n ot g e n er ali s a bl e t o ot h er t a s k s.

M et h o d Bi a s O b s. T y p e R L Al g orit h m

N L R L [ 7 7 ] R ul e t e m pl at e s S y m b oli c P oli c y gr a di e nt
N U D G E [ 3 9 ] M o d e d e cl ar ati o n s S y m b oli c e xtr a ct e d b y pr e-

tr ai n e d n et w or k s r a w o b s er-
v ati o n s

P P O

N L M [ 4 3 ] N o n e S y m b oli c R EI N F O R C E
N e S y R L [ 8 4 ] N o n e S y m b oli c e xtr a ct e d b y pr e-

tr ai n e d n et w or k s t e xt
D Q N- st yl e

D L M [ 1 7 0 ] N o n e S y m b oli c P P O
N e ur al D N F- M T (t hi s t h e si s)  N o n e S y m b oli c fr o m e n vir o n m e nt;

or e xtr a ct e d b y tr ai n a bl e
pr e c e di n g l a y er s fr o m r a w
o b s er v ati o n s

P P O

T a bl e 3. 3: C o m p ari s o n of e n d-t o- e n d n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s f or i nt er pr et a bl e p oli c y l e ar ni n g.
Bi a s c ol u m n r e pr e s e nt s t h e t y p e of s e ar c h- s p a c e c o n str ai nt u s e d. O b s. T y p e c ol u m n r e pr e s e nt s t h e
t y p e of o b s er v ati o n s c o n s u m e d b y t h e a g e nt.

Di ff er e nt fr o m N L R L [ 7 7 ] a n d N U D G E [3 9 ], t h e n e ur al D N F- M T m o d el pr o p o s e d i n t hi s t h e si s

d o e s n ot u s e r ul e t e m pl at e s or m o d e d e cl ar ati o n s. T h er ef or e, it d o e s n ot r el y o n h u m a n e n gi n e eri n g

t o c o n str u ct t h e i n d u cti v e bi a s a n d c a n l e ar n a wi d er r a n g e of r ul e s. C o m p ar e d t o t h e w or k s

t h at eit h er o p er at e o n r el ati o n al- b a s e d o b s er v ati o n s [ 7 7 , 3 9 , 1 7 0 ] or r e q uir e pr e-tr ai n e d n et w or k s t o

e xtr a ct l o gi c al pr e di c at e s [ 3 9 , 8 4 ], t h e n e ur al D N F- M T m o d el i s s h o w n t o b e e n d-t o- e n d tr ai n a bl e

wit h pr e c e di n g l a y er s f or pr e di c at e i n v e nti o n fr o m s cr at c h. C o m p ar e d t o D L M [ 1 7 0 ], t h e n e ur al
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D N F- M T m o d el i s tr ai n e d vi a P P O b ut wit h a si m pl e M L P criti c, a n d t h e l e ar n e d p oli c y c a n al w a y s

b e e xtr a ct e d.

C o m pl e m e nt ar y t o t h e d e cl ar ati v e, l o gi c- b a s e d a p pr o a c h e s di s c u s s e d a b o v e, a n ot h er f a mil y of

n e ur o- s y m b oli c R L m et h o d s r e pr e s e nt s p oli ci e s a s e x pli cit pr o gr a m s r at h er t h a n fir st- or d er r ul e s.

P R O P E L [ 1 5 4 ] a n d R E V E L [9 ] l e ar n pr o gr a m m ati c c o ntr ol s e q u e n c e s u si n g a lift- u p d at e- p r oj e ct

pi p eli n e: t h e p oli c y i s lift e d i nt o a c o nti n u o u s n e ur al r e pr e s e nt ati o n f or gr a di e nt- b a s e d u p d at e s

a n d t h e n pr oj e ct e d b a c k o nt o a di s cr et e pr o gr a m s p a c e vi a i mit ati o n l e ar ni n g, s u bj e ct t o str u c-

t ur al c o n str ai nt s fr o m t h e pr o gr a m gr a m m ar. G A L OI S [ 2 4 ] t a k e s a di ff er e nt a p pr o a c h, i ntr o d u ci n g

a s k et c h- b a s e d d o m ai n- s p e ci fi c l a n g u a g e t h at c o m bi n e s d e cl ar ati v e a n d i m p er ati v e pr o gr a m mi n g

p ar a di g m s a n d l e ar ni n g w hit e- b o x p oli ci e s vi a di ff er e nti a bl e I L P. T h e s e m et h o d s yi el d i nt er pr et a bl e

pr o gr a m m ati c p oli ci e s a n d s u p p ort f or m al v eri fi c ati o n a n d cr o s s-t a s k g e n er ali s ati o n. H o w e v er, t h e y

s h ar e a k e y li mit ati o n wit h t h e l o gi c- b a s e d a p pr o a c h e s a b o v e: t h e y r el y o n h a n d- cr aft e d or pr e-

pr o c e s s e d st at e r e pr e s e nt ati o n s, s u c h a s r el ati o n al k n o wl e d g e b a s e s, r at h er t h a n l e ar ni n g pr e di c at e s

e n d-t o- e n d fr o m r a w o b s er v ati o n s.

3. 2. 2 H y b ri d M o d el s wi t h Cl a s si c I L P f o r R L

M a n y e xi sti n g w or k s utili s e cl a s si c I L P s y st e m s f or l e ar ni n g n ot o nl y p oli ci e s b ut al s o r e w ar d s,

c o n str ai nt s, or h e uri sti c s.

A n e x a m pl e i s t h e b o d y of w or k b a s e d o n t h e i n d u cti o n of r e w ar d m a c hi n e s. A r e w ar d m a c hi n e

[7 3 ] i s a f or m ali s ati o n of r e w ar d f u n cti o n s i n R L, t a ki n g t h e f or m of a fi nit e- st at e m a c hi n e t h at

a s si g n s a r e w ar d t o e a c h st at e. It i s a n e ff e cti v e w a y t o m o d el n o n- M ar k o vi a n r e w ar d s i n R L b y

e n c o di n g s u b g o al s i nt o e d g e s. H R M [ 5 5 ] l e ar n s hi er ar c hi e s of r e w ar d m a c hi n e s t h at ar e a bl e t o c all

e a c h ot h er t o i m pr o v e m o d ul arit y a n d r e u s a bilit y. E a c h c all i s tr e at e d a s a s u bt a s k a n d l e ar n e d

vi a a c urri c ul u m l e ar ni n g a p pr o a c h. P R O B-I R M [ 1 2 1 ] pr e s e nt s a l e ar ni n g m et h o d t o l e ar n R M s

fr o m n oi s y tr a c e s wit h a r e w ar d s h a pi n g t e c h ni q u e u si n g p o st eri or B a y e si a n b eli ef s, b ett er s uit e d f or

r e al- w orl d s c e n ari o s w h e n t h e l a b elli n g f u n cti o n i s n ot p erf e ct. F O R M [ 1 2 ] pr o p o s e s t h e l e ar ni n g

of R M s wit h fir st- or d er l o gi c f or m ul a e t h at l a b el R M tr a n siti o n s, w hi c h i m pr o v e s t h e c o m p a ct n e s s

a n d tr a n sf er a bilit y of R M s. All t h e s e w or k s a p pr o a c h t h e R M l e ar ni n g a s I L P t a s k s a n d u s e I L A S P

[9 2 ] a s a l e ar n er, a n d t h e p oli c y l e ar ni n g i s t y pi c all y d o n e wit h ( d e e p) Q-l e ar ni n g or s o m e r el at e d

m et h o d s.

N e ur o- s y m b oli c I n v er s e C o n str ai n e d R ei nf or c e m e nt L e ar ni n g ( N SI C R L) [ 3 8 ] i nt e gr at e s a d e e p

Q-l e ar n er a n d a n I L P s y st e m ( A L E P H [ 1 4 7 ]) t o l e ar n p oli ci e s a n d d ef e a si bl e c o n str ai nt s si m ult a-

n e o u sl y. T h e s y st e m s h o w s t h e a bilit y t o i nf er w ei g ht e d, hi g h-l e v el l o gi c al c o n str ai nt s t h at ar e n ot

o nl y tr a n sf er a bl e a cr o s s di ff er e nt e n vir o n m e nt s b ut al s o s u p p ort lif el o n g l e ar ni n g b y all o wi n g n e w

i nf or m ati o n t o o v erri d e pr e vi o u sl y l e ar n e d c o n str ai nt s. H o w e v er, it s e ff e cti v e n e s s d e p e n d s o n t h e

q u alit y of e x p ert d e m o n str ati o n s a n d a pr e- e xi sti n g k n o wl e d g e b a s e pr o vi d e d a s t h e b a c k gr o u n d

k n o wl e d g e t o t h e I L P s y st e m.

T h e w or k i n [ 1 5 6 ] t a c kl e s s a m pl e i n e ffi ci e n c y a n d l a c k of i nt er pr et a bilit y i n Q-l e ar ni n g b y l e ar ni n g

h u m a n-r e a d a bl e h e uri sti c s o nli n e wit h I L P a n d u si n g t h e m t o dir e ctl y g ui d e e x pl or ati o n r at h er t h a n

r e w ar d s h a pi n g. S p e ci fi c all y, e a c h tr ai ni n g b at c h’ s t o p-r et ur n e pi s o d e s ar e c o n v ert e d i nt o w ei g ht e d

e x a m pl e s f or F a st L A S [ 9 1 ] t o l e ar n h u m a n-r e a d a bl e p oli c y h e uri sti c s. D uri n g e x pl or ati o n, t h e a g e nt

s a m pl e s s u g g e st e d a cti o n s fr o m t h e A S P s ol v er wit h a pr o b a bilit y d eri v e d fr o m t h e a v er a g e r et ur n

of s a v e d e pi s o d e s a n d ot h er wi s e a ct s u nif or ml y, s e e di n g t h e v er y fir st b at c h wit h a gr e e d y h e uri sti c
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fr o m t h e fir st e pi s o d e t o a v oi d c ol d st art s.

M et h o d I L P S y st e m  N e S y T a s k R L Al g orit h m

H R M [ 5 5 ] I L A S P  R e w ar d m a c hi n e l e ar ni n g ( hi er ar c hi c al)  Q-l e ar ni n g
P R O B-I R M [ 1 2 1 ] I L A S P  R e w ar d m a c hi n e l e ar ni n g ( n oi s y)  Q-l e ar ni n g
F O R M [ 1 2 ] I L A S P  R e w ar d m a c hi n e l e ar ni n g ( F O L)  Q-l e ar ni n g
N SI C R L [ 3 8 ]  A L E P H  D ef e a si bl e c o n str ai nt l e ar ni n g Q-l e ar ni n g
Ver o n e s e et al. [ 1 5 6 ]  F a st L A S  O nli n e h e uri sti c l e ar ni n g Q-l e ar ni n g

T a bl e 3. 4: C o m p ari s o n of h y bri d n e ur o- s y m b oli c R L a p pr o a c h e s t h at u s e cl a s si c I L P s y st e m s f or
str u ct ur e d k n o wl e d g e i n d u cti o n. N e S y T a s k c ol u m n r e pr e s e nt s t h e R L t a s k a d dr e s s e d s y m b oli c all y.

T h e s e h y bri d a p pr o a c h e s d e m o n str at e t h e v er s atilit y of c o m bi ni n g cl a s si c I L P s y st e m s wit h n e ur al

R L c o m p o n e nt s f or l e ar ni n g str u ct ur e d k n o wl e d g e s u c h a s r e w ar d s, c o n str ai nt s, a n d h e uri sti c s, wit h

t h e c o m m o n c h ar a ct eri sti c of u si n g e st a bli s h e d I L P s y st e m s t o i n d u c e s y m b oli c k n o wl e d g e fr o m

i nt er a cti o n s a n d u si n g n e ur al c o m p o n e nt s t o h a n dl e t h e u n d erl yi n g p oli c y or v al u e-f u n cti o n l e ar ni n g.

I n c o m p ari s o n, t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s pr o p o s e d i n t hi s t h e si s a d o pt a f ull y di ff er e nti a bl e

a p pr o a c h t h at l e ar n s p oli ci e s.
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S e mi- S y m b oli c N o d e s a n d N e u r al

D N F M o d el

T h e c or e m et h o d ol o g y i ntr o d u c e d i n t hi s t h e si s c e ntr e s o n t h e s e mi- s y m b oli c n o d e a n d t h e n e u r al

di sj u n cti v e n o r m al f o r m ( D N F ) m o d el . I n s pir e d b y t h e f o u n d ati o n al f or m ul ati o n i n pi x 2r ul e [2 8 ],

t hi s t h e si s d e v el o p s a f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s wit h ar c hit e ct ur e s d e si g n e d si mil arl y t o a n

M L P, b ut w h o s e l e ar n e d k n o wl e d g e c a n b e tr a n sl at e d i nt o l o gi c al r ul e s r e pr e s e nt e d i n A S P. I n st e a d

of li n e ar n o d e s, it u s e s s e mi- s y m b oli c n o d e s a s b a si c c o m p ut ati o n u nit s. T h e s e n o d e s e m pl o y a n

el e g a nt m at h e m ati c al f or m ul ati o n t o a c hi e v e n e ur o- s y m b oli c c o nj u n cti v e or di sj u n cti v e b e h a vi o ur s

o v er t h eir i n p ut s a n d miti g at e t h e v a ni s hi n g gr a di e nt pr o bl e m i ntr o d u c e d b y u si n g t- n or m f u z z y l o gi c

[6 8 ]. B y st a c ki n g a l a y er of c o nj u n cti v e n o d e s f oll o w e d b y a l a y er of di sj u n cti v e n o d e s, t h e ar c hit e ct ur e

mi mi c s a l o gi c al D N F f or m ul a. S e cti o n 2. 3 pr o vi d e s t h e r el e v a nt d e fi niti o n s a n d a n o v er vi e w of t h e

s e mi- s y m b oli c n o d e a n d t h e n e ur al D N F m o d el. Pi x 2r ul e d e m o n str at e s t h e fir st a p pli c ati o n of t hi s

a p pr o a c h f or l e ar ni n g r ul e s i n s y nt h eti c bi n ar y cl a s si fi c ati o n t a s k s; h o w e v er, it d o e s n ot f urt h er

e x pl or e t h e pr o p erti e s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e or pr o vi d e a n y t h e or eti c al g u ar a nt e e s.

T hi s c h a pt er fir st f or m ali s e s t h e s e mi- s y m b oli c n o d e’ s b e h a vi o ur a n d i nt er pr et ati o n i n S e cti o n 4. 1 .

S e cti o n 4. 2 t h e n m at h e m ati c all y pr o v e s t h e cr u ci al pr o p ert y of tr a n sl ati o n fr o m a s e mi- s y m b oli c n o d e

t o a l o gi c pr o gr a m. It al s o pr o p o s e s a n d pr o v e s t h e n o v el a bilit y t o tr a n sl at e a l o gi c pr o gr a m b a c k

t o a s e mi- s y m b oli c n o d e, t h u s f ull y cl o si n g t h e bi dir e cti o n al c y cl e.

T hi s c h a pt er i n cl u d e s m at eri al fr o m o ur p a p er [ 1 6 ] a n d [1 7 ].

4. 1 F o r m ali s a ti o n of S e mi- S y m b oli c N o d e

T hi s s e cti o n fir st i ntr o d u c e s t er mi n ol o g y f or d e s cri bi n g t h e b e h a vi o ur a n d i nt er pr et ati o n of s e mi-

s y m b oli c n o d e s i n S e cti o n 4. 1. 1 . T h e s e c o n c e pt s ar e e s s e nti al f or d e fi ni n g t h e d e sir a bl e pr o p erti e s

t h at g ui d e t h e d e si g n of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s d e v el o p e d i n t hi s t h e si s. S e cti o n 4. 1. 2 t h e n

f or m ali s e s t h e di s c r eti s ati o n pr o c e s s, w hi c h i s a k e y st a g e i n t h e a ut o m ati c p o st-tr ai ni n g pi p eli n e

o utli n e d i n S e cti o n 2. 3. 3 . Di s cr eti s ati o n tr a n sf or m s a tr ai n e d n e ur al D N F m o d el i nt o a f or m s uit a bl e

f or l o gi c al tr a n sl ati o n b y c o n v erti n g w ei g ht s fr o m a c o nti n u o u s r a n g e t o t h e di s cr et e s et { − 6 , 0 , 6 } N .

T hi s tr a n sf or m ati o n i s n e c e s s ar y b e c a u s e r e al- v al u e d w ei g ht s m er el y r e fl e ct e a c h i n p ut’ s r el ati v e

c o ntri b uti o n t o t h e n o d e’ s o ut p ut; wit h o ut di s cr eti s ati o n, t h e y c a n n ot b e m a p p e d t o a di s c r et e
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bi v al e nt l o gi c al f or m.

4. 1. 1 I n t e r p r e t a ti o n a n d S of t- V al u e d Tr u t h T a bl e

R e c all fr o m S e cti o n 2. 3. 1 t h at a s e mi- s y m b oli c n o d e wit h tr ai n a bl e w ei g ht s w i , i = 1 , . . . , N a n d

p ar a m et er δ , u n d er i n p ut x ∈ [− 1 , 1] N i s gi v e n b y:

f w (x ) =

N

i = 1

w i x i + β ( 4. 1)

β = δ
N

m a x
i = 1

|w i | −
N

i = 1

|w i | ( 4. 2)

ŷ = t a n h ( f w (x )) ( 4. 3)

T h e p ar a m et er δ c o ntr ol s t h e n o d e’ s l o gi c al b e h a vi o ur: t h e n o d e mi mi c s a c o nj u n cti o n w h e n δ = 1

a n d a di sj u n cti o n w h e n δ = − 1. Pi x 2r ul e [ 2 8 ] r e stri ct s t h e i n p ut a n d o ut p ut r a n g e of t h e n o d e t o

[− 1 , 1] or ( − 1 , 1) f or t h e a cti v ati o n, wit h t h e i nt e nti o n of e xtr e m e v al u e s t o b e i nt er pr et e d a s ⊥ a n d

⊤ . G e n e r ali s e d B eli ef L o gi c ( G B L ) i s i ntr o d u c e d t o f or m all y i nt er pr et t h e s e mi- s y m b oli c n o d e’ s

a cti v ati o n.

D e fi ni ti o n 4. 1. 1 ( G e n er ali s e d B eli ef L o gi c) . A n e u r al D N F- b a s e d m o d el t h at b uil d s u p o n s e mi-

s y m b oli c l a y e r s r e p r e s e nt s a l o gi c s y st e m. T hi s l o gi c s y st e m i s r ef e r r e d t o a s G e n e r ali s e d B eli e f

L o gi c ( G B L ) . A s e mi- s y m b oli c n o d e’ s a cti v ati o n y i ∈ (− 1 , 1) r e p r e s e nt s it s b eli ef i n a l o gi c al

p r o p o siti o n. F o r e a c h a cti v ati o n y i , a bi v al e nt i nt e r p r et ati o n f u n cti o n f b : (− 1 , 1) → { ⊥ , ⊤ } m a p s

t h e a cti v ati o n t o it s bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n b i ∈ { ⊥ , ⊤ } :

b i = f b (y i ) =






⊤ if y i > 0

⊥ ot h e r wi s e

Si n c e t h e b e h a vi o ur of a s e mi- s y m b oli c n o d e r e s e m bl e s a l o gi c al c o nj u n cti o n or di sj u n cti o n, it

c a n b e d e s cri b e d si mil arl y t o a l o gi c al f or m ul a. J u st a s a l o gi c al tr ut h t a bl e d e s cri b e s t h e b e h a vi o ur

of a l o gi c al f or m ul a, t h e s of t- v al u e d t r u t h t a bl e i s d e fi n e d f or d e s cri bi n g t h e b e h a vi o ur of a

s e mi- s y m b oli c n o d e, a s ill u str at e d i n E x a m pl e 4. 1. 1 .

D e fi ni ti o n 4. 1. 2 ( S oft- v al u e d Tr ut h T a bl e of S e mi- s y m b oli c N o d e) . A s oft- v al u e d t r ut h t a bl e c a p-

t u r e s t h e o ut p ut b e h a vi o u r of a s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w ∈ R N o v e r all p o s si bl e bi v a-

l e nt i n p ut s X = { − 1 , 1 } N . E a c h r o w st a rt s wit h a p o s si bl e c o m bi n ati o n of i n p ut v al u e s x ∈ X ,

f oll o w e d b y t h e c o r r e s p o n di n g n o d e’ s a cti v ati o n t a n h( f w (x )) a n d bi v al e nt i nt e r p r et ati o n b = ⊤ if

t a n h( f w (x )) > 0 a n d ⊥ ot h e r wi s e.

Wit h b ot h t h e bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n a n d t h e s oft- v al u e d tr ut h t a bl e, t h e b e h a vi o ur of a

s e mi- s y m b oli c n o d e c a n n o w b e d e s cri b e d m or e f or m all y.

E x a m pl e 4. 1. 1: S of t- v al u e d t r u t h t a bl e

C o n si d er a tr ai n e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w = [ − 6 , − 2 , − 2 , 2 , − 6]. It s

bi a s i s c al c ul at e d a s β = m a x |w | − |w | = − 1 2. T h e s oft- v al u e d tr ut h t a bl e of t hi s n o d e i s

s h o w n b el o w, wit h s o m e r o w s w h er e b = ⊥ o mitt e d f or br e vit y.



4. 1. F O R M A LI S A TI O N O F S E MI- S Y M B O LI C N O D E 4 5

x 1 x 2 x 3 x 4 x 5

N o d e a cti v ati o n  Bi v al e nt I nt er pr et ati o n

t a n h(
5
i = 1 w i x i + β ) b

1 1 1 1 1 - 1. 0 0 0 ⊥

...

- 1 1 - 1 1 - 1 0. 9 6 4 ⊤

- 1 - 1 1 1 - 1 0. 9 6 4 ⊤

- 1 - 1 - 1 1 - 1 1. 0 0 0 ⊤

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 0. 9 6 4 ⊤

4. 1. 2 Di s c r e ti s a ti o n

T o g u ar a nt e e a bi dir e cti o n al n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n, w hi c h i s i ntr o d u c e d a n d pr o v e d l at er

i n S e cti o n 4. 2 , t h e w ei g ht s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s m u st t a k e c ert ai n di s cr et e v al u e s. A pr o c e s s

s u c h a s t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s m e nti o n e d i n S e cti o n 2. 3. 3 t h at p erf or m s t hi s w ei g ht tr a n sf or m ati o n

i s c all e d t h e di s c r e ti s a ti o n p r o c e s s .

D e fi ni ti o n 4. 1. 3 ( Di s cr eti s ati o n Pr o c e s s f or S e mi- s y m b oli c N o d e) . T h e di s c r eti s ati o n p r o c e s s c o n-

v e rt s t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s’ w ei g ht s f r o m a c o nti n u o u s r a n g e R N t o a di s c r et e s et { − 6 , 0 , 6 } N .

T h e di s cr eti s ati o n pr o c e s s c a n i ntr o d u c e dr a sti c c h a n g e s t o t h e n e ur al m o d el w h e n c o n v erti n g

t h e c o nti n u o u s w ei g ht s t o di s cr et e v al u e s, e s p e ci all y w h e n t h e w ei g ht s h a v e i nt er m e di at e m a g nit u d e s

( n eit h er cl o s e t o 0 n or ± 6), a n d t h u s p art of t h e m o d el’ s d e sir e d b e h a vi o ur mi g ht b e c h a n g e d or

l o st if t h e di s cr eti s ati o n pr o c e s s i s n ot w ell- d e si g n e d. T hi s pr o bl e m of m o d el b e h a vi o ur c h a n g e

c a u s e d b y di s cr eti s ati o n l e a di n g t o p erf or m a n c e d e gr a d ati o n i s o b s er v e d a cr o s s all e x p eri m e nt s i n

t hi s t h e si s. I n p arti c ul ar, t h e i nt er m e di at e- v al u e d w ei g ht s r e pr e s e nt i n p ut s t h at c o ntri b ut e t o o nl y

s o m e l o gi c al r ul e s, n ot all — a p h e n o m e n o n t er m e d e nt a n gl e m e nt . C h a pt er 7 will di s c u s s t hi s

e nt a n gl e m e nt pr o bl e m a n d h o w it h e a vil y a ff e ct s t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s i n d et ail, a n d i ntr o d u c e s a

n o v el di s cr eti s ati o n m et h o d t h at b ett er pr e s er v e s t h e m o d el’ s b e h a vi o ur. A p art fr o m r e d e si g ni n g t h e

di s cr eti s ati o n pr o c e s s, a u xili ar y l o s s f u n cti o n s s u c h a s |w ||6 −| w || ( Fi g ur e 4. 1 ) c a n b e i n cl u d e d d uri n g

tr ai ni n g t o e n c o ur a g e w ei g ht s t o w ar d s { − 6 , 0 , 6 } N , t h o u g h t hi s d o e s n ot g u ar a nt e e c o n v er g e n c e t o

t h e s e v al u e s.

4. 1. 3 P r o p e r ti e s of Di s c r e ti s e d S e mi- S y m b oli c N o d e

O n c e t h e di s cr eti s ati o n pr o c e s s i s a p pli e d, t h e w ei g ht s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e ar e all i n a di s cr et e

s et { − 6 , 0 , 6 } N . S o m e pr o p erti e s c a n b e d eri v e d fr o m t h e s e di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e s.

Fir stl y, s o m e d e fi niti o n s ar e i ntr o d u c e d f or t h e s e mi- s y m b oli c n o d e b a s e d o n it s w ei g ht s.

D e fi ni ti o n 4. 1. 4 ( R el e v a nt S et of S e mi- s y m b oli c N o d e) . T h e r el e v a nt s et J w of a s e mi- s y m b oli c

n o d e wit h w ei g ht s w ∈ R N i s d e fi n e d a s t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s t h at a r e n o n- z e r o.

J w = { i | i ∈ { 1 , . . . , N } , wi ≠ 0 } ( 4. 4)

N ot e t h at f or a di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e, all el e m e nt s i n t h e r el e v a nt s et h a v e a n a b s ol ut e
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− 6 − 3 3 6

3

6

9

w

|w ||6 − |w ||

Fi g ur e 4. 1: T h e a u xili ar y l o s s f u n cti o n |w ||6 − | w || u s e d t o e n c o ur a g e w ei g ht s t o c o n v er g e t o t h e
di s cr et e s et { − 6 , 0 , 6 } . T h e f u n cti o n r e a c h e s z er o at t h e d e sir e d di s cr et e v al u e s a n d h a s a m a xi m u m
p e n alt y at w = ± 3. C o m p ar e d t o L 1 r e g ul ari s ati o n, |w ||6 − | w || al s o all o w s ± 6 t o b e u s e d, e nf or ci n g
m or e t h a n j u st s p ar sit y.

v al u e of 6. T h e n ot ati o n J w c a n b e si m pli fi e d t o J f or br e vit y w h e n t h e w ei g ht s ar e cl e ar fr o m t h e

c o nt e xt.

T h e r el e v a nt s et c a n b e f urt h er p artiti o n e d b a s e d o n t h e si g n s of it s el e m e nt s. T o f or m ali s e t hi s,

a g e n er al n ot ati o n al c o n v e nti o n f or si g n- b a s e d i n d e x s et s i s i ntr o d u c e d.

D e fi ni ti o n 4. 1. 5 ( Si g n- b a s e d I n d e x S et) . Gi v e n a n i n d e x s et J a n d a v e ct o r a ∈ R N , t h e si g n- b a s e d

i n d e x s et J o p
a d e n ot e s t h e s u b s et of i n di c e s i n J w h o s e c o r r e s p o n di n g el e m e nt s i n a s ati sf y t h e si g n

c o n diti o n s p e ci fi e d b y t h e s u p e r s c ri pt o p ∈ { + , − } .

J +
a = { i | i ∈ J , si g n (a i ) = 1 } ( 4. 5)

J −
a = { i | i ∈ J , si g n (a i ) = − 1 } ( 4. 6)

D e fi ni ti o n 4. 1. 6 ( P o siti v e- si g n a n d N e g ati v e- si g n R el e v a nt S et s) . A p pl yi n g t h e si g n- b a s e d i n d e x

s et c o n v e nti o n t o t h e r el e v a nt s et J w o n t h e w ei g ht s w of a s e mi- s y m b oli c n o d e, t h e p o siti v e- si g n

r el e v a nt s et J +
w a n d t h e n e g ati v e- si g n r el e v a nt s et J −

w a r e d e fi n e d a s f oll o w s.

J +
w = { i | i ∈ J w , si g n (w i ) = 1 } ( 4. 7)

J −
w = { i | i ∈ J w , si g n (w i ) = − 1 } ( 4. 8)

B y c o n st r u cti o n, J +
w ∩ J −

w = ∅ a n d J +
w ∪ J −

w = J w .

W h e n a n al y si n g t h e b e h a vi o ur of a s e mi- s y m b oli c n o d e wit h r e s p e ct t o a s p e ci fi c i n p ut, it i s u s ef ul

t o c o n si d er h o w t h e si g n s of t h e w ei g ht s r el at e t o t h e si g n s of t h e c orr e s p o n di n g i n p ut el e m e nt s. T hi s

m oti v at e s t h e f oll o wi n g d e fi niti o n s of si g n- m at c hi n g a n d si g n- mi s m at c hi n g s et s, w hi c h e xt e n d t h e

si g n- b a s e d i n d e x s et n ot ati o n t o c a pt ur e t h e r el ati o n s hi p b et w e e n t w o v e ct or s.

D e fi ni ti o n 4. 1. 7 ( Si g n- m at c hi n g S et b et w e e n S e mi- s y m b oli c N o d e a n d I n p ut) . Gi v e n a s e mi-

s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w ∈ R N a n d a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N , t h e si g n- m at c hi n g s et J +
w ⊙ x

c o nt ai n s all i n di c e s i n t h e r el e v a nt s et w h e r e t h e w ei g ht a n d i n p ut s h a r e t h e s a m e si g n. E q ui v al e ntl y,

it i s t h e p o siti v e- si g n i n d e x s et of t h e el e m e nt- wi s e p r o d u ct w ⊙ x , r e st ri ct e d t o t h e r el e v a nt s et J w .

J +
w ⊙ x = { i | i ∈ J w , si g n (w i · x i ) = 1 } ( 4. 9)
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D e fi ni ti o n 4. 1. 8 ( Si g n- mi s m at c hi n g S et b et w e e n S e mi- s y m b oli c N o d e a n d I n p ut) . Gi v e n a s e mi-

s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w ∈ R N a n d a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N , t h e si g n- mi s m at c hi n g s et J −
w ⊙ x

c o nt ai n s all i n di c e s i n t h e r el e v a nt s et w h e r e t h e w ei g ht a n d i n p ut h a v e o p p o sit e si g n s. E q ui v al e ntl y,

it i s t h e n e g ati v e- si g n i n d e x s et of t h e el e m e nt- wi s e p r o d u ct w ⊙ x , r e st ri ct e d t o t h e r el e v a nt s et J w .

J −
w ⊙ x = { i | i ∈ J w , si g n (w i · x i ) = − 1 } ( 4. 1 0)

B y c o n str u cti o n, f or a n y x ∈ { − 1 , 1 } N , t h e si g n- m at c hi n g a n d mi s m at c hi n g s et s ar e m ut u all y

e x cl u si v e a n d t h eir u ni o n i s e q u al t o t h e r el e v a nt s et, t h at i s, ∀ x ∈ { − 1 , 1 } N .J +
w ⊙ x ∪ J −

w ⊙ x = J w .

A k e y pr o p ert y of t h e r a w o ut p ut of a di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e u n d er i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N

i s t h at it s v al u e i s al w a y s a m ulti pl e of 6 a n d c a n n ot b e 0. F or a c o nj u n cti v e n o d e, t h e m a xi m u m of

it s pr e- a cti v ati o n o ut p ut i s e x a ctl y 6 ( Pr o p o siti o n 4. 1. 1 ), a n d f or a di sj u n cti v e n o d e, t h e mi ni m u m

of it s pr e- a cti v ati o n o ut p ut i s e x a ctl y − 6 ( Pr o p o siti o n 4. 1. 2 ).

P r o p o si ti o n 4. 1. 1. C o n si d e r a di s c r eti s e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e c wit h N i n p ut s a n d

δ = 1 , wit h w ei g ht s w c ∈ { − 6 , 0 , 6 } N a n d at l e a st o n e n o n- z e r o w ei g ht el e m e nt (i. e. | Jw c | >

0 ). Gi v e n a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N , t h e n o d e’ s r a w o ut p ut will n e v e r b e 0, s p e ci fi c all y, f w c (x ) =

6 o r f w c (x ) ≤ − 6 .

P r o of. B e c a u s e t h e n o d e i s di s cr eti s e d, all el e m e nt s i n t h e r el e v a nt s et h a v e a n a b s ol ut e v al u e of 6,

t h at i s, ∀ i ∈ J w c
.|w c i | = 6. Fr o m E q u ati o n ( 4. 2 ), t h e bi a s a n d t h e r a w o ut p ut of t hi s di s cr eti s e d

c o nj u n cti v e n o d e c a n b e c al c ul at e d a s:

β = m a x
i = 1 ,..., N

|w c i | −
N

i = 1

|w c i | = 6 −
i ∈ J w c

6 = 6 − 6 | Jw c
|

f w c (x ) =
N

i = 1

w c i x i + β

=
i ∈ J w c

w c i x i + 6 − 6 | Jw c
|

Si n c e ∀ i ∈ J w c
. [ si g n(w c i ) ≠ 0 , |w c i | = 6 , |x i | = 1], t hi s gi v e s:

∀ i ∈ J w c . wc i x i =






6 if si g n( w c i ) = x i

− 6 ot h er wi s e
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T h u s, t h e r a w o ut p ut c a n b e r ef or m ul at e d u si n g t h e si g n- m at c hi n g a n d si g n- mi s m at c hi n g s et s:

f w c
(x ) =

i ∈ J w c

w c i x i + 6 − 6 | Jw c
|

=

i ∈ J +
w c ⊙ x

6 +

i ∈ J −
w c ⊙ x

(− 6) + 6 − 6 | Jw c
|

= 6






i ∈ J +
w c ⊙ x

1 −

i ∈ J −
w c ⊙ x

1 + 1 − | J w c
|






= 6 | J +
w c ⊙ x | − | J −

w c ⊙ x | + 1 − | J w c |

= 6 1 − 2 | J −
w c ⊙ x | gi v e n | J +

w c ⊙ x | + | J −
w c ⊙ x | = | Jw c |

Si n c e | J −
w c ⊙ x | ∈ N , t h e u p p er b o u n d of 1 − 2 | J −

w c ⊙ x | i s 1, a n d ( 1 − 2 | J −
w c ⊙ x |) ∈ { 1 , − 1 , − 3 , − 5 , . . .} .

T h u s, f w c (x ) ∈ { 6 , − 6 , − 1 8 , − 3 0 , . . .} .

■

P r o p o si ti o n 4. 1. 2. C o n si d e r a di s c r eti s e d di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e d wit h N i n p ut s a n d

δ = − 1 , wit h w ei g ht s w d ∈ { − 6 , 0 , 6 } N a n d at l e a st o n e n o n- z e r o w ei g ht el e m e nt (i. e. | Jw d
| > 0 ).

Gi v e n a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N ( w hi c h c a n b e t h e a cti v ati o n o ut p ut f r o m a c o nj u n cti v e l a y e r ), t h e

n o d e’ s r a w o ut p ut will n e v e r b e 0, s p e ci fi c all y, f w d
(x ) = − 6 o r f w d

(x ) ≥ 6 .

T h e di sj u n cti v e c a s e f oll o w s t h e s a m e si g n- m at c hi n g a n al y si s a s Pr o p o siti o n 4. 1. 1 , b ut u s e s t h e

di sj u n cti v e bi a s fr o m E q u ati o n ( 4. 2 ) ( δ = − 1); t h e r e s ulti n g b o u n d o n t h e r a w o ut p ut i s t h e mirr or

i m a g e of t h e c o nj u n cti v e c a s e. A f ull pr o of i s gi v e n i n A p p e n di x A. 1 .

T hi s pr o p ert y of t h e r a w o ut p ut v al u e of a di s c r eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e m e a n s t h at t h e t a n h

a cti v ati o n will b e s at ur at e d a n d b e i n { − 1 , 1 } . H a vi n g t h e t a n h a cti v ati o n s at ur at e d all o w s t h e

di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e s t o b e c h ai n e d t o g et h er: t h e a cti v ati o n o ut p ut of a di s cr eti s e d n o d e

will al w a y s b e di s cr et e v al u e s { − 1 , 1 } a n d t h e s a m e pr o p ert y will h ol d f or t h e n e xt di s cr eti s e d n o d e

t a ki n g t h e pr e vi o u s n o d e’ s a cti v ati o n o ut p ut a s i n p ut.

4. 2 Bi di r e c ti o n al N e u r al- Bi v al e n t- L o gi c Tr a n sl a ti o n

O n c e a s e mi- s y m b oli c n o d e i s di s cr eti s e d, it c a n b e tr a n sl at e d t o a bi v al e nt l o gi c pr o gr a m, r e pr e s e nt e d

a s a n A S P pr o gr a m. T hi s s e cti o n d e m o n str at e s t h at s u c h a n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n i s

bi dir e cti o n al a n d m ai nt ai n s tr ut h v al u e e q ui v al e n c e b et w e e n t h e n o d e’ s s oft- v al u e d tr ut h t a bl e a n d

t h e A S P pr o gr a m’ s tr ut h t a bl e. M or e pr e ci s el y, t h e bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n of t h e n o d e gi v e n

a n i n p ut i s t h e s a m e a s t h e tr ut h v al u e of t h e r ul e h e a d e v al u at e d wit h t h e A S P pr o gr a m of t h e

r ul e a n d t h e f a ct s, a n d vi c e v er s a. B y e st a bli s hi n g t hi s e q ui v al e n c e i n b ot h dir e cti o n s, t hi s w or k

cl o s e s t h e bi dir e cti o n al c y cl e b et w e e n t h e n e ur al D N F m o d el a n d l o gi c al pr o gr a m s, t h er e b y o p e ni n g

a n e w r e s e ar c h dir e cti o n of i n c or p or ati n g l o gi c al pr o gr a m s i nt o n e ur al ar c hit e ct ur e s. S p e ci fi c all y,

C h a pt er 6 ill u str at e s t h e pr a cti c al i m pli c ati o n s of t hi s bi dir e cti o n alit y b y s h o wi n g h o w t h e n e ur al

D N F- M T m o d el c a n b e m o di fi e d wit h o ut r etr ai ni n g b y dir e ctl y alt eri n g it s l o gi c al pr o gr a m.

T o d e v el o p t hi s bi dir e cti o n al tr a n sl ati o n, t hi s s e cti o n fir st i ntr o d u c e s t h e s y m b oli s ati o n f u n cti o n,

t h e n d e m o n str at e s h o w t o tr a n sl at e a di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e t o a n A S P pr o gr a m a n d pr o v e s
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t h e tr ut h v al u e e q ui v al e n c e. S u b s e q u e ntl y, it pr e s e nt s t h e r e v er s e tr a n sl ati o n fr o m a r e stri ct e d f or m

of A S P pr o gr a m s t o di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e s, a g ai n wit h pr o v a bl e e q ui v al e n c e.

4. 2. 1 S y m b oli s a ti o n a n d P r o j e c ti o n

T o e st a bli s h a c orr e s p o n d e n c e b et w e e n t h e n u m eri c al r e pr e s e nt ati o n s of a n e ur al D N F m o d el a n d

t h e s y m b oli c r e pr e s e nt ati o n s of a l o gi c pr o gr a m, t w o f u n d a m e nt al f u n cti o n s ar e r e q uir e d. T h e fir st

i s a s y m b oli s ati o n f u n cti o n , w hi c h a s si g n s s y m b oli c n a m e s t o t h e n e ur al v ari a bl e s, t h er e b y cr e ati n g a

v o c a b ul ar y f or t h e l o gi c pr o gr a m. T h e s e c o n d i s a p r oj e cti o n f u n cti o n , w hi c h tr a n sl at e s t h e n u m eri c al

v al u e s or a cti v ati o n s of t h e s e v ari a bl e s i nt o l o gi c al f a ct s. T o g et h er, t h e s e f u n cti o n s f or m t h e bri d g e

b et w e e n t h e n e ur al a n d s y m b oli c d o m ai n s, e n a bli n g t h e bi dir e cti o n al tr a n sl ati o n t h at pr e s er v e s tr ut h

v al u e e q ui v al e n c e.

D e fi ni ti o n 4. 2. 1 ( S y m b oli s ati o n F u n cti o n) . C o n si d e r:

• t h e s et of v a ri a bl e s of a n e u r al D N F m o d el, i n cl u di n g i n p ut v a ri a bl e s X i ∈ { − 1 , 1 } , i ∈

{ 1 , . . . , Ni n p u t } , t a n h- a cti v at e d o ut p ut v a ri a bl e s Y c i ∈ (− 1 , 1) , i ∈ { 1 , . . . , Nc o nj u n c ti o n s } , w h e r e

c i i s t h e i-t h c o nj u n cti v e n o d e i n t h e c o nj u n cti v e l a y e r, a n d t a n h- a cti v at e d o ut p ut v a ri a bl e s

Y d i ∈ (− 1 , 1) , i ∈ { 1 , . . . , Ndi sj u n c ti o n s } , w h e r e di i s t h e i-t h di sj u n cti v e n o d e i n t h e di sj u n cti v e

l a y e r;

• a H e r b r a n d u ni v e r s e H U = { a i |i ∈ { 1 , . . . , Ni n p u t } } ∪ { c i |i ∈ { 1 , . . . , Nc o nj u n c ti o n s } } ∪ { d i |i ∈

{ 1 , . . . , Ndi sj u n c ti o n s } } .

T h e s y m b oli s ati o n f u n cti o n σ of a n e u r al D N F m o d el i s a f u n cti o n t h at m a p s t h e n e u r al v a ri a bl e s t o

t h e c o n st a nt s i n t h e H e r b r a n d u ni v e r s e:

σ (X i ) = a i f o r i n p ut v a ri a bl e s ( 4. 1 1)

σ (Y c i ) = c i f o r o ut p ut v a ri a bl e s of c o nj u n cti v e n o d e ci ( 4. 1 2)

σ (Y d i ) = d i f o r o ut p ut v a ri a bl e s of di sj u n cti v e n o d e di ( 4. 1 3)

T h e i n v er s e of σ i s d e n ot e d a s σ − 1 , a n d m a p s s y m b oli c pr e di c at e n a m e s b a c k t o t h e ori gi n al

n a m e s of i n p ut s or bi v al e nt i nt er pr et ati o n s of t h e n o d e s.

D e fi ni ti o n 4. 2. 2 ( Pr oj e cti o n F u n cti o n) . T h e p r oj e cti o n f u n cti o n φ σ of a n e u r al D N F m o d el i s a

f u n cti o n t h at m a p s t h e v al u e s o r t h e a cti v ati o n s of t h e n e u r al v a ri a bl e s t o f a ct s.

φ σ (X i ) = σ (X i ) if x i = 1 ( 4. 1 4)

φ σ (Y c i
) = σ (Y c i

) if y c i
> 0 ( 4. 1 5)

φ σ (Y d i
) = σ (Y d i

) if y d i
> 0 ( 4. 1 6)

T hi s f u n cti o n c a n b e u s e d t o t r a n sl at e a v e ct o r t o a s et of f a ct s. F o r i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N i n p u t ,

t a n h- a cti v at e d o ut p ut of c o nj u n cti v e n o d e c i y c i
∈ (− 1 , 1) N c o nj u n c ti o n s , a n d t a n h- a cti v at e d o ut p ut of

di sj u n cti v e n o d e d i y d i
∈ (− 1 , 1) N di sj u n c ti o n s , t h e p r oj e cti o n f u n cti o n φ σ a p pli e s t o e a c h el e m e nt of t h e
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v e ct o r a n d g e n e r at e s a s et of f a ct s:

φ σ (x ) = { σ (X i ) | i ∈ { 1 , . . . , Ni n p u t } , xi = 1 } ( 4. 1 7)

φ σ (y c i ) = { σ (Y c i ) | i ∈ { 1 , . . . , Nc o nj u n c ti o n s } , yc i > 0 } ( 4. 1 8)

φ σ (y d i
) = { σ (Y d i

) | i ∈ { 1 , . . . , Ndi sj u n c ti o n s } , yd i
> 0 } ( 4. 1 9)

4. 2. 2 N e u r al- t o- Bi v al e n t- L o gi c Tr a n sl a ti o n wi t h Tr u t h V al u e E q ui v al e n c e

T hi s s e cti o n d e m o n str at e s h o w t o tr a n sl at e a di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e t o a n A S P pr o gr a m

wit h t h e tr ut h v al u e e q ui v al e n c e. T h e f o c u s i s o n s ol vi n g t h e c o m bi n e d pr o gr a m of t h e r ul e tr a n sl at e d

fr o m a di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w ∈ { − 6 , 0 , 6 } N , a n d t h e f a ct s tr a n sl at e d fr o m

a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N . At a hi g h l e v el, t h e tr a n sl ati o n of a s e mi- s y m b oli c n o d e i s d o n e b y t a ki n g a n y

p o siti v e w ei g ht a n d i n cl u di n g t h e c orr e s p o n di n g i n p ut el e m e nt i n t h e r ul e b o d y; a n d a n y n e g ati v e

w ei g ht a n d i n cl u di n g t h e c orr e s p o n di n g i n p ut el e m e nt wit h eit h er cl a s si c al n e g ati o n or n e g ati o n a s

f ail ur e ( N A F) i n t h e r ul e b o d y. Si mil arl y, a n y p o siti v e i n p ut el e m e nt i s m a p p e d t o a f a ct; a n d a n y

n e g ati v e i n p ut el e m e nt i s eit h er m a p p e d t o a f a ct wit h cl a s si c al n e g ati o n or n ot i n cl u d e d a s p art

of t h e pr o gr a m. T h e i nf er e n c e r e s ult of t h e r ul e s i s t h e s a m e r e g ar dl e s s of w h et h er t h e cl a s si c al

n e g ati o n or N A F tr a n sl ati o n i s c h o s e n. T hi s t h e si s c h o o s e s t h e N A F st yl e of tr a n sl ati o n b a s e d o n

t h e pr oj e cti o n f u n cti o n d e fi n e d i n D e fi niti o n 4. 2. 2 , s o t h at if a f a ct i s n ot pr e s e nt, it i s c o n si d er e d a s

f al s e.

T h e f oll o wi n g d e fi n e s t h e A S P tr a n sl ati o n of a di s cr eti s e d s e mi- s y m b oli c n o d e a n d pr o v e s t h at

t h e s oft- v al u e d tr ut h t a bl e of t h e n o d e i s t h e s a m e a s t h e tr ut h t a bl e of t h e r ul e h e a d.

C o nj u n c ti v e N o d e

D e fi ni ti o n 4. 2. 3 ( A S P Tr a n sl ati o n of Di s cr eti s e d C o nj u n cti v e N o d e) . C o n si d e r a di s c r eti s e d c o n-

j u n cti v e n o d e wit h N i n p ut s, w ei g ht s w c , a n d δ = 1 . T h e n o d e s h o ul d h a v e at l e a st o n e n o n- z e r o

w ei g ht el e m e nt, i. e. | Jw c
| > 0 . T hi s di s c r eti s e d c o nj u n cti v e n o d e i s t r a n sl at e d t o a n A S P r ul e i n t h e

f o r m:

c ←

i ∈ J +
w c

a i ,

i ∈ J −
w c

(n o t a i ) ( 4. 2 0)

w h e r e J +
w c

i s t h e p o siti v e- si g n r el e v a nt s et a n d J −
w c

i s t h e n e g ati v e- si g n r el e v a nt s et d e fi n e d i n D ef-

i niti o n 4. 1. 6 . T h e i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N i s t r a n sl at e d t o a s et of f a ct s u si n g t h e p r oj e cti o n f u n cti o n

d e fi n e d i n D e fi niti o n 4. 2. 2 :

P x ,f a c t s = φ σ (x )

= { a i | i ∈ { 1 , . . . , N } , xi = 1 }
( 4. 2 1)

T h e o r e m 4. 2. 1. Gi v e n a di s c r eti s e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w c ∈ { − 6 , 0 , 6 } N

a n d it s t r a n sl at e d A S P r ul e wit h r ul e h e a d c b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 0 ), a n d

a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N a n d it s t r a n sl at e d f a ct s b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 1 ),

t h e bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n b c of t h e c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e f r o m t h e i n p ut x i s t h e

s a m e a s t h e t r ut h v al u e of t h e r ul e h e a d c e v al u at e d wit h t h e j oi nt A S P p r o g r a m of t h e t r a n sl at e d

r ul e a n d f a ct s.
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B ef or e t h e pr o of s k et c h a n d t h e f ull pr o of i n A p p e n di x A. 2 , a n e xt e n si o n t o t h e si g n- b a s e d i n d e x

n ot ati o n i s i ntr o d u c e d. T h e ar g u m e nt r e q uir e s r e a s o ni n g a b o ut t h e i nt er a cti o n b et w e e n t h e si g n s

of t h e w ei g ht v e ct or a n d t h e si g n s of t h e i n p ut v e ct or. T o f a cilit at e t hi s, a c o m p a ct n ot ati o n f or

r e pr e s e nti n g t h e i nt er s e cti o n of t w o si g n- b a s e d i n d e x s et s i s d e fi n e d.

D e fi ni ti o n 4. 2. 4 (I nt er s e cti o n of Si g n- B a s e d I n d e x S et s) . R e c all t h e d e fi niti o n of si g n- b a s e d i n d e x

n ot ati o n a s d e fi n e d i n D e fi niti o n 4. 1. 5 . C o n si d e r t w o si g n- b a s e d i n d e x s et s J o p 1
a a n d J o p 2

b t h at b ot h

o p e r at e o n t h e s a m e i n d e x s et J . T h e i nt e r s e cti o n of t h e s e t w o si g n- b a s e d i n d e x s et s i s r e p r e s e nt e d

a s J o p 1 , o p2

a ,b . T h at i s:

J o p 1 , o p2

a ,b = J o p 1
a ∩ J o p 2

b

= { i | i ∈ J , si g n (a i ) = o p 1 , si g n (b i ) = o p 2 }
( 4. 2 2)

w h e r e o p 1 , o p2 ∈ { + , − } .

P r o of s k et c h of T h e o r e m 4. 2. 1 . T h e pr o of pr o c e e d s i n t hr e e st e p s: ( 1) c h ar a ct eri s e t h e r a w o ut p ut

i n t e r m s of si g n a gr e e m e nt b et w e e n w c a n d x ; ( 2) r el at e t h e bi v al e nt i nt e r pr et ati o n t o t h e si g n of

t h at o ut p ut u si n g di s cr eti s ati o n; a n d ( 3) s h o w t h at t h e tr a n sl at e d A S P r ul e b o d y i s s ati s fi e d u n d er

t h e tr a n sl at e d f a ct s if a n d o nl y if t h e s a m e si g n c o n diti o n s h ol d.

S t e p 1 ( al g e b r ai c c h a r a c t e ri s a ti o n ). S plit J w c
i nt o t h e f o ur m ut u all y e x cl u si v e s u b s et s J + ,+

w c ,x ,

J + ,−
w c ,x , J − ,−

w c ,x , a n d J − ,+
w c ,x u si n g D e fi niti o n 4. 2. 4 . F or di s cr eti s e d w ei g ht s, t h e r a w o ut p ut si m pli fi e s t o

f w c
(x ) = 6 1 − 2 | J + ,−

w c ,x | − 2 | J − ,+
w c ,x | ( 4. 2 3)

s o o nl y si g n- mi s m at c h i n di c e s a ff e ct t h e v al u e.

S t e p 2 ( n e u r al bi v al e n t i n t e r p r e t a ti o n ). B y Pr o p o siti o n 4. 1. 1 , f w c
(x ) i s eit h er 6 or at m o st

− 6, h e n c e b c = ⊤ w h e n f w c
(x ) = 6 a n d b c = ⊥ ot h er wi s e.

S t e p 3 ( A S P e q ui v al e n c e ). F a ct s P x ,f a c t s c o nt ai n a i e x a ctl y w h e n x i = 1. T h e r ul e b o d y i n

E q u ati o n ( 4. 2 0 ) r e q uir e s e v er y p o siti v e- w ei g ht i n d e x t o a p p e ar a s a f a ct a n d e v er y n e g ati v e- w ei g ht

i n d e x n ot t o a p p e ar. E q u ati o n (4. 2 3 ) gi v e s f w c
(x ) = 6 if a n d o nl y if b ot h mi s m at c h s et s ar e e m pt y, i n

w hi c h c a s e t h e b o d y i s s ati s fi e d a n d c i s i n t h e a n s w er s et. If at l e a st o n e mi s m at c h i n d e x e xi st s, t h e n

eit h er s o m e r e q uir e d f a ct i s mi s si n g or s o m e n o t a i i s f al s e, t h e b o d y f ail s, a n d c i s n ot i n t h e a n s w er

s et. A c o m pl et e pr o of, i n cl u di n g t h e s u b c a s e s f or t h e l att er sit u ati o n, i s gi v e n i n A p p e n di x A. 2 . ■

Di sj u n c ti v e N o d e

D e fi ni ti o n 4. 2. 5 ( A S P Tr a n sl ati o n of Di s cr eti s e d Di sj u n cti v e N o d e) . C o n si d e r a di s c r eti s e d di s-

j u n cti v e n o d e wit h N i n p ut s ( p ot e nti all y f r o m a c o nj u n cti v e l a y e r ), w ei g ht s w d , a n d δ = − 1 . T h e

n o d e s h o ul d h a v e at l e a st o n e n o n- z e r o w ei g ht el e m e nt, i. e. | Jw d
| > 0 . T hi s di s c r eti s e d di sj u n cti v e

n o d e i s t r a n sl at e d t o a s et of A S P r ul e s wit h t h e s a m e r ul e h e a d d:

P w d ,r ul e s = d ← a i . | i ∈ J +
w d

∪ d ← n o t a i . | i ∈ J −
w d

( 4. 2 4)
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w h e r e J +
w d

i s t h e p o siti v e- si g n r el e v a nt s et a n d J −
w d

i s t h e n e g ati v e- si g n r el e v a nt s et d e fi n e d i n D ef-

i niti o n 4. 1. 6 . T h e i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N i s t r a n sl at e d t o a s et of f a ct s u si n g t h e p r oj e cti o n f u n cti o n

d e fi n e d i n D e fi niti o n 4. 2. 2 :

P x ,f a c t s = φ σ (x )

= { a i | i ∈ { 1 , . . . , N } , xi = 1 }
( 4. 2 5)

N ot e t h at t h e lit e r al s will b e c i i n st e a d of ai i n b ot h P w d ,r ul e s a n d P x ,f a c t s if t h e i n p ut s t o t h e

di sj u n cti v e n o d e a r e o ut p ut s f r o m a c o nj u n cti v e l a y e r.

T h e o r e m 4. 2. 2. Gi v e n a di s c r eti s e d di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w d ∈ { − 6 , 0 , 6 } N

a n d it s t r a n sl at e d A S P r ul e s wit h r ul e h e a d d b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 4 ), a n d

a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N a n d it s t r a n sl at e d f a ct s b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 5 ),

t h e bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n b d of t h e di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e f r o m t h e i n p ut x i s t h e

s a m e a s t h e t r ut h v al u e of t h e r ul e h e a d d e v al u at e d wit h t h e j oi nt A S P p r o g r a m of t h e t r a n sl at e d

r ul e s a n d f a ct s.

P r o of s k et c h of T h e o r e m 4. 2. 2 . T h e s a m e si g n-i n d e x d e c o m p o siti o n a s f or T h e or e m 4. 2. 1 a p pli e s,

b ut wit h t h e di sj u n cti v e bi a s fr o m E q u ati o n ( 4. 2 ) ( δ = − 1). F or di s cr eti s e d w ei g ht s, t h e r a w o ut p ut

s ati s fi e s

f w d
(x ) = 6 2 | J + ,+

w d ,x | + 2 | J − ,−
w d ,x | − 1 ( 4. 2 6)

B y Pr o p o siti o n 4. 1. 2 , b d = ⊤ w h e n f w d
(x ) ≥ 6 a n d b d = ⊥ w h e n f w d

(x ) = − 6. T h e tr a n sl at e d

pr o gr a m i n E q u ati o n ( 4. 2 4 ) d eri v e s d w h e n at l e a st o n e r ul e b o d y h ol d s: eit h er s o m e i ∈ J +
w d

h a s a i

a m o n g t h e f a ct s, or s o m e i ∈ J −
w d

h a s a i a b s e nt. E q u ati o n ( 4. 2 6 ) s h o w s t h at f w d
(x ) ≥ 6 if a n d o nl y

if at l e a st o n e si g n- m at c hi n g i n d e x e xi st s i n J + ,+
w d ,x ∪ J − ,−

w d ,x , w hi c h i s e x a ctl y w h e n s o m e tr a n sl at e d

r ul e b o d y i s tr u e. W h e n b ot h m at c hi n g s et s ar e e m pt y, e v er y r ul e b o d y f ail s a n d d i s n ot i n t h e

a n s w er s et, m at c hi n g f w d
(x ) = − 6. A c o m pl et e pr o of i s gi v e n i n A p p e n di x A. 2 . ■

Tr a n sl a ti o n of Di s c r e ti s e d N e u r al D N F M o d el

H a vi n g e st a bli s h e d t h e tr a n sl ati o n of i n di vi d u al di s cr eti s e d c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e n o d e s t o

A S P r ul e s, t hi s s e cti o n pr e s e nt s t h e tr a n sl ati o n of a c o m pl et e di s cr eti s e d n e ur al D N F m o d el t o a n

A S P pr o gr a m. A n e ur al D N F m o d el c o n si st s of a l a y er of c o nj u n cti v e n o d e s f oll o w e d b y a l a y er

of di sj u n cti v e n o d e s. T h e tr a n sl ati o n of t h e f ull m o d el n at ur all y c o m p o s e s t h e tr a n sl ati o n s of it s

c o n stit u e nt l a y er s, yi el di n g a n A S P pr o gr a m w h o s e i nf er e n c e r e s ult s c orr e s p o n d t o t h e bi v al e nt

i nt er pr et ati o n s of t h e n e ur al m o d el.

D e fi ni ti o n 4. 2. 6 ( A S P Tr a n sl ati o n of Di s cr eti s e d N e ur al D N F M o d el) . C o n si d e r a di s c r eti s e d

n e u r al D N F m o d el wit h:

• N i n p u t i n p ut v a ri a bl e s;

• N c o nj c o nj u n cti v e n o d e s i n t h e c o nj u n cti v e l a y e r, w h e r e t h e j -t h c o nj u n cti v e n o d e h a s a w ei g ht

v e ct o r w c j ∈ { − 6 , 0 , 6 } N i n p u t ;

• N di sj di sj u n cti v e n o d e s i n t h e di sj u n cti v e l a y e r, w h e r e t h e k -t h di sj u n cti v e n o d e h a s a w ei g ht

v e ct o r w d k
∈ { − 6 , 0 , 6 } N c o nj .
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T h e c o m pl et e A S P p r o g r a m P N D N F t r a n sl at e d f r o m t hi s n e u r al D N F m o d el c o n si st s of t w o s et s of

r ul e s:

P N D N F = P c o nj ∪ P di sj ( 4. 2 7)

w h e r e P c o nj i s t h e s et of r ul e s t r a n sl at e d f r o m t h e c o nj u n cti v e l a y e r a n d P di sj i s t h e s et of r ul e s

t r a n sl at e d f r o m t h e di sj u n cti v e l a y e r.

C o nj u n c ti v e L a y e r Tr a n sl a ti o n. E a c h c o nj u n cti v e n o d e c j wit h at l e a st o n e n o n- z e r o w ei g ht

(i. e. | Jw c j
| > 0 ) i s t r a n sl at e d t o a n A S P r ul e f oll o wi n g D e fi niti o n 4. 2. 3 :

P c o nj =





c j ←

i ∈ J +
w c j

a i ,

i ∈ J −
w c j

(n o t a i ) j ∈ { 1 , . . . , Nc o nj } , | Jw c j
| > 0





( 4. 2 8)

w h e r e a i d e n ot e s t h e i-t h i n p ut lit e r al a n d c j d e n ot e s t h e r ul e h e a d c o r r e s p o n di n g t o t h e j -t h c o n-

j u n cti v e n o d e.

Di sj u n c ti v e L a y e r Tr a n sl a ti o n. E a c h di sj u n cti v e n o d e d k wit h at l e a st o n e n o n- z e r o w ei g ht (i. e.

| Jw d k
| > 0 ) i s t r a n sl at e d t o a s et of A S P r ul e s f oll o wi n g D e fi niti o n 4. 2. 5 :

P di sj =
k ∈ { 1 ,..., Ndi sj }

| Jw d k
|> 0

d k ← c j | j ∈ J +
w d k

∪ d k ← n o t c j | j ∈ J −
w d k

( 4. 2 9)

w h e r e c j d e n ot e s t h e j -t h c o nj u n cti o n lit e r al ( c o r r e s p o n di n g t o t h e o ut p ut of t h e j -t h c o nj u n cti v e

n o d e ) a n d d k d e n ot e s t h e r ul e h e a d c o r r e s p o n di n g t o t h e k -t h di sj u n cti v e n o d e.

I n p u t Tr a n sl a ti o n. Gi v e n a n i n p ut v e ct o r x ∈ { − 1 , 1 } N i n p u t , t h e s et of f a ct s i s g e n e r at e d u si n g

t h e p r oj e cti o n f u n cti o n f r o m D e fi niti o n 4. 2. 2 :

P x ,f a c t s = φ σ (x ) = { a i | i ∈ { 1 , . . . , Ni n p u t } , xi = 1 } ( 4. 3 0)

T h e c o m bi n e d A S P pr o gr a m P x ,f a c t s ∪ P N D N F f or m s a str ati fi e d l o gi c pr o gr a m, w h er e t h e c o nj u n c-

ti v e l a y er r ul e s d e p e n d o nl y o n i n p ut f a ct s a n d t h e di sj u n cti v e l a y er r ul e s d e p e n d o nl y o n c o nj u n cti v e

l a y er at o m s. T hi s str ati fi c ati o n e n s ur e s t h at t h e pr o gr a m h a s a u ni q u e a n s w er s et, w hi c h c a n b e

c o m p ut e d i n t w o st a g e s: fir st d eri vi n g t h e tr ut h v al u e s of t h e c o nj u n cti v e at o m s fr o m t h e i n p ut

f a ct s, t h e n d eri vi n g t h e tr ut h v al u e s of t h e di sj u n cti v e at o m s fr o m t h e c o nj u n cti v e at o m s.

C o r oll a r y 4. 2. 1 ( Tr ut h V al u e E q ui v al e n c e of N e ur al D N F M o d el Tr a n sl ati o n) . Gi v e n a di s c r eti s e d

n e u r al D N F m o d el a n d it s t r a n sl at e d A S P p r o g r a m P N D N F a s d e fi n e d i n D e fi niti o n 4. 2. 6 , a n d a n

i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N i n p u t wit h it s t r a n sl at e d f a ct s P x ,f a c t s , t h e f oll o wi n g h ol d s f o r all di sj u n cti v e n o d e s

d k wit h | Jw d k
| > 0 :

b d k
= ⊤ ⇐ ⇒ d k ∈ A S (P x ,f a c t s ∪ P N D N F ) ( 4. 3 1)

w h e r e b d k
i s t h e bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n of t h e k -t h di sj u n cti v e n o d e a n d A S(·) d e n ot e s t h e

a n s w e r s et of t h e p r o g r a m.
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T hi s c or oll ar y f oll o w s dir e ctl y fr o m t h e c o m p o siti o n al a p pli c ati o n of T h e or e m 4. 2. 1 a n d T h e o-

r e m 4. 2. 2 . T h e c o nj u n cti v e l a y er tr a n sl ati o n pr e s er v e s tr ut h v al u e s b et w e e n t h e n e ur al a cti v ati o n s

a n d t h e d eri v e d c o nj u n cti v e at o m s, a n d t h e di sj u n cti v e l a y er tr a n sl ati o n pr e s er v e s tr ut h v al u e s b e-

t w e e n t h e n e ur al a cti v ati o n s a n d t h e d eri v e d di sj u n cti v e at o m s gi v e n t h e i nt er m e di at e c o nj u n cti v e

l a y er o ut p ut s. Si n c e t h e di sj u n cti v e l a y er t a k e s t h e c o nj u n cti v e l a y er’ s o ut p ut s a s i n p ut s, t h e c o m p o-

siti o n of t h e s e t w o tr a n sl ati o n s pr e s er v e s t h e o v er all tr ut h v al u e e q ui v al e n c e fr o m i n p ut s t o o ut p ut s.

E x a m pl e 4. 2. 1: Tr a n sl a ti o n of a Di s c r e ti s e d N e u r al D N F M o d el

C o n si d er a di s cr eti s e d n e ur al D N F m o d el f or a m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n t a s k wit h 5 i n p ut

v ari a bl e s, 4 c o nj u n cti v e n o d e s, a n d 3 di sj u n cti v e n o d e s (r e pr e s e nti n g t hr e e l a b el s). T h e

w ei g ht m atri c e s ar e:

W c o nj =









6 0 0 0 0

0 − 6 0 − 6 0

0 0 − 6 0 0

0 0 0 6 6









W di sj =






6 0 0 0

0 − 6 6 0

0 0 0 − 6






w h er e r o w j of W c o nj c orr e s p o n d s t o w c j a n d r o w k of W di sj c orr e s p o n d s t o w d k
. A n d t h e

bi a s e s ar e:

β c o nj =









0

− 6

0

− 6









β di sj =






0

6

0






F or i n p ut x = [ 1 , 1 , 1 , − 1 , − 1], t h e o ut p ut of t h e n e ur al D N F m o d el i s:

c = t a n h( W c o nj x + β c o nj ) =









1

− 1

− 1

− 1









d = t a n h( W di sj c + β di sj ) =






1

1

1






T h e bi v al e nt i nt er pr et ati o n s of t h e a cti v ati o n s of t h e c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e n o d e s i n

t h e n e ur al D N F m o d el ar e:

[b c 1 , bc 2 , bc 3 , bc 4 ] = [⊤ , ⊥ , ⊥ , ⊥ ]

[b d 1 , bd 2 , bd 3 ] = [⊤ , ⊤ , ⊤ ]
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T h e tr a n sl at e d A S P pr o gr a m of t hi s n e ur al D N F m o d el i s P N D N F = P c o nj ∪ P di sj , w h er e:

P c o nj =






c 1 ← a 1 .

c 2 ← n o t a 2 , n o t a 4 .

c 3 ← n o t a 3 .

c 4 ← a 4 , a 5 .






P di sj =






d 1 ← c 1 .

d 2 ← n o t c 2 .

d 2 ← c 3 .

d 3 ← n o t c 4 .






F or i n p ut x = [ 1 , 1 , 1 , − 1 , − 1], t h e f a ct s ar e P x ,f a c t s = { a 1 , a 2 , a 3 } . C o m p uti n g t h e a n s w er s et

of t h e c o m bi n e d pr o gr a m P x ,f a c t s ∪ P N D N F gi v e s:

A S (P x ,f a c t s ∪ P N D N F ) = { a 1 , a 2 , a 3 , c 1 , d 1 , d 2 , d 3 }

T h e n o d e s wit h tr u e bi v al e nt i nt er pr et ati o n s ( b c 1 , b d 1 , b d 2 , b d 3 ) c orr e s p o n d e x a ctl y t o t h e

d eri v e d at o m s i n t h e a n s w er s et ( c 1 , d1 , d2 , d3 ), c o n fir mi n g t h e tr ut h v al u e e q ui v al e n c e

b et w e e n t h e n e ur al D N F m o d el a n d it s tr a n sl at e d A S P pr o gr a m.



5 6 C H A P T E R 4. S E MI- S Y M B O LI C N O D E S A N D N E U R A L D N F M O D E L

Al g o ri t h m 3 N e ur al D N F t o A S P Tr a n sl ati o n

I n p u t: Di s cr eti s e d n e ur al  D N F  m o d el  wit h c o nj u n cti v e  w ei g ht  m atri x W c o nj ∈
{ − 6 , 0 , 6 } N c o n j × N i n p u t , di sj u n cti v e w ei g ht m atri x W di sj ∈ { − 6 , 0 , 6 } N d i s j × N c o n j , a n d i n p ut
v e ct or x ∈ { − 1 , 1 } N i n p u t

O u t p u t: A S P pr o gr a m P N D N F a n d s et of f a ct s P x ,f a c t s

1: p r o c e d u r e T r a n s l a t e C o n j L a y e r (W c o nj )
2: P c o nj ← ∅
3: f o r j ∈ { 1 , . . . , Nc o nj } d o
4: J +

w c j
← { i | w c j , i = 6 } , J −

w c j
← { i | w c j , i = − 6 }

5: if | J +
w c j

∪ J −
w c j

| > 0 t h e n

6: A d d r ul e c j ← i ∈ J +
w c j

a i , i ∈ J −
w c j

(n o t a i ) t o P c o nj

7: r e t u r n P c o nj

8: p r o c e d u r e T r a n s l a t e Di s j L a y e r (W di sj )
9: P di sj ← ∅

1 0: f o r k ∈ { 1 , . . . , Ndi sj } d o
1 1: J +

w d k
← { j | w d k , j = 6 } , J −

w d k
← { j | w d k , j = − 6 }

1 2: if | J +
w d k

∪ J −
w d k

| > 0 t h e n

1 3: f o r j ∈ J +
w d k

d o

1 4: A d d r ul e d k ← c j t o P di sj

1 5: f o r j ∈ J −
w d k

d o

1 6: A d d r ul e d k ← n o t c j t o P di sj

1 7: r e t u r n P di sj

1 8: P c o nj ← T r a n s l a t e C o n j L a y e r (W c o nj )
1 9: P di sj ← T r a n s l a t e Di s j L a y e r (W di sj )
2 0: P N D N F ← P c o nj ∪ P di sj

2 1: P x ,f a c t s ← { a i | i ∈ { 1 , . . . , Ni n p u t} , xi = 1 } ▷ Tr a n sl at e i n p ut v e ct or t o f a ct s
2 2: r e t u r n P N D N F , P x ,f a c t s
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4. 2. 3 Bi v al e n t- L o gi c- t o- N e u r al Tr a n sl a ti o n wi t h Tr u t h V al u e E q ui v al e n c e

T hi s s e cti o n d e m o n str at e s h o w t o tr a n sl at e a s t r a ti fi e d A S P pr o gr a m t o a di s cr eti s e d n e ur al D N F

m o d el wit h tr ut h v al u e e q ui v al e n c e. T h e tr a n sl ati o n i s d e v el o p e d i n c r e m e nt all y: t h e fir st t w o s u b-

s e cti o n s e st a bli s h tr a n sl ati o n s f or i n di vi d u al r ul e f or m s ( a si n gl e c o nj u n cti o n r ul e, a n d a gr o u p of

di sj u n cti o n r ul e s s h ari n g t h e s a m e h e a d), b ef or e t h e t hir d s u b s e cti o n c o m bi n e s t h e s e i nt o a f ull tr a n s-

l ati o n f or a c o m pl et e str ati fi e d A S P pr o gr a m ( D e fi niti o n 4. 2. 9 ). Str ati fi c ati o n i s t h e k e y str u ct ur al

a s s u m pti o n t h at m a k e s t h e c o m p o siti o n al tr a n sl ati o n c orr e ct: it e n s ur e s a w ell- d e fi n e d t w o-l e v el

e v al u ati o n or d er (i n p ut f a ct s → c o nj u n cti o n r ul e s → di sj u n cti o n r ul e s) wit h n o cir c ul ar d e p e n d e n-

ci e s. N ot e t h at c o n str ai nt s, a g gr e g ati o n s, or c h oi c e r ul e s c a n n ot b e tr a n sl at e d i nt o a di s cr eti s e d

s e mi- s y m b oli c n o d e. F urt h er m or e, if t h e A S P pr o gr a m i s fir st- or d er, it m u st b e gr o u n d e d b ef or e

tr a n sl ati o n.

P u r e C o nj u n c ti o n R ul e

D e fi ni ti o n 4. 2. 7 ( Tr a n sl ati o n of Si n gl e R ul e t o Di s cr eti s e d C o nj u n cti v e S e mi- S y m b oli c N o d e) .

T h e r e a r e N di ff e r e nt p o s si bl e f a ct s a 1 , a 2 , . . . , a N . C o n si d e r a n A S P r ul e wit h h e a d h c i n t h e f o r m:

h c ←

i ∈ J +
w c

a i ,

i ∈ J −
w c

(n o t a i ) ( 4. 3 2)

w h e r e J +
w c

i s t h e s et of i n di c e s of t h e p o siti v e lit e r al s i n t h e r ul e, a n d J −
w c

i s t h e s et of i n di c e s of t h e

n e g at e d lit e r al s i n t h e r ul e. T h e f oll o wi n g c o n diti o n s h ol d:

J +
w c

⊆ { 1 , . . . , N } , J −
w c

⊆ { 1 , . . . , N } ,| J +
w c

| ≥ 0 , | J −
w c

| ≥ 0 ( 4. 3 3)

J +
w c

∩ J −
w c

= ∅ ( 4. 3 4)

T h e r el e v a nt s et i s d e fi n e d a s J w c
= J +

w c
∪ J −

w c
, a n d | Jw c

|̸= 0 .

N ot e t h at h c c a n n ot a p p e a r i n t h e b o d y of t h e r ul e, t h at i s, h c ≠ a i f o r a n y i ∈ { 1 , . . . , N } .

T hi s r ul e c a n b e t r a n sl at e d t o a c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h N i n p ut s a n d δ = 1 , a n d

it s w ei g ht v e ct o r w c ∈ { − 6 , 0 , 6 } N , w h e r e:

w c , i =






6 if i ∈ J +
w c

− 6 if i ∈ J −
w c

0 ot h e r wi s e

( 4. 3 5)

A s et of f a ct s P x ,f a c t s ⊆ { a i | i ∈ { 1 , . . . , N } } i s t r a n sl at e d t o a n i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } N a s:

∀ i ∈ { 1 , . . . , N } . xi =






1 if ai ∈ P x ,f a c t s

− 1 ot h e r wi s e
( 4. 3 6)

T h e o r e m 4. 2. 3. Gi v e n a n A S P r ul e i n t h e f o r m of ( 4. 3 2 ) wit h h e a d h c t h at s ati s fi e s t h e c o n diti o n s

d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 3 3 ) a n d ( 4. 3 4 ) a n d it s t r a n sl at e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s

b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 3 5 ), a n d t h e s et of f a ct s A S P p r o g r a m a n d it s t r a n s-

l at e d i n p ut v e ct o r b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n (4. 3 6 ), t h e t r ut h v al u e of h c e v al u at e d
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wit h t h e j oi nt A S P p r o g r a m of t h e r ul e a n d f a ct s i s t h e s a m e a s t h e bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n b c

of t h e t r a n sl at e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e c o m p ut e d f r o m t h e t r a n sl at e d i n p ut v e ct o r.

P r o of s k et c h of T h e o r e m 4. 2. 3 . T h e tr a n sl at e d n o d e u s e s t h e s a m e w ei g ht s a n d i n p ut e n c o di n g a s

t h e n e ur al-t o-l o gi c dir e cti o n, s o E q u ati o n ( 4. 2 3 ) still c h ar a ct eri s e s f w c (x ). If t h e r ul e h e a d h c i s i n

t h e a n s w er s et, it s b o d y r e q uir e s x i = 1 f or all i ∈ J +
w c

a n d x i = − 1 f or all i ∈ J −
w c

, h e n c e b ot h

mi s m at c h s et s a r e e m pt y a n d f w c (x ) = 6, s o b c = ⊤ . If h c i s n ot i n t h e a n s w er s et, at l e a st o n e

p o siti v e lit er al i s f al s e or o n e N A F lit er al i s f al s e u n d er t h e f a ct s, w hi c h pl a c e s at l e a st o n e i n d e x i n

J + ,−
w c ,x or J − ,+

w c ,x , gi vi n g f w c (x ) ≤ − 6 a n d b c = ⊥ . A c o m pl et e pr o of i s gi v e n i n A p p e n di x A. 2 . ■

M ul ti pl e R ul e s wi t h t h e S a m e R ul e H e a d

D e fi ni ti o n 4. 2. 8 ( Tr a n sl ati o n of M ulti pl e R ul e s t o Di s cr eti s e d Di sj u n cti v e S e mi- S y m b oli c N o d e) .

C o n si d e r m ulti pl e A S P r ul e s wit h t h e s a m e r ul e h e a d h d , wit h N di ff e r e nt p o s si bl e f a ct s a 1 , a 2 , . . . , a N

i n t h e b o d y. T h e s et of r ul e s i s i n t h e f o r m of:

P w d ,r ul e s = h d ← a i . | i ∈ J +
w d

∪ h d ← n o t a i . | i ∈ J −
w d

( 4. 3 7)

w h e r e J +
w d

i s t h e s et of i n di c e s of t h e p o siti v e lit e r al s, a n d J −
w d

i s t h e s et of i n di c e s of t h e n e g at e d

lit e r al s. T h e f oll o wi n g c o n diti o n s h ol d:

J +
w d

⊆ { 1 , . . . , N } , J −
w d

⊆ { 1 , . . . , N } ,| J +
w d

| ≥ 0 , | J −
w d

| ≥ 0 ( 4. 3 8)

J +
w d

∩ J −
w d

= ∅ ( 4. 3 9)

T h e r el e v a nt s et i s d e fi n e d a s J w d
= J +

w d
∪ J −

w d
, a n d | Jw d

|̸= 0 .

N ot e t h at h d c a n n ot a p p e a r i n t h e b o d y of t h e r ul e s, t h at i s, h d ≠ a i f o r a n y i ∈ { 1 , . . . , N } .

T hi s p r o g r a m c a n b e t r a n sl at e d t o a di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h N i n p ut s a n d δ = − 1 ,

a n d it s w ei g ht v e ct o r w d ∈ { − 6 , 0 , 6 } N , w h e r e:

w d , i =






6 if i ∈ J +
w d

− 6 if i ∈ J −
w d

0 ot h e r wi s e

( 4. 4 0)

A s et of f a ct s P x ,f a c t s ⊆ { a i | i ∈ { 1 , . . . , N } } i s t r a n sl at e d t o a n i n p ut v e ct o r x ∈ { − 1 , 1 } N a s:

∀ i ∈ { 1 , . . . , N } . xi =






1 if ai ∈ P x ,f a c t s

− 1 ot h e r wi s e
( 4. 4 1)

N ot e t h at t h e r ul e s i n P w d ,r ul e s all h a v e o nl y o n e b o d y lit er al. F or r ul e s t h at h a v e m or e t h a n o n e

b o d y lit er al, a n a u xili ar y pr e di c at e c a n b e i n v e nt e d t o r e pr e s e nt t h e c o nj u n cti o n of t h e b o d y lit e r al s

b ef or e h a n d t o m at c h t h e f or m.

T h e o r e m 4. 2. 4. Gi v e n s o m e A S P r ul e s wit h t h e s a m e r ul e h e a d h d i n t h e f o r m of (4. 3 7 ) t h at

s ati s fi e s t h e c o n diti o n s d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 3 8 ) a n d ( 4. 3 9 ) a n d it s t r a n sl at e d di sj u n cti v e s e mi-

s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 4 0 ), a n d t h e s et of f a ct s

A S P p r o g r a m a n d it s t r a n sl at e d i n p ut v e ct o r b a s e d o n t h e t r a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 4 1 ),
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t h e t r ut h v al u e of h d e v al u at e d wit h t h e j oi nt A S P p r o g r a m of t h e r ul e s a n d f a ct s i s t h e s a m e a s t h e

bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n b d of t h e t r a n sl at e d di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e c o m p ut e d f r o m t h e

t r a n sl at e d i n p ut v e ct o r.

P r o of s k et c h of T h e o r e m 4. 2. 4 . A s a b o v e, E q u ati o n ( 4. 2 6 ) a p pli e s t o t h e tr a n sl at e d di sj u n cti v e n o d e.

H e a d h d i s i n t h e a n s w e r s et w h e n at l e a st o n e r ul e b o d y i s s ati s fi e d, w hi c h f or c e s at l e a st o n e i n d e x

i n J + ,+
w d ,x or J − ,−

w d ,x , h e n c e f w d
(x ) ≥ 6 a n d b d = ⊤ . If n o b o d y i s s ati s fi e d, e v er y i ∈ J +

w d
h a s x i = − 1

a n d e v er y i ∈ J −
w d

h a s x i = 1, b ot h m at c hi n g s et s ar e e m pt y, f w d
(x ) = − 6, a n d b d = ⊥ . A c o m pl et e

pr o of i s gi v e n i n A p p e n di x A. 2 . ■

Tr a n sl a ti o n of S t r a ti fi e d A S P P r o g r a m

H a vi n g e st a bli s h e d t h e tr a n sl ati o n of i n di vi d u al A S P r ul e s t o c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e s e mi-

s y m b oli c n o d e s, t hi s s e cti o n pr e s e nt s t h e tr a n sl ati o n of a c o m pl et e str ati fi e d A S P pr o gr a m t o a

di s cr eti s e d n e ur al D N F m o d el. T h e A S P pr o gr a m m u st s ati sf y c ert ai n str u ct ur al c o n str ai nt s t o b e

tr a n sl at a bl e: it m u st b e str ati fi e d wit h t w o l e v el s ( c o nj u n cti o n r ul e s f oll o w e d b y di sj u n cti o n r ul e s),

a n d it c a n n ot c o nt ai n c o n str ai nt s, a g gr e g ati o n s, c h oi c e r ul e s, or r e c ur si v e d e fi niti o n s.

D e fi ni ti o n 4. 2. 9 ( Tr a n sl at a bl e Str ati fi e d A S P Pr o gr a m) . A t r a n sl at a bl e st r ati fi e d A S P p r o -

g r a m P c o n si st s of:

• A s et of N i n p u t p o s si bl e i n p ut f a ct s { a 1 , . . . , a N i n p u t } ;

• A s et of N c o nj c o nj u n cti o n r ul e s P c o nj , w h e r e e a c h r ul e j ∈ { 1 , . . . , Nc o nj } h a s a di sti n ct h e a d

c j a n d i s i n t h e f o r m of E q u ati o n ( 4. 3 2 ):

c j ←

i ∈ J +
w c j

a i ,

i ∈ J −
w c j

(n o t a i )

w h e r e t h e b o d y c o nt ai n s o nl y i n p ut lit e r al s a i ;

• A s et of N di sj g r o u p s of di sj u n cti o n r ul e s P di sj , w h e r e e a c h g r o u p k ∈ { 1 , . . . , Ndi sj } s h a r e s t h e

s a m e h e a d d k a n d i s i n t h e f o r m of E q u ati o n ( 4. 3 7 ):

P w d k
,r ul e s = d k ← c j | j ∈ J +

w d k
∪ d k ← n o t c j | j ∈ J −

w d k

w h e r e t h e b o d y c o nt ai n s o nl y c o nj u n cti o n lit e r al s c j .

T h e p r o g r a m i s st r ati fi e d: st r at u m 0 c o nt ai n s t h e i n p ut f a ct s, st r at u m 1 c o nt ai n s t h e c o nj u n cti o n

r ul e s ( w h o s e b o di e s d e p e n d o nl y o n st r at u m 0 ), a n d st r at u m 2 c o nt ai n s t h e di sj u n cti o n r ul e s ( w h o s e

b o di e s d e p e n d o nl y o n st r at u m 1 ).

D e fi ni ti o n 4. 2. 1 0 ( N e ur al D N F Tr a n sl ati o n of Str ati fi e d A S P Pr o gr a m) . Gi v e n a t r a n sl at a bl e

st r ati fi e d A S P p r o g r a m P = P c o nj ∪ P di sj a s d e fi n e d i n D e fi niti o n 4. 2. 9 , t h e p r o g r a m i s t r a n sl at e d t o

a di s c r eti s e d n e u r al D N F m o d el a s f oll o w s:

C o nj u n c ti v e L a y e r Tr a n sl a ti o n. E a c h c o nj u n cti o n r ul e wit h h e a d c j i s t r a n sl at e d t o a c o nj u n c-

ti v e s e mi- s y m b oli c n o d e f oll o wi n g D e fi niti o n 4. 2. 7 . T h e c o nj u n cti v e l a y e r h a s N c o nj n o d e s, wit h e a c h

n o d e j h a vi n g w ei g ht v e ct o r w c j
∈ { − 6 , 0 , 6 } N i n p u t d e fi n e d b y E q u ati o n ( 4. 3 5 ).
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Di sj u n c ti v e L a y e r Tr a n sl a ti o n. E a c h g r o u p of di sj u n cti o n r ul e s wit h h e a d d k i s t r a n sl at e d t o

a di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e f oll o wi n g D e fi niti o n 4. 2. 8 . T h e di sj u n cti v e l a y e r h a s N di sj n o d e s,

wit h e a c h n o d e k h a vi n g w ei g ht v e ct o r w d k
∈ { − 6 , 0 , 6 } N c o nj d e fi n e d b y E q u ati o n ( 4. 4 0 ).

I n p u t Tr a n sl a ti o n. A s et of i n p ut f a ct s P x ,f a c t s ⊆ { a i | i ∈ { 1 , . . . , Ni n p u t } } i s t r a n sl at e d t o a n

i n p ut v e ct o r x ∈ { − 1 , 1 } N i n p u t f oll o wi n g E q u ati o n (4. 3 6 ).

C o r oll a r y 4. 2. 2 ( Tr ut h V al u e E q ui v al e n c e of Str ati fi e d A S P Tr a n sl ati o n) . Gi v e n a t r a n sl at a bl e

st r ati fi e d A S P p r o g r a m P a n d it s t r a n sl at e d di s c r eti s e d n e u r al D N F m o d el a s d e fi n e d i n D e fi ni-

ti o n 4. 2. 1 0 , a n d a s et of i n p ut f a ct s P x ,f a c t s wit h it s t r a n sl at e d i n p ut v e ct o r x , t h e f oll o wi n g h ol d s

f o r all di sj u n cti o n r ul e h e a d s dk :

d k ∈ A S (P x ,f a c t s ∪ P ) ⇐ ⇒ b d k
= ⊤ ( 4. 4 2)

w h e r e A S (·) d e n ot e s t h e a n s w e r s et of t h e p r o g r a m a n d b d k
i s t h e bi v al e nt l o gi c al i nt e r p r et ati o n of

t h e k -t h di sj u n cti v e n o d e.

T hi s c or oll ar y f oll o w s dir e ctl y fr o m t h e c o m p o siti o n al a p pli c ati o n of T h e or e m 4. 2. 3 a n d T h e o-

r e m 4. 2. 4 . T h e str ati fi c ati o n e n s ur e s t h at t h e c o nj u n cti o n r ul e s ar e e v al u at e d fir st u si n g o nl y t h e

i n p ut f a ct s, a n d t h e di sj u n cti o n r ul e s ar e e v al u at e d s e c o n d u si n g o nl y t h e d e ri v e d c o nj u n cti o n at o m s.

Si n c e t h e n e ur al D N F m o d el’ s f or w ar d p a s s c o m p ut e s t h e c o nj u n cti v e l a y er o ut p ut s b ef or e t h e di s-

j u n cti v e l a y er o ut p ut s, t h e c o m p o siti o n al a p pli c ati o n of t h e t w o t h e or e m s pr e s er v e s t h e o v er all tr ut h

v al u e e q ui v al e n c e.

E x a m pl e 4. 2. 2: Tr a n sl a ti o n of a S t r a ti fi e d A S P P r o g r a m

C o n si d er t h e f oll o wi n g str ati fi e d A S P pr o gr a m wit h 4 i n p ut f a ct s, 3 c o nj u n cti o n r ul e s, a n d 2

gr o u p s of di sj u n cti o n r ul e s:

P c o nj =






c 1 ← a 1 , a 2 .

c 2 ← a 3 , n o t a 4 .

c 3 ← n o t a 1 , n o t a 2 .






P di sj =






d 1 ← c 1 .

d 1 ← c 2 .

d 2 ← n o t c 1 .

d 2 ← c 3 .






T h e tr a n sl at e d n e ur al D N F m o d el h a s w ei g ht m atri c e s:

W c o nj =






6 6 0 0

0 0 6 − 6

− 6 − 6 0 0




 W di sj =

6 6 0

− 6 0 6

w h er e r o w j of W c o nj c orr e s p o n d s t o w c j
a n d r o w k of W di sj c orr e s p o n d s t o w d k

. T h e bi a s e s

ar e β c o nj = [ − 6 , − 6 , − 6] ⊤ a n d β di sj = [ 6 , 6] ⊤ .

F or i n p ut f a ct s P x ,f a c t s = { a 1 , a 3 } , t h e tr a n sl at e d i n p ut v e ct or i s x = [ 1 , − 1 , 1 , − 1]. C o m p ut-
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i n g t h e a n s w er s et of t h e c o m bi n e d pr o gr a m yi el d s:

A S( P x ,f a c t s ∪ P ) = { a 1 , a 3 , c 2 , d 1 , d 2 }

T h e n e ur al D N F m o d el’ s f or w ar d p a s s pr o d u c e s:

c = t a n h( W c o nj x + β c o nj ) = [ − 1 , 1 , − 1] ⊤

d = t a n h( W di sj c + β di sj ) = [ 1 , 1] ⊤

T h e bi v al e nt i nt er pr et ati o n s ar e [ b c 1 , bc 2 , bc 3 ] = [⊥ , ⊤ , ⊥ ] a n d [b d 1 , bd 2 ] = [⊤ , ⊤ ]. T h e n o d e s

wit h tr u e bi v al e nt i nt er pr et ati o n s ( b c 2 , b d 1 , b d 2 ) c orr e s p o n d e x a ctl y t o t h e d eri v e d at o m s i n

t h e a n s w er s et ( c 2 , d1 , d2 ), c o n fir mi n g t h e tr ut h v al u e e q ui v al e n c e.

Al g o ri t h m 4 A S P t o N e ur al D N F Tr a n sl ati o n

I n p u t: Tr a n sl at a bl e str ati fi e d A S P pr o gr a m P = P c o nj ∪ P di sj wit h N i n p u t p o s si bl e i n p ut f a ct s
{ a 1 , . . . , a N i n p u t

} , N c o nj c o nj u n cti o n r ul e s, N di sj gr o u p s of di sj u n cti o n r ul e s, a n d s et of i n p ut f a ct s
P x ,f a c t s

O u t p u t: Di s cr eti s e d n e ur al D N F m o d el w ei g ht s W c o nj , W di sj , a n d i n p ut v e ct or x
1: p r o c e d u r e T r a n s l a t e C o n j R u l e s (P c o nj )
2: W c o nj ← 0 N c o n j × N i n p u t

3: f o r e a c h r ul e j wit h h e a d c j i n P c o nj d o
4: f o r e a c h p o siti v e lit er al a i i n t h e r ul e b o d y d o
5: w c j , i ← 6

6: f o r e a c h n e g at e d lit er al n o t a i i n t h e r ul e b o d y d o
7: w c j , i ← − 6

8: r e t u r n W c o nj

9: p r o c e d u r e T r a n s l a t e Di s j R u l e s (P di sj )
1 0: W di sj ← 0 N d i s j × N c o n j

1 1: f o r e a c h gr o u p k of r ul e s wit h h e a d d k i n P di sj d o
1 2: f o r e a c h r ul e d k ← c j i n t h e gr o u p d o
1 3: w d k , j ← 6

1 4: f o r e a c h r ul e d k ← n o t c j i n t h e gr o u p d o
1 5: w d k , j ← − 6

1 6: r e t u r n W di sj

1 7: W c o nj ← T r a n s l a t e C o n j R u l e s (P c o nj )
1 8: W di sj ← T r a n s l a t e Di s j R u l e s (P di sj )
1 9: ▷ C o m p ut e bi a s e s fr o m t h e d eri v e d w ei g ht m atri c e s
2 0: β c j

← 6 − 6 | Jw c j
| f or e a c h j ∈ { 1 , . . . , Nc o nj }

2 1: β d k
← 6 | Jw d k

| − 6 f or e a c h k ∈ { 1 , . . . , Ndi sj }
2 2: x i ← 1 if a i ∈ P x ,f a c t s , el s e x i ← − 1, f or e a c h i ∈ { 1 , . . . , Ni n p u t} ▷ Tr a n sl at e f a ct s t o i n p ut

v e ct or
2 3: r e t u r n W c o nj , W di sj , x
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C h a p t e r 5

N e u r al D N F- b a s e d M o d el s f o r

Cl a s si fi c a ti o n T a s k s

T h e m ai n criti ci s m of t h e pi x 2r ul e [ 2 8 ] w or k i s t h at t h e n e ur al D N F m o d el h a s o nl y b e e n e m piri c all y

e v al u at e d o n bi n ar y a n d s y nt h eti c cl a s si fi c ati o n t a s k s. T o f urt h er e x pl or e t h e c a p a biliti e s of t h e

n e ur al D N F m o d el, t hi s c h a pt er e x p eri m e nt s o n t w o n o n- bi n ar y r e al- w orl d cl a s si fi c ati o n t a s k s, t h e

m ulti- cl a s s d at a s et C U B- 2 0 0- 2 0 1 1 [ 1 5 7 ] a n d it s s u b s et s, a n d t h e m ulti-l a b el d at a s et T M C 2 0 0 7- 5 0 0

[1 4 8 ] a n d it s s u b s et s. F urt h er m or e, a n o v el v ari ati o n of t h e n e ur al D N F m o d el c all e d t h e n e ur al

D N F- E O m o d el i s pr o p o s e d f or m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s, t o s u p p ort l o gi c al m ut u all y e x cl u si v e

r ul e l e ar ni n g, i. e. e n s uri n g e x a ctl y o n e cl a s s i s tr u e at a ti m e. M ut u al e x cl u si vit y c a n b e e nf or c e d

b y l o gi c al c o n str ai nt s f or a s y m b oli c r ul e l e ar n er. H o w e v er, cr o s s- e ntr o p y l o s s d o e s n ot stri ctl y

e nf or c e s u c h b e h a vi o ur f or a n e ur al ar c hit e ct ur e, b ut r at h er p u s h e s t h e o ut p ut l o git s t o b e di ff er e nt

fr o m e a c h ot h er. W hil e t h e n e ur al D N F- E O m o d el i s tr ai n e d wit h a cr o s s- e ntr o p y l o s s, it e nf or c e s

m ut u al e x cl u si o n i n a di ff er e nti a bl e f a s hi o n wit h a l a y er of fr o z e n w ei g ht s a cti n g a s a n e ur o- s y m b oli c

c o n str ai nt.

T hi s c h a pt er f o c u s e s o n e x pl ori n g (i) t h e cl a s si fi c ati o n p erf or m a n c e a n d s c al a bilit y of t h e n e ur al

D N F- b a s e d m o d el s o v er a n i n c r e a si n g n u m b er of di s cr et e attri b ut e s, a n d (ii) t h e i nt er pr et a bilit y of

t h e l e ar n e d r ul e s v er s u s ot h er p ur e s y m b oli c a n d cl a s si c al cl a s si fi c ati o n m et h o d s s u c h a s d e ci si o n

tr e e s. T h e e x p eri m e nt al r e s ult s s h o w t h at t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s p erf or m at l e v el s c o m p et-

iti v e wit h p ur e n e ur al n et w or k s, w hil st pr o vi di n g s y m b oli c r ul e s t hr o u g h p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e s.

T h e y s c al e b ett er t h a n a st at e- of-t h e- art p ur e s y m b oli c r ul e l e ar n er F a st L A S [ 9 1 ] o v er l ar g e s e ar c h

s p a c e s. T h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s s u c c e s sf ull y s ol v e all t a s k s w hil e F a st L A S f ail s t o l e ar n i n

m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s wit h 2 0 0 cl a s s e s a n d i n all m ulti-l a b el s etti n g s. C o m p ar e d t o ot h er

di ff er e nti a bl e I L P m et h o d s ( e. g. [ 5 0 , 4 3 , 1 7 0 ]), t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s d o n ot r e q uir e h u m a n-

e n gi n e er e d r ul e t e m pl at e s, pr o vi d e i nt er pr et a bilit y b y e n a bli n g t h e e xtr a cti o n of s y m b oli c r ul e s aft er

tr ai ni n g, a n d h a n dl e l o gi c al n e g ati o n wit h o ut s p e ci al tr e at m e nt.

T h e r e st of t hi s c h a pt er i n cl u d e s m at eri al fr o m o ur p a p er [ 1 5 ].
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5. 1 N e u r al D N F- E O M o d el

T hi s s e cti o n fir st di s c u s s e s t h e c h all e n g e of m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n a n d t h e n i ntr o d u c e s t h e n e ur al

D N F- E O m o d el ar c hit e ct ur e, w hi c h i s a n e ur al D N F- b a s e d m o d el t h at e nf or c e s m ut u al e x cl u si vit y o n

t h e m o d el’ s o ut p ut s. Fi n all y, t h e m o di fi e d p o st-tr ai ni n g pr o c e s s b a s e d o n t h e pi p eli n e i n S e cti o n 2. 3. 3

i s i ntr o d u c e d.

5. 1. 1 T h e C h all e n g e of M ul ti- cl a s s Cl a s si fi c a ti o n

A m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k r e q uir e s e x a ctl y o n e cl a s s t o b e tr u e at a ti m e. A n M L P h a n dl e s t hi s

n at ur all y: wit h a s oft m a x- a cti v at e d o ut p ut l a y er, it s o ut p ut s ar e i nt er pr et e d a s cl a s s pr o b a biliti e s

s u m mi n g t o 1, a n d cr o s s- e ntr o p y l o s s e n c o ur a g e s t h e l o git s t o s e p ar at e s o t h at o n e cl a s s h a s a cl e arl y

l ar g er v al u e t h a n t h e ot h er s. At i nf er e n c e ti m e, t h e pr e di ct e d cl a s s i s o bt ai n e d b y t a ki n g t h e ar g m a x

of t h e l o git s wit h o ut e x pli citl y a p pl yi n g s oft m a x.

I n c o ntr a st, a n e ur al D N F m o d el e n c o d e s a s et of i n d e p e n d e nt r ul e s. E a c h o ut p ut’ s bi v al e nt

i nt er pr et ati o n i s d et er mi n e d b y a t hr e s h ol d at 0 ( Tr u e if gr e at er t h a n 0, F al s e ot h er wi s e) a n d i s i n d e-

p e n d e nt of all ot h e r o ut p ut s, si n c e t h e ar c hit e ct ur e c o nt ai n s n o l o o p s. S ati sf yi n g m ut u al e x cl u si vit y

t h er ef or e r e q uir e s t h e tr ai ni n g pr o c e s s t o p u s h t h e o ut p ut l o git s n ot o nl y t o b e di ff e r e nt fr o m o n e

a n ot h er, b ut al s o t o b e e xt r e m e v al u e s l yi n g o n o p p o sit e si d e s of t h e t hr e s h ol d. Cr o s s- e ntr o p y l o s s

d o e s n ot e nf or c e t hi s: t h e s oft m a x f u n cti o n m er el y a m pli fi e s r el ati v e di ff er e n c e s b et w e e n l o git s a n d

d o e s n ot e n s ur e t h at e a c h l o git cr o s s e s t h e t hr e s h ol d r e q uir e d f or a c o n si st e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n.

T hi s cr e at e s a t e n si o n b et w e e n s u ffi ci e n c y (t h e r ul e s m u st b e s u ffi ci e nt t o i m pl y cl a s s j ) a n d n e-

c e s sit y ( n o cl a s s ot h er t h a n j m u st b e i m pli e d b y t h e r ul e s), a s ill u str at e d i n E x a m pl e 5. 1. 1 . T h e

e x p eri m e nt i n S e cti o n 5. 2. 1 e m piri c all y c o n fir m s t hi s: w h e n tr ai n e d wit h cr o s s- e ntr o p y l o s s, pl ai n

n e ur al D N F m o d el s m a y pr e di ct m ulti pl e cl a s s e s a s tr u e w h e n t a ki n g t h e bi v al e nt i nt er pr et ati o n of

t h e di sj u n cti v e l a y er’ s o ut p ut s.

E x a m pl e 5. 1. 1: C r o s s- e n t r o p y l o s s d o e s n o t e nf o r c e e x t r e m e l o gi t v al u e s

S u p p o s e t h e r a w o ut p ut l o git s of a n e ur al D N F m o d el ar e ỹ = [ − 2 , 1 .5 , 3] wit h a t ar g et cl a s s

of 2 ( z er o-i n d e x e d). T h e n s oft m a x( ỹ ) = [ 0 .0 0 6 , 0 .1 8 1 , 0 .8 1 3], w hi c h e x hi bit s cl e ar s e p ar ati o n

a n d yi el d s a cr o s s- e ntr o p y l o s s of o nl y 0 .2 0 7. H o w e v er, a p pl yi n g t h e t a n h a cti v ati o n gi v e s

t a n h( ỹ ) = [ − 0 .9 6 4 , 0 .9 0 5 , 0 .9 9 5], w hi c h i s i nt er pr et e d a s [ ⊥ , ⊤ , ⊤ ]. T hi s i s a vi ol ati o n of t h e

‘ e x a ctl y- o n e- cl a s s’ pr o p ert y.

O n e c o ul d att e m pt t o e n c o d e m ut u al e x cl u si vit y dir e ctl y i n t h e r ul e s b y d e si g n ati n g a d o mi n a nt

cl a s s a n d r e q uiri n g t h e r ul e s f or all ot h er cl a s s e s t o a d diti o n all y n e g at e t h at cl a s s’ s c o n diti o n s,

a s s h o w n i n E x a m pl e 5. 1. 2 . I n pr a cti c e, h o w e v er, i d e ntif yi n g a d o mi n a nt cl a s s a n d d et er mi ni n g

t h e r e q uir e d c o nj u n cti o n s i s di ffi c ult, a n d t h e m o d el t e n d s t o str u g gl e w h e n l e ar ni n g c o nj u n cti o n s

wit h hi g hl y si mil ar c o nj u n ct s ( e x pl or e d f urt h er i n C h a pt er 7 a s t h e e nt a n gl e m e nt pr o bl e m). L o gi c

pr o gr a m s a v oi d t hi s di ffi c ult y b y e x pr e s si n g t h e ‘ e x a ctl y- o n e’ pr o p ert y a s a si n gl e i nt e grit y c o n str ai nt:

← cl a s s (X ), cl a s s(Y ), X ≠ Y . T hi s m oti v at e s a d di n g a n e xtr a l a y er t o t h e n e ur al D N F m o d el t o

mi mi c s u c h a c o n str ai nt, yi el di n g t h e n e ur al D N F- E O ar c hit e ct ur e, w hi c h (i) c a n b e tr ai n e d wit h

cr o s s- e ntr o p y l o s s a n d (ii) n o n et h el e s s g u ar a nt e e s m ut u al e x cl u si vit y. T h e ar c hit e ct ur e of t hi s e xtr a

l a y er a n d it s i nt er a cti o n wit h t h e pl ai n n e ur al D N F ar e d e s cri b e d i n t h e f oll o wi n g s e cti o n.
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E x a m pl e 5. 1. 2: D o mi n a n t- cl a s s r ul e e x p a n si o n f o r m u t u al e x cl u si vi t y

If cl a s s k 1 i s t h e d o mi n a nt cl a s s wit h a s s o ci at e d r ul e d k 1
← lk 1 ,1 , . . . , lk 1 , I1 , t h e n t h e r ul e f or

cl a s s k 2 wit h ori gi n al f or m d k 2
← lk 2 ,1 , . . . , lk 2 , I2 b e c o m e s d k 2

← lk 2 ,1 , . . . , lk 2 , I2 , n o t d k 1
t o

r e fl e ct it s d e p e n d e n c y o n t h e d o mi n a nt cl a s s k 1 . T hi s r ul e c a n b e u nf ol d e d t o r e m o v e t h e

n e g ati v e l o o p i ntr o d u c e d b y t h e n e g ati o n:

d k 2 ← lk 2 ,1 , . . . lk 2 , I2 , n o t lk 1 ,1

d k 2
← lk 2 ,1 , . . . lk 2 , I2 , n o t lk 1 ,2

...

d k 2 ← lk 2 ,1 , . . . lk 2 , I2 , n o t lk 1 , I1

E a c h r ul e b o d y i s a c o nj u n cti o n l e ar n a bl e b y a c o nj u n cti v e n o d e, s o a s u ffi ci e ntl y wi d e n e ur al

D N F m o d el c o ul d i n pri n ci pl e l e ar n m ut u all y e x cl u si v e r ul e s b y a d di n g n e g at e d at o m s fr o m

t h e d o mi n a nt cl a s s’ s r ul e b o d y t o e v er y ot h er cl a s s’ s r ul e s.

5. 1. 2 M o d el A r c hi t e c t u r e

T h e n e u r al D N F- E O m o d el s h o w n i n Fi g ur e 5. 1 h a s a c o n str ai nt l a y er (l a y er C 2 i n t h e fi g ur e) t h at

r e fl e ct s t h e ‘ e x a ctl y- o n e’ c o n str ai nt ‘ cl a s s i ← ∧ j, j ≠ i n ot cl a s s j ’ w hi c h e nf or c e s m ut u al e x cl u si o n o n

t h e pl ai n n e ur al D N F (i n t h e d ott e d y ell o w b o x i n t h e fi g ur e). If m or e t h a n o n e o ut p ut i s tr u e aft er

t h e di sj u n cti v e l a y er C 1, n o cl a s s w o ul d b e tr u e i n t h e c o n str ai nt l a y er C 2. T hi s c o n str ai nt l a y er C 2

i s i niti ali s e d wit h all c o n n e cti o n s s et t o − 6 1 , r e pr e s e nti n g n e g ati o n, a n d it s w ei g ht s ar e n ot u p d at e d.

D uri n g tr ai ni n g, t h e c o n str ai nt l a y er C 2’ s o ut p ut l o git s ar e p u s h e d t o b e di ff er e nt a n d t o m at c h t h e

e x p e ct e d cl a s s b y t h e cr o s s- e ntr o p y l o s s, b ut t h e o ut p ut of di sj u n cti v e l a y er C 1 of t h e pl ai n n e ur al

D N F i s p u s h e d t o h a v e o nl y o n e v al u e b ei n g tr u e a n d all t h e r e st b ei n g f al s e. At i nf er e n c e ti m e,

t h e c o n str ai nt l a y er C 2 i s r e m o v e d a n d i nf er e n c e i s p erf or m e d wit h t h e pl ai n n e ur al D N F t h at i s

e nf or c e d t o o ut p ut e x a ctl y o n e cl a s s a s tr u e at a ti m e, t h u s pr o vi di n g m ut u al e x cl u si vit y.

1 S e t ti n g w ei g ht s t o 6 o r − 6 s a t u r a t e s t a n h ( t a n h ( ± 6 ) ≈ ± 1 ), s o t h e o u t p u t i s a p p r o xi m a t el y 1 o r − 1.
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c o n st 1

c o n st 2

c o n st q

cl a s s 2

cl a s s 3

cl a s s 1

E x a ctl y- o n e
C o nj u n cti v e

C o n str ai nt L a y er
( C 2)

Pl ai n N e ur al D N F

Fi x e d
w ei g ht s

i n 1

i n 2
c o nj 2

c o nj 3

i nn

c o nj 1

..
.

c o nj p

di sj 1

di sj 2

di sj q..
.

..
.

C o nj u n cti v e
L a y er

Di sj u n cti v e
L a y er

..
.

Fi g ur e 5. 1: A n e x a m pl e of a n e ur al D N F- E O m o d el.

5. 1. 3 P o s t- t r ai ni n g P r o c e s s

F or t hi s c h a pt er’ s e x p e ri m e nt s, t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s i n S e cti o n 2. 3. 3 i s r e fi n e d t o i n c or p or at e

t h e f oll o wi n g f o ur st a g e s: pr u ni n g, fi n et u ni n g, t hr e s h ol di n g a n d e xtr a cti o n, a s s h o w n i n Fi g ur e 5. 2 .

T h e pr o c e d ur e s of pr u ni n g, t hr e s h ol di n g a n d e xtr a cti o n r e m ai n t h e s a m e a s i n S e cti o n 2. 3. 3 , w hil e

fi n et u ni n g i s a d d e d a s a n e w st e p t o a dj u st f or l e ar ni n g a n d e xtr a cti n g r ul e s i n r e al- w orl d d at a s et s.

P r u ni n g A s d e s cri b e d i n S e cti o n 2. 3. 3 , t hi s st e p r e m o v e s e d g e s / w ei g ht s t h at d o n ot si g ni fi c a ntl y

d e gr a d e m o d el p erf or m a n c e. F or t h e n e ur al D N F- E O m o d el, t h e c o n str ai nt l a y er C 2 i s r e m o v e d, a n d

t h e pr u ni n g i s o nl y a p pli e d t o t h e pl ai n n e ur al D N F. T h e p erf or m a n c e m etri c c h o s e n i s t h e J a c c ar d

i n d e x s c or e.

Fi n e t u ni n g T hi s n e w st a g e a dj u st s t h e m o d el’ s w ei g ht s b y r e-tr ai ni n g t h e pr u n e d n e ur al D N F-

b a s e d m o d el o n t h e tr ai ni n g s et wit h o ut u p d ati n g t h e pr u n e d w ei g ht s. F or t h e n e ur al D N F- E O

m o d el, t h e c o n str ai nt l a y er i s a d d e d b a c k aft e r t h e pr u n e d pl ai n n e ur al D N F d uri n g t h e fi n et u ni n g

pr o c e s s t o m ai nt ai n m ut u al e x cl u si vit y.

T h r e s h ol di n g F oll o wi n g t h e s a m e pr o c e d ur e a s i n S e cti o n 2. 3. 3 , t hi s st e p c o n v ert s t h e c o nti n u o u s

w ei g ht s fr o m R t o di s cr et e v al u e s i n { − 6 , 0 , 6 } t o pr e p ar e f or l o gi c al tr a n sl ati o n. F or t h e n e ur al D N F-

E O m o d el, t hr e s h ol di n g i s a p pli e d t o t h e fi n et u n e d pl ai n n e ur al D N F.

E x t r a c ti o n T h e fi n al st e p tr a n sl at e s t h e t hr e s h ol d e d pl ai n n e ur al D N F m o d el t o A S P r ul e s

( S e cti o n 2. 3. 3 ), w h er e e a c h c o nj u n cti v e n o d e b e c o m e s a r ul e a n d w ei g ht s i n { − 6 , 6 } i n di c at e t h e

pr e s e n c e of at o m s i n t h e r ul e b o d y. T h e bi dir e cti o n al tr a n sl ati o n i n S e cti o n 4. 2 still a p pli e s h er e,

si n c e t h e l o gi c al tr a n sl ati o n i s d o n e o n t h e t w o-l a y er e d n e ur al D N F m o d el aft er r e m o vi n g t h e e x a ctl y-

o n e c o n str ai nt.
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Pr u ni n g T hr e s h ol di n g T r a n sl ati o n

N e ur al D N F m o d el
w ∈ R n

Pr u n e d
N e ur al D N F m o d el

w ∈ R n

T hr e s h ol d e d
N e ur al D N F m o d el

w ∈ { − 6 , 0 , 6 } n
A S P r ul e s

( a ) T h e p o s t- t r ai ni n g p r o c e s s t o e x t r a c t A S P r ul e s f r o m a n e u r al D N F m o d el. T hi s i s i d e nti c al t o Fi g u r e 2. 5
i n S e c ti o n 2. 3. 3 .

Pr u ni n g Fi n et u ni n g T hr e s h ol di n g T r a n sl ati o n

Pl ai n n e ur al D N F
( n e ur al D N F- E O
wit h o ut C 2 l a y er)

w ∈ R n

Pr u n e d pl ai n
n e ur al D N F

w ∈ R n

Fi n et u n e d
n e ur al D N F- E O

w ∈ R n

T hr e s h ol d e d
pl ai n n e ur al D N F
( n e ur al D N F- E O
wit h o ut C 2 l a y er)
w ∈ { − 6 , 0 , 6 } n

A S P r ul e s

C 2 l a y er C 2 l a y er

( b ) T h e p o s t- t r ai ni n g p r o c e s s t o e x t r a c t A S P r ul e s f r o m a n e u r al D N F- E O m o d el. T h e c o n s t r ai nt l a y e r
C 2 i s fi r s t r e m o v e d b ef o r e t h e p r u ni n g s t a g e. I t i s t h e n a d d e d b a c k a t t h e fi n e t u ni n g s t a g e t o c o m bi n e
wi t h t h e p r u n e d pl ai n n e u r al D N F t o f o r m t h e f ull n e u r al D N F- E O m o d el, i n o r d e r t o m ai nt ai n m u t u al
e x cl u si vi t y. Af t e r fi n e t u ni n g, t h e c o n s t r ai nt l a y e r C 2 i s r e m o v e d a g ai n a n d o nl y t h e pl ai n fi n e t u n e d n e u r al
D N F i s t h r e s h ol d e d a n d t r a n sl a t e d t o A S P r ul e s.

Pr u ni n g Fi n et u ni n g T hr e s h ol di n g T r a n sl ati o n

N e ur al D N F m o d el
w ∈ R n

Pr u n e d
n e ur al D N F m o d el

w ∈ R n

Fi n et u n e d
n e ur al D N F m o d el

w ∈ R n

T hr e s h ol d e d
n e ur al D N F m o d el

w ∈ { − 6 , 0 , 6 } n
A S P r ul e s

( c ) T h e p o s t- t r ai ni n g p r o c e s s t o e x t r a c t A S P r ul e s f r o m a n e u r al D N F m o d el. T hi s i s t h e s a m e a s t h e
pi p eli n e i n ( a ), e x c e p t f o r t h e a d di ti o n of t h e fi n e t u ni n g s t e p.

Fi g ur e 5. 2: T h e p o st-tr ai ni n g pi p eli n e s u s e d i n t hi s c h a pt er’ s e x p eri m e nt s t o e xtr a ct A S P r ul e s fr o m
a n e ur al D N F- E O m o d el ( b ) a n d fr o m a n e ur al D N F m o d el ( c ), i n c o m p ari s o n t o t h e p o st-tr ai ni n g
pr o c e s s ( a ) i n S e cti o n 2. 3. 3 .

5. 2 E x p e ri m e n t s

T w o t y p e s of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s ar e tr ai n e d i n t hi s s e cti o n: t h e ( pl ai n) n e ur al D N F m o d el a n d

t h e n e ur al D N F- E O m o d el, a n d t h e y ar e e v al u at e d i n t er m s of cl a s si fi c ati o n p e rf o r m a n c e , s c al a bilit y ,

a n d i nt e r p r et a bilit y. T h e e x p eri m e nt s ar e or g a ni s e d i n t hr e e p art s a c c or di n g t o o ut p ut str u ct ur e a n d

t h e d at a s et t y p e. P art I (r e al- w orl d m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n) e v al u at e s n e ur al D N F- E O o n m ut u all y

e x cl u si v e cl a s s o ut p ut s i n S e cti o n 5. 2. 1 , i n cl u di n g w h et h er cr o s s- e ntr o p y tr ai ni n g of a pl ai n n e ur al

D N F s u ffi c e s wit h o ut t h e E O c o n str ai nt l a y er. P art II (r e al- w orl d m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n) e v al u at e s

pl ai n n e ur al D N F o n i n d e p e n d e ntl y a cti v ati n g l a b el s i n S e cti o n 5. 2. 2 , w h er e m ut u al e x cl u si vit y i s

n eit h er r e q uir e d n or i m p o s e d. T hi s p art al s o s u p p ort s t h e cl ai m t h at t h e n e ur al D N F m o d el it s elf

i s c a p a bl e t o l e ar n i n d e p e n d e nt r ul e s b ut r e q uir e s s p e ci al a dj u st m e nt f or m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n

w h er e t h e r ul e s ar e m ut u all y e x cl u si v e. 2 P art III ( s y nt h eti c d at a s et s) s er v e s a s a s a nit y c h e c k

f or t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s’ c a p a biliti e s of l e ar ni n g r ul e s fr o m d at a s et s wit h gr o u n d tr ut h

l o gi c pr o gr a m s a n d di ff er e nt s c al e of i n p ut / o ut p ut. All e x p eri m e nt s u s e t h e s a m e pr o p o siti o n al

i n p ut s, tr ai ni n g, r ul e- e xtr a cti o n pi p eli n e, a n d s c al a bilit y- s u b s et m et h o d ol o g y. T h e y di ff e r i n t h e l o s s

f u n cti o n, o ut p ut s e m a nti c s, a n d t h e m o d el v ari a nt u n d er t e st. A t w o-l a y er M L P i s s el e ct e d a s t h e

n e ur al b a s eli n e f or c o m p ari s o n, si n c e it al s o d o e s n ot r el y o n b a c k gr o u n d k n o wl e d g e or m o d e bi a s e s

t o b o ot str a p, s er vi n g a s a r e pr e s e nt ati v e u p p er b o u n d f or n e ur al cl a s si fi c ati o n p erf or m a n c e wit h o ut

2 C h a p t e r 7 al s o i n cl u d e s m ul ti-l a b el e x p e ri m e nt s o n B o ol e a n- n e t w o r k b e n c h m a r k s wi t h g r o u n d- t r u t h l o gi c p r o-
g r a m s. T h o s e e x p e ri m e nt s t a r g e t f ai t hf ul r ul e e x t r a c ti o n vi a di s e nt a n gl e m e nt r a t h e r t h a n t h e l a r g e- s c al e s c al a bili t y
c o m p a ri s o n t o F a s t L A S c o n d u c t e d h e r e.
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s y m b oli c c o n str ai nt s. Si n c e t hi s c h a pt er f o c u s e s o n s c al a bl e a n d i nt er pr et a bl e r ul e l e ar ni n g fr o m

pr o p o siti o n s, m o d el s wit h o ut r ul e- b a s e d i nt er pr et ati o n s ar e n ot m e a ni n gf ul c o m p etit or s h e r e, 3 a n d

t h e M L P al o n e i s s u ffi ci e nt t o c o nt e xt u ali s e t h e r a w pr e di cti v e p erf or m a n c e of t h e n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s. F or c o m p ari s o n wit h ot h er l e ar n er s wit h r ul e- b a s e d or r ul e-li k e i nt er pr et a bilit y, t h e b a s eli n e s

ar e t h e st at e- of-t h e- art s y m b oli c l e ar n er F a st L A S [ 9 1 ] a n d d e ci si o n tr e e s, w hi c h b ot h pr o vi d e r ul e-

b a s e d i nt er pr et ati o n. F or F a st L A S, t h e cl a s si fi c ati o n t a s k i s tr e at e d a s a pr o p o siti o n al I L P t a s k wit h

n o b a c k gr o u n d k n o wl e d g e, a n d t h e s c ori n g f u n cti o n i s s et t o u s e t h e b o d y l e n gt h s o t h at F a st L A S

l e ar n s t h e m o st c o m p a ct r ul e s.

5. 2. 1 R e al- w o rl d M ul ti- cl a s s T a s k: C U B D a t a s e t / S u b s e t s

D a t a s e t D e s c ri p ti o n

C U B- 2 0 0- 2 0 1 1 [ 1 5 7 ] i s a r e al- w orl d m ulti- cl a s s bir d cl a s si fi c ati o n d at a s et wit h cr o w d- w or k e r- a n n ot at e d

bir d attri b ut e s a s c o n c e pt s. A s a m pl e s u c h a s i n Fi g ur e 5. 3 c o nt ai n s a n i m a g e, a s et of 3 1 2 attri b ut e

a n n ot ati o n s a n d a cl a s s l a b el o ut of 2 0 0 p o s si bl e cl a s s e s. H a vi n g attri b ut e a n n ot ati o n s i n t h e d at a s et

gi v e s t w o vi a bl e e x p eri m e nt c o n fi g ur ati o n s. O n e i s t o tr ai n t w o s e p ar at e m o d el s, o n e f or attri b ut e

pr e di cti o n a n d o n e f or cl a s si fi c ati o n, a n d at i nf er e n c e ti m e c o m bi n e t h e t w o m o d el s t o m a k e t h e fi n al

pr e di cti o n. T h e ot h er o pti o n i s t o tr ai n a n e n d-t o- e n d m o d el fr o m i m a g e s t o cl a s si fi c ati o n a n d tr y

t o ali g n t h e l at e nt s p a c e t o t h e gr o u n d tr ut h attri b ut e a n n ot ati o n s, si mil ar t o C o n c e pt B ottl e n e c k

M o d el s ( C B M s) [ 8 8 ]. W hil e t h e C B M w or k [8 8 ] s u g g e st s t h at C B M s pr o vi d e b ot h i nt er pr et a bilit y

at t h e c o n c e pt l e v el a n d i nt er v e n a bilit y s u c h t h at h u m a n s c a n alt er t h e c o n c e pt s b ef or e t h e m o d el

m a k e s a n y fi n al d e ci si o n, it i s ar g u e d t h at o nl y t h e c o m bi n ati o n of a n i n d e p e n d e ntl y tr ai n e d c o n-

c e pt s m o d el a n d a n i n d e p e n d e ntl y tr ai n e d cl a s si fi c ati o n m o d el c a n s ati sf y s u c h i nt er pr et a bilit y a n d

i nt er v e n a bilit y [1 0 3 ]. T h e w or k i n [1 0 3 ] al s o o b s er v e s t h at e n d-t o- e n d C B M s m a y n ot u s e pr e di ct e d

c o n c e pt s a s i nt e n d e d: it s h o w s l o w d e p e n d e n c e b et w e e n c o n c e pt s a n d t ar g et o ut p ut s a n d al s o l e ar n s

ot h er i nf or m ati o n a p art fr o m c o n c e pt s t o h el p wit h it s pr e di cti o n, a n d t h u s vi ol at e s it s i nt e n d e d

b ottl e n e c ki n g pr o p ert y. A s t hi s c h a pt er s ol el y f o c u s e s o n s c al a bl e a n d i nt er pr et a bl e r ul e l e ar ni n g

fr o m pr o p o siti o n s, t h e e n d-t o- e n d l e ar ni n g fr o m i m a g e s i s n ot c o n si d er e d, a v oi di n g a n y p ot e nti al

l at e nt ali g n m e nt i s s u e s. All t h e e x p eri m e nt s i n t hi s s e cti o n t a k e attri b ut e a n n ot ati o n s a s t h e gr o u n d

tr ut h a n d tr ai n a n e ur al D N F- b a s e d m o d el t o l e ar n cl a s si fi c ati o n r ul e s. T h e e n d-t o- e n d l e ar ni n g

c a p a bilit y of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i s e x pl or e d i n t h e l at er c h a pt er s.

T h e attri b ut e a n n ot ati o n h a s t w o c o m p o n e nt s. T h e ‘ pr e s e nt’ l a b el r e pr e s e nt s w h et h er t h e s a m pl e

h a s t h at attri b ut e, w h er e 0 m e a n s t h e attri b ut e i s n ot pr e s e nt a n d 1 m e a n s t h e attri b ut e i s pr e s e nt.

T h e ot h er o n e i s t h e c ert ai nt y l a b el w hi c h i n di c at e s t h e d e gr e e of c o n fi d e n c e of t h e ‘ pr e s e nt’ l a b el

b ei n g tr u e. T h e c ert ai nt y g o e s fr o m 1 t o 4, w h er e 1 i s n ot vi si bl e, 2 i s g u e s si n g, 3 i s pr o b a bl e, a n d

4 i s d e fi nit e. T h e s e attri b ut e a n n ot ati o n s ar e g e n er at e d b y n o n- e x p ert cr o w d w or k er s a n d ar e n ot

c o n si st e nt t hr o u g h o ut t h e d at a s et. F or e x a m pl e, a r e d c ol o ur mi g ht b e d e s cri b e d b y o n e w or k er b ut

a s r uf o u s b y a n ot h er. T hi s i n c o n si st e n c y r e s ult s i n hi g hl y n oi s y attri b ut e a n n ot ati o n s. T o d e- n oi s e

it, t h e s a m e pr e- pr o c e s si n g pr o c e d ur e u s e d i n t h e C o n c e pt B ottl e n e c k M o d el s p a p er [8 8 ] i s a p pli e d:

it r e m o v e s t h e c ert ai nt y l a b el s a n d u ni fi e s t h e attri b ut e e n c o di n g f or di ff er e nt s a m pl e s i n t h e s a m e

3 A p p r o a c h e s s u c h a s l o gi s ti c r e g r e s si o n, S V M s, a n d r a n d o m f o r e s t s a r e o mi t t e d a s t h e y d o n o t yi el d di r e c tl y
r e a d a bl e r ul e s: l o gi s ti c r e g r e s si o n e n c o d e s p r e di c ti o n s a s a li n e a r s c o ri n g f u n c ti o n o v e r f e a t u r e s wi t h c o n di ti o n al
s t r u c t u r e; S V M s fi n d a m a xi m al- m a r gi n d e ci si o n b o u n d a r y, w hi c h c o ul d b e i n a hi g h- di m e n si o n al k e r n el s p a c e; t h e
e n s e m bl e’ s fi n al p r e di c ti o n of a r a n d o m f o r e s t i s g o v e r n e d b y m aj o ri t y v o ti n g a c r o s s m a n y t r e e s, w hi c h c a n n o t b e
r e d u c e d t o a si n gl e c o h e r e nt r ul e s e t.
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S a m pl e i d: 6 4
Cl a s s: L a y s a n Al b atr o s s
Attri b ut e s:
i d 1  h a s _ bill _ s h a p e:: c ur v e d _( u p _ or _ d o w n)  pr e s e nt 0  c ert ai nt y 3  
i d 2   h a s _ bill _ s h a p e:: d a g g er     pr e s e nt 0  c ert ai nt y 3
...
i d 9 2 h a s _ u p p er _t ail _ c ol or:: w hit e     pr e s e nt 1  c ert ai nt y 3  
...
i d 3 1 2 h a s _ wi n g _ p att er n:: m ulti- c ol or e d   pr e s e nt 0  c ert ai nt y 4  

Fi g ur e 5. 3: A s a m pl e fr o m t h e C U B- 2 0 0- 2 0 1 1 d at a s et b ef or e a n y d at a pr e- pr o c e s si n g. T h e i m a g e i s
i g n or e d a n d t h e i n p ut t o t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s c o nt ai n s t h e attri b ut e s o nl y.

cl a s s. T h e p s e u d o- c o d e f or t h e pr e- pr o c e s si n g pr o c e d ur e a n d f urt h er di s c u s si o n ar e pr o vi d e d i n

A p p e n di x B. 1. 1 .

T a bl e 5. 1 pr o vi d e s t h e st ati sti c s of t h e C U B d at a s et ( b ef or e a n d aft er pr e- pr o c e s si n g) a n d t h e

pr e- pr o c e s s e d s u b s et s u s e d i n t h e e x p eri m e nt s. T h e s e s u b s et s ar e u s e d f or s c al a bilit y c h e c k s wit h

r e s p e ct t o t h e n u m b er of cl a s s e s a n d t h e n u m b er of attri b ut e s. T h e y ar e g e n er at e d b y s el e cti n g t h e

fir st k cl a s s e s ( cl a s s 1 t o k ) i n t h e ori gi n al d at a s et, e. g. cl a s s 1 t o 3 f or t h e C U B- 3 s u b s et, a n d t h e

di ff er e nt n u m b er of cl a s s e s a ff e ct s t h e d at a pr e- pr o c e s si n g pr o c e d ur e a n d yi el d s di ff er e nt n u m b er s

of attri b ut e s i n t h e s u b s et s. F or si m pli cit y, fr o m n o w o n, t hi s c h a pt er o mit s t h e m e nti o n of ‘ aft er

pr e- pr o c e s si n g’ f or e a c h C U B d at a s et / s u b s et.

D at a s et / S u b s et N o. s a m pl e s  N o. cl a s s e s  N o. attri b ut e s

Ori gi n al C U B- 2 0 0- 2 0 1 1 1 1 7 8 8 2 0 0 3 1 2
C U B- 3 1 7 8 3 3 4
C U B- 1 0 5 4 3 1 0 4 1
C U B- 1 5 8 3 7 1 5 4 0
C U B- 2 0 1 1 1 5 2 0 4 8
C U B- 2 5 1 4 0 2 2 5 5 0
C U B- 5 0 2 8 8 9 5 0 6 1
C U B- 1 0 0 5 8 6 4 1 0 0 8 2
C U B- 2 0 0 1 1 7 8 8 2 0 0 1 1 2

T a bl e 5. 1: St ati sti c s of di ff er e nt C U B d at a s et s / s u b s et s. E x c e pt f or ‘ Ori gi n al C U B- 2 0 0- 2 0 1 1’, all t h e
ot h er d at a s et s / s u b s et s ar e pr e- pr o c e s s e d. T h e n u m b er of s a m pl e s i s t h e s u m of s a m pl e s fr o m all
tr ai n, v ali d ati o n a n d t e st s et s. F or d at a s et n a m e s wit h a s u ffi x ‘- k’, t h e v al u e of k i n di c at e s t h e
n u m b er of cl a s s e s r et ai n e d i n t h at d at a s et / s u b s et.

M e t ri c s

J a c c ar d i n d e x s c or e i s u s e d t o m e a s ur e b ot h t h e c o r r e c t n e s s a n d t h e m u t u al e x cl u si vi t y of a

n e ur al D N F- b a s e d m o d el’ s o ut p ut:

J a c c (P , T ) =
| P ∩ T |

| P ∪ T |

w h er e P i s t h e pr e di ct e d s et of cl a s s e s a n d T i s t h e tr u e s et of cl a s s e s. Gi v e n a s a m pl e, if t h e m o d el

pr e di ct s e x a ctl y o n e cl a s s a n d t h e c orr e ct o n e, t h e J a c c ar d s c or e i s 1 a s t h e i nt er s e cti o n a n d t h e

u ni o n ar e i d e nti c al. If t h e c orr e ct cl a s s i s n ot i n t h e pr e di cti o n, t h e i nt er s e cti o n i s e m pt y, l e a di n g
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t o a J a c c ar d s c or e of 0. If t h e c orr e ct cl a s s i s pr e di ct e d b ut t h er e ar e m or e t h a n o n e cl a s s i n t h e

pr e di cti o n, t h e J a c c ar d s c or e will b e l e s s t h a n 1 si n c e t h e u ni o n i s l ar g er t h a n t h e i nt er s e cti o n.

E x a m pl e 5. 2. 1: J a c c a r d i n d e x s c o r e

C o n si d er a s a m pl e wit h t h e tr u e cl a s s T = { Cl a s s 3 } , a n d t h er e ar e t hr e e pr e di cti o n s et s:

P 1 = { Cl a s s 3 } , P 2 = { Cl a s s 1, Cl a s s 3 } , a n d P 3 = { Cl a s s 2, Cl a s s 4 } . T h e J a c c ar d i n d e x

s c or e s ar e c al c ul at e d a s f oll o w s:

J a c c (P 1 , T ) =
| {Cl a s s 3 }|

| {Cl a s s 3 }|
= 1

J a c c (P 2 , T ) =
| {Cl a s s 3 }|

| {Cl a s s 1, Cl a s s 3 }|
=

1

2

J a c c (P 3 , T ) =
| ∅|

| {Cl a s s 2, Cl a s s 4 }|
= 0

E x p e ri m e n t s

S e t ti n g s. T w o s et s of e x p eri m e nt s ar e c o n d u ct e d, wit h t h e fir st s et tr ai ni n g a pl ai n n e ur al D N F

m o d el wit h bi n ar y c r o s s e ntr o p y ( B C E) ( T a bl e 5. 2 ) a n d cr o s s e ntr o p y ( C E) ( T a bl e 5. 3 ) l o s s f u n cti o n s

o n t h e C U B d at a s et a n d s u b s et s, a n d t h e s e c o n d s et tr ai ni n g a n e ur al D N F- E O m o d el wit h C E l o s s

f u n cti o n ( T a bl e 5. 4 ). T h e t a bl e s s h o w t h e a c c ur a c y, J a c c ar d i n d e x s c or e of t h e n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s aft er tr ai ni n g a n d at di ff er e nt st a g e s of t h e p o st-tr ai ni n g pi p eli n e. S p e ci fi c all y, at i nf er e n c e

ti m e, t h e c o n str ai nt l a y er (l a y er C 2 i n Fi g ur e 5. 1 ) i s r e m o v e d fr o m t h e n e ur al D N F- E O m o d el a n d

t h e pl ai n n e ur al D N F i s k e pt f or cl a s si fi c ati o n. T h e a c c ur a c y i s c o m p ut e d b y t a ki n g t h e ar g m a x of

t h e o ut p ut l o git s. T h e m o d el s’ bi v al e nt i nt er pr et ati o n f or e a c h cl a s s i s d et er mi n e d b y a t hr e s h ol d at

0 ( Tr u e if gr e at er t h a n 0 a n d F al s e ot h er wi s e), a n d all cl a s s e s wit h Tr u e i nt er pr et ati o n s ar e u s e d a s

t h e pr e di ct e d cl a s s e s t o c o m p ut e t h e J a c c ar d i n d e x s c or e.

D at a s et
Tr ai n
A c c.

Tr ai n
J a c c.

Pr u n e
J a c c.

Fi n et u n e
J a c c.

T hr e s h ol d
J a c c.

R ul e s
J a c c.

C U B- 3 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 0 0. 7 0 0 0. 4 1 7 0. 4 3 3 0. 4 3 3 0. 4 3 3 0. 3 9 5
C U B- 2 0 0 0. 0 0 5 – – – – –

T a bl e 5. 2: Pl ai n n e ur al D N F m o d el s tr ai n e d wit h bi n ar y cr o s s e ntr o p y o n di ff er e nt d at a s et / s u b s et s.
All m etri c s ar e c al c ul at e d b y a v er a gi n g a cr o s s t h e v ali d ati o n s et, e x c e pt f or t h e l a st c ol u m n (t h e
e xtr a ct e d r ul e s’ J a c c ar d s c or e), w hi c h i s c o m p ut e d o n t h e t e st s et. A pl ai n n e ur al D N F c a n n ot l e ar n
u n d er B C E wit h 2 0 0 cl a s s e s, a n d t h u s t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s i s n ot p erf or m e d.

R e s ul t s o n pl ai n n e u r al D N F. T h e fir st e x p eri m e nt c o n fir m s t h at a pl ai n n e ur al D N F m o d el

h a s tr o u bl e l e ar ni n g m ut u all y e x cl u si v e r ul e s i n m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n. T h e o nl y s u c c e s sf ul c o n-

fi g ur ati o n i s u si n g B C E wit h t hr e e cl a s s e s. U si n g B C E t o tr ai n t h e m o d el e ff e cti v el y tr e at s e a c h

r ul e a s i n d e p e n d e nt of t h e ot h er s a n d tri e s t o p u s h e a c h r ul e t o gi v e di s cr et e pr e di cti o n s ( 0 a n d

1). T h e i s s u e wit h B C E i n m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n i s t h at if t h er e ar e t o o m a n y cl a s s e s, t h e m o d el

c a n cir c u m v e nt t h e l o s s b y pr e di cti n g all cl a s s e s a s 0 wit h a s m all l o s s, si n c e o nl y o n e cl a s s i s tr u e.

Wit h o nl y t hr e e cl a s s e s it i s r el ati v el y e a s y t o l e ar n e a c h r ul e wit h o ut s a cri fi ci n g gl o b al p erf or m a n c e.
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D at a s et
Tr ai n
A c c.

Tr ai n
J a c c.

Pr u n e
J a c c.

Fi n et u n e
J a c c.

T hr e s h ol d
J a c c.

R ul e s
J a c c.

C U B- 3 1. 0 0 0 0. 3 3 3 0. 3 6 8 0. 3 6 8 0. 3 6 8 0. 3 1 8
C U B- 1 0 1. 0 0 0 0. 1 0 0 0. 1 1 7 0. 1 1 7 0. 0 5 5 0. 0 5 7
C U B- 2 0 0 1. 0 0 0 0. 0 0 5 0. 0 0 3 0. 0 0 0 – –

T a bl e 5. 3: Pl ai n n e u r al D N F tr ai n e d wit h c r o s s e n t r o p y i n di ff e r e nt d at a s et / s u b s et s. W h e n
u si n g t h e J a c c ar d s c or e a s t h e m etri c d uri n g pr u ni n g wit h ϵ = 0 .0 0 5, all w ei g ht s ar e pr u n e d, r e s ulti n g
i n n o cl a s s b ei n g pr e di ct e d.

D at a s et
Tr ai n
A c c.

Tr ai n J a c c.
( n o C 2)

Pr u n e J a c c.
( n o C 2)

Fi n et u n e
J a c c.

( n o C 2)

T hr e s h ol d
J a c c.

( n o C 2)

R ul e s
J a c c.

C U B- 3 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 5 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 5 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 9 3 5 0. 9 3 3
C U B- 5 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 9 8 2 0. 9 7 5 0. 6 4 1 0. 6 3 6
C U B- 1 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 9 6 7 0. 9 7 8 0. 6 3 0 0. 6 3 2
C U B- 2 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 9 6 7 0. 9 4 8 0. 2 2 5 0. 2 2 5

T a bl e 5. 4: N e u r al D N F- E O m o d el tr ai n e d wit h c r o s s- e n t r o p y l o s s i n di ff er e nt C U B s u b s et s /-
d at a s et, at di ff er e nt st a g e s of tr ai ni n g a n d p o st-tr ai ni n g pi p eli n e.

H o w e v er, T a bl e 5. 2 s h o w s t h at t h e a c c ur a c y dr o p s wit h t h e i n cr e a s e i n t h e n u m b er of cl a s s e s. Wit h

cr o s s e ntr o p y ( C E) a s t h e l o s s f u n cti o n, t h e m o d el i s e n c o ur a g e d t o m a k e t h e c orr e ct pr e di cti o n,

b ut it d o e s n ot g u ar a nt e e t h at o nl y o n e o ut p ut i s a cti v at e d. A s s h o w n i n T a bl e 5. 3 , t h e m o d el c a n

pr e di ct p erf e ctl y b y pi c ki n g t h e m a xi m u m o ut p ut a s t h e pr e di ct e d cl a s s, a c hi e vi n g p erf e ct a c c ur a c y

aft er tr ai ni n g, b ut it s u ff er s h e a vil y o n m ut u al e x cl u si vit y a s t h e J a c c ar d i n d e x s c or e s ar e l o w a cr o s s

all d at a s et / s u b s et s. A n i d e al m ut u all y e x cl u si v e o ut p ut of a di sj u n cti v e l a y er b ef or e t a n h a cti v ati o n

i s o n e w h er e o nl y o n e el e m e nt i s cl o s e t o 6 a n d t h e ot h er s ar e cl o s e t o - 6. F or e x a m pl e, if t h e

o ut p ut l o git s ar e 2 , 4 , − 0 .5 a n d t h e t ar g et cl a s s i s 1 ( z er o-i n d e x e d), t h e s oft m a x- a cti v at e d o ut p ut

b e c o m e s 0 .1 2 , 0 .8 7 , 0 .0 1, w hi c h r e s ult s i n a l o w l o s s b ut i s n ot c o m pl et el y m ut u all y e x cl u si v e, si n c e

b ot h t a n h( 2) > 0 a n d t a n h( 4) > 0, l e a di n g b ot h cl a s s e s t o b e i nt er pr et e d a s Tr u e. T hi s e x p eri m e nt

s h o w s w h y u si n g cr o s s e ntr o p y al o n e o n pl ai n n e ur al D N F d o e s n ot g u ar a nt e e m ut u al e x cl u si vit y,

a n d w h y t h e n e ur al D N F- E O m o d el i s n e e d e d t o e nf or c e m ut u al e x cl u si vit y.

R e s ul t s o n n e u r al D N F- E O. T h e s e c o n d s et of e x p eri m e nt s s h o w s t h at t h e c o n str ai nt l a y er

i n t h e n e ur al D N F- E O m o d el c a n e nf or c e m ut u al e x cl u si vit y w h e n tr ai ni n g wit h C E l o s s. T h e

pl ai n n e ur al D N F p erf or m s c orr e ctl y wit h m ut u al e x cl u si o n e nf or c e d o n all t e st s et s, a s s h o w n i n

t h e ‘ Tr ai n J a c c. ( n o C 2)’ c ol u m n i n T a bl e 5. 4 . It al s o pr o vi d e s A S P r ul e s a s s h o w n i n Li sti n g 5. 1

aft er t h e p o st-tr ai ni n g pi p eli n e. H o w e v er, aft er t h e C U B- 2 0 s u b s et, t h e p erf or m a n c e g a p b et w e e n

a t hr e s h ol d e d pl ai n n e ur al D N F (‘ T hr e s h ol d J a c c. ( n o C 2)’ c ol u m n) a n d t h e ori gi n al aft er tr ai ni n g

(‘ Tr ai n J a c c. ( n o C 2)’ c ol u m n) gr o w s al o n g wit h t h e n u m b er of cl a s s e s i n t h e s u b s et. T hi s s u g g e st s

i s s u e s wit h t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s t o m ai nt ai n t h e m ut u al e x cl u si vit y i n t h e pl ai n n e ur al D N F

( o bt ai n e d fr o m a tr ai n e d n e ur al D N F- E O) a s t h e n u m b er s of cl a s s e s a n d attri b ut e s i n cr e a s e. T h e

i s s u e of t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s will b e f urt h er di s c u s s e d i n C h a pt er 7 .
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1 b l a c k _ f o o t e d _ a l b a t r o s s : - n o t h a s _ b i l l _ c o l o u r _ b l a c k ,

2 n o t h a s _ w i n g _ p a t t e r n _ s o l i d .

3 l a y s a n _ a l b a t r o s s : - h a s _ c r o w n _ c o l o u r _ w h i t e .

4 s o o t y _ a l b a t r o s s : -

5 n o t h a s _ b i l l _ c o l o u r _ b u f f , h a s _ c r o w n _ c o l o u r _ b l a c k ,

6 n o t h a s _ c r o w n _ c o l o u r _ w h i t e .

Li sti n g 5. 1: A S P r ul e s e xtr a ct e d fr o m a tr ai n e d n e ur al D N F- E O m o d el o n t h e C U B- 3 e x p eri m e nt.

P e rf o r m a n c e c o m p a ri s o n b e t w e e n n e u r al D N F- E O a n d b a s eli n e s. T h e p erf or m a n c e

c o m p ari s o n b et w e e n n e ur al D N F- E O m o d el s a n d t h e b a s eli n e s i s s e p ar at e d i nt o t w o p art s: (i)

a c c ur a c y c o m p ari s o n a m o n g n e ur al m o d el s ( n e ur al D N F- E O m o d el s a n d M L P s) a n d d e ci si o n tr e e s

( T a bl e 5. 5 ); a n d (ii) J a c c ar d i n d e x s c or e c o m p ari s o n o n t h e s y m b oli c r ul e s e xtr a ct e d fr o m n e ur al

D N F- E O m o d el s or dir e ctl y l e ar n e d b y F a st L A S ( T a bl e 5. 6 ).

T a bl e 5. 5 s h o w s e q u al a c c ur a c y f or all m o d el s a cr o s s all e x p eri m e nt s, s u g g e sti n g t h at t h e s u b-

s et s / d at a s et s ar e n ot s u ffi ci e ntl y c h all e n gi n g t o di sti n g ui s h a m o n g t h e tr ai n e d pl ai n n e ur al D N F

( wit h o ut c o n str ai nt l a y er C 2) i m m e di at el y aft er tr ai ni n g, t h e M L P s, a n d d e ci si o n tr e e s.

T h e bi v al e nt i nt er pr et ati o n of a s e mi- s y m b oli c n o d e’ s o ut p ut t a k e s it s t a n h o ut p ut t h at i s gr e at er

t h a n 0 a s Tr u e. F or a pl ai n n e ur al D N F, m ulti pl e cl a s s e s c a n h a v e t h eir t a n h a cti v ati o n s gr e at er

t h a n 0, gi vi n g t h e p o s si bilit y of m ulti pl e cl a s s e s b ei n g Tr u e at t h e s a m e ti m e. A n d it s e xtr a ct e d A S P

r ul e s a n d t h e r ul e s l e ar n e d b y F a st L A S b ot h c a n gi v e m or e t h a n o n e cl a s s i n a n a n s w er s et. T h u s,

t h e J a c c ar d i n d e x s c or e i s u s e d t o m e a s ur e s u c h a r e q uir e m e nt of m ut u al e x cl u si vit y. W hil e t h e pl ai n

n e ur al D N F m o d el b ef or e t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s m ai nt ai n s m ut u al e x cl u si vit y, w ell- p erf or mi n g

r ul e s c a n n ot al w a y s b e e xtr a ct e d fr o m it, a s s h o w n i n T a bl e 5. 6 . O n t h e ot h er h a n d, t h e r ul e s l e ar n e d

b y F a st L A S p erf or m c orr e ctl y i n all s etti n g s w h er e t h e y t er mi n at e a n d m ai nt ai n m ut u al e x cl u si vit y.

D at a s et M L P  D e ci si o n Tr e e ( n o pr u ni n g)  N e ur al D N F- E O wit h o ut C 2 ( aft er tr ai ni n g)

C U B- 3 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 5 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 5 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 5 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0

T a bl e 5. 5: A c c ur a c y c o m p ari s o n a m o n g M L P, d e ci si o n tr e e ( n o pr u ni n g) a n d tr ai n e d n e ur al D N F- E O
m o d el ( n o c o n str ai nt l a y er C 2, n o p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g), a cr o s s di ff er e nt C U B s u b s et s / d at a s et.

S c al a bili t y c o m p a ri s o n. M L P s a n d d e ci si o n tr e e s s h o w n o s c al a bilit y i s s u e s. H o w e v er, F a st L A S

f ail s t o l e ar n fr o m t h e f ull d at a s et of C U B- 2 0 0, a s s h o w n i n T a bl e 5. 6 , w h er e it r u n s o ut of m e m or y

w h e n c o m p uti n g t h e o pt- s u ffi ci e nt s e ar c h s p a c e. T h e tr ai n e d pl ai n n e ur al D N F wit h o ut a n y p o st-

tr ai ni n g pr o c e s si n g l e ar n s p erf e ctl y i n all s etti n g s r e g ar dl e s s of t h e n u m b er of cl a s s e s, d e m o n str ati n g

b ett er s c al a bilit y of n e ur al m o d el s w h e n t h e h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e i s l ar g e.

I n t e r p r e t a bili t y c o m p a c t n e s s c o m p a ri s o n. T hi s c o m p ari s o n i s o nl y c o n d u ct e d f or m et h o d s

wit h r ul e- b a s e d i nt er pr et a bilit y ( F a st L A S, r ul e s e xtr a ct e d fr o m t h e n e ur al D N F- E O m o d el a n d
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D at a s et F a st L A S
N e ur al D N F- E O

wit h o ut C 2
( aft er tr ai ni n g)

R ul e s E xtr a ct e d fr o m
N e ur al D N F- E O

wit h o ut C 2

C U B- 3 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 1 5 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0
C U B- 2 5 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 9 3 3
C U B- 5 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 6 3 6
C U B- 1 0 0 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 6 3 2
C U B- 2 0 0 N / A 1. 0 0 0 0. 2 2 5

T a bl e 5. 6: J a c c ar d i n d e x s c or e c o m p ari s o n a cr o s s di ff er e nt C U B s u b s et s / d at a s et, f or F a st L A S,
tr ai n e d n e ur al D N F- E O m o d el wit h o ut t h e c o n str ai nt l a y er C 2 ( n o p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g), a n d
t h e r ul e s e xtr a ct e d fr o m t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e d n e ur al D N F- E O m o d el wit h o ut t h e c o n str ai nt
l a y er C 2. F a st L A S r u n s o ut of m e m or y f or C U B- 2 0 0.

d e ci si o n tr e e s). T h e c o m p a ct n e s s of t h e r ul e s i s m e a s ur e d b y t h e a v er a g e a n d m a xi m u m r ul e l e n gt h.

T o m e a s ur e t h e r ul e l e n gt h of a d e ci si o n tr e e, e a c h d e ci si o n p at h t o a l e af n o d e i s tr e at e d a s a r ul e,

a n d t h e n u m b er of st e p s al o n g t h at p at h c orr e s p o n d s t o t h e n u m b e r of b o d y at o m s. Fi g ur e 5. 4

s h o w s t h e c o m p ari s o n of a v er a g e a n d m a xi m u m r ul e l e n gt h a cr o s s F a st L A S’ r ul e s, r ul e s e xtr a ct e d

fr o m t h e n e ur al D N F- E O m o d el ( wit h o ut l a y er C 2), d e ci si o n tr e e s wit h o ut pr u ni n g, a n d pr u n e d

d e ci si o n tr e e s wit h 8 0 % a c c ur a c y o n tr ai n s et s. F a st L A S l e ar n s t h e m o st c o m p a ct r ul e s b ut h a s

s c al a bilit y i s s u e s wit h a l ar g e h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e, a s it f ail s t o l e ar n wit h 2 0 0 cl a s s e s pr e s e nt.

W hil e t h e m a xi m u m r ul e l e n gt h f or r ul e s e xtr a ct e d fr o m t h e pl ai n n e ur al D N F i s t h e hi g h e st i n

m o st e x p eri m e nt s, t h e a v er a g e l e n gt h i n cr e a s e s li n e arl y, c o m p ar e d t o t h e d e ci si o n tr e e s’ e x p o n e nti al

gr o wt h. R ul e s fr o m t h e n e ur al D N F- E O m o d el ar e m or e c o m p a ct t h a n t h e d e ci si o n tr e e i n h alf of

t h e s etti n g s, e s p e ci all y i n e x p eri m e nt s wit h l ar g e n u m b er s of cl a s s e s.

C U B- 3 C U B- 1 0 C U B- 1 5 C U B- 2 0 C U B- 2 5 C U B- 5 0 C U B- 1 0 0 C U B- 2 0 0

2

4

6

8

1 0

1 2

1 4

1 6

A
v

er
a

g
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r
ul

e 
l

e
n

gt
h

F a s t L A S

R ul e s e x t r a c t e d f r o m
n e u r al D N F- E O wi t h o u t C 2

D e ci si o n Tr e e ( n o p r u n e)

D e ci si o n Tr e e ( p r u n e d)

C U B- 3 C U B- 1 0 C U B- 1 5 C U B- 2 0 C U B- 2 5 C U B- 5 0 C U B- 1 0 0 C U B- 2 0 0

0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

M
a
x 

r
ul

e 
l

e
n

gt
h

F a s t L A S

R ul e s e x t r a c t e d f r o m
n e u r al D N F- E O wi t h o u t C 2

D e ci si o n Tr e e ( n o p r u n e)

D e ci si o n Tr e e ( p r u n e d)

Fi g ur e 5. 4: A v er a g e r ul e l e n gt h a n d m a xi m u m r ul e l e n gt h c o m p ari s o n a cr o s s r ul e s l e ar n e d fr o m
F a st L A S, e xtr a ct e d r ul e s fr o m tr ai n e d n e ur al D N F- E O m o d el a n d d e ci si o n tr e e ( b ot h pr u n e d a n d
wit h o ut pr u ni n g). T h e pr u n e d d e ci si o n tr e e s still m ai nt ai n a n a c c ur a c y of 8 0 % i n tr ai ni n g s et s.
F a st L A S r u n s o ut of m e m or y f or C U B- 2 0 0.



7 4 C H A P T E R 5. N E U R A L D N F- B A S E D M O D E L S F O R C L A S SI FI C A TI O N T A S K S

5. 2. 2 R e al- w o rl d M ul ti-l a b el T a s k: T M C D a t a s e t / S u b s e t s

D a t a s e t D e s c ri p ti o n

T M C 2 0 0 7- 5 0 0 [ 1 4 8 ] i s a t e xt- b a s e d m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n d at a s et b a s e d o n s p a c e s h uttl e r e p ort s,

a n d t h e g o al i s t o i d e ntif y di ff er e nt t y p e s of a n o m ali e s fr o m t h e t e xt. A s a m ulti-l a b el t a s k, o n e or

m or e l a b el s c a n b e tr u e at t h e s a m e ti m e f or t h e s a m e s a m pl e, or n o n e of t h e l a b el s m a y b e tr u e. T h e

d at a s et pr o vi d e s 5 0 0 di s cr et e attri b ut e s al o n g wit h 2 2 l a b el s, w hil e t h e r e p ort s a n d a ct u al a n o m ali e s

ar e n ot r e v e al e d d u e t o t h eir s e n siti vit y. Li sti n g 5. 2 s h o w s a s a m pl e fr o m t h e d at a s et. T h e attri b ut e s

t h e m s el v e s ar e w or d s, m a ki n g t h e i n p ut si mil ar t o a n N L P b a g- of- w or d s e n c o di n g w h er e e a c h bit of

t h e e n c o di n g r e pr e s e nt s w h et h er a w or d a p p e ar s i n t h e r e p ort. F or t hi s r e a s o n, d at a pr e- pr o c e s si n g

( d et ail e d i n A p p e n di x B. 2. 1 ) i s a p pli e d t o filt er o ut attri b ut e s wit h l o w m ut u al i nf or m ati o n ( MI)

wit h r e s p e ct t o t h e o ut p ut l a b el c o m bi n ati o n s ( n ot o n i n di vi d u al l a b el s). O nl y attri b ut e s wit h MI

v al u e s gr e at er t h a n or e q u al t o a t hr e s h ol d t ar e k e pt. Si mil ar t o t h e C U B d at a s et, s u b s et s ar e

cr e at e d f or s c al a bilit y c h e c k s a n d t h e pr e- pr o c e s si n g i s a p pli e d t o e a c h s u b s et. T a bl e 5. 7 s h o w s t h e

st ati sti c s of t h e d at a s et s / s u b s et s aft er pr e- pr o c e s si n g. Di ff er e nt MI t hr e s h ol d s ar e a p pli e d d uri n g

pr e- pr o c e s si n g o n e a c h s u b s et, r e s ulti n g i n di ff er e nt n u m b er s of attri b ut e s u s e d i n e a c h s u b s et.
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1 {

2 " s a m p l e _ i d " : " 1 8 6 4 3 " ,

3 " p r e s e n t _ a t t r i b u t e s " : [ 2 , 9 2 , . . . , 4 8 0 , 4 8 1 ] ,

4 " p r e s e n t _ l a b e l s " : [ 1 , 5 , 7 , 1 2 ]

5 " p r e s e n t _ a t t r i b u t e s _ t e x t _ m a p p i n g " : {

6 " 2 " : " a b o v e " ,

7 " 9 2 " : " c l i m b " ,

8 . . . ,

9 " 4 8 0 " : " w e " ,

1 0 " 4 8 1 " : " w e a t h e r "

1 1 }

1 2 }

Li sti n g 5. 2: A s a m pl e fr o m t h e T M C 2 0 0 7- 5 0 0 d at a s et b ef or e a n y d at a pr e- pr o c e s si n g.

D at a s et / S u b s et N o. s a m pl e s  N o. l a b el s  N o. attri b ut e s MI t

Ori gi n al T M C 2 0 0 7- 5 0 0 2 8 5 9 6 2 2 5 0 0 N / A
T M C- 3 1 6 9 4 7 3 5 9 0. 0 1
T M C- 5 1 8 5 6 5 5 6 0 0. 0 2
T M C- 1 0 2 1 4 5 4 1 0 3 4 0. 0 4
T M C- 1 5 2 4 3 1 8 1 5 8 0 0. 0 4
T M C- 2 2 2 8 5 3 8 2 2 1 0 3 0. 0 5

T a bl e 5. 7: St ati sti c s of di ff er e nt T M C d at a s et s / s u b s et s. E x c e pt f or ‘ Ori gi n al T M C 2 0 0 7- 5 0 0’, all
t h e ot h er d at a s et s / s u b s et s ar e pr e- pr o c e s s e d. T h e n u m b er of s a m pl e s i s t h e s u m of s a m pl e s fr o m
all tr ai n, v ali d ati o n a n d t e st s et s. F or d at a s et n a m e s wit h a s u ffi x ‘- k’, t h e v al u e of k i n di c at e s t h e
n u m b er of l a b el s r et ai n e d i n t h at d at a s et / s u b s et.

E x p e ri m e n t s

S e t ti n g s. M a cr o F 1 i s u s e d a s t h e m etri c f or t h e p erf or m a n c e. N e ur al D N F m o d el s ar e tr ai n e d

wit h bi n ar y cr o s s- e ntr o p y l o s s, a n d t h e b a s eli n e s ar e 2-l a y er M L P s tr ai n e d wit h bi n ar y cr o s s- e ntr o p y

l o s s, d e ci si o n tr e e s wit h o ut li miti n g d e pt h a n d F a st L A S.

R e s ul t s o n n e u r al D N F- E O. T a bl e 5. 8 s h o w s t h e p erf or m a n c e of n e ur al D N F m o d el s a n d t h e

e xtr a ct e d r ul e s a cr o s s di ff er e nt T M C s u b s et s / d at a s et. T h e n e ur al D N F m o d el str u g gl e s t o l e ar n

a s t h e n u m b er of attri b ut e s a n d l a b el s i n cr e a s e s i n t h e s u b s et s / d at a s et. H o w e v er, t hi s m a y b e

attri b ut a bl e t o t h e l a c k of g e n er al p att er n s or r e g ul ariti e s i n t h e T M C d at a s et / s u b s et s. T hi s i s s u e i s

f urt h er di s c u s s e d l at er w h e n c o m p ari n g t o ot h er b a s eli n e s. O n t h e ot h er h a n d, t h e r ul e s e xtr a ct e d

t hr o u g h t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s s h o w v er y si mil ar p erf or m a n c e t o t h e c orr e s p o n di n g tr ai n e d n e ur al

D N F m o d el. C o m p ar e d t o t h e C U B e x p eri m e nt s, t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s d o e s n ot n e e d t o m ai nt ai n

m ut u al e x cl u si vit y a cr o s s di ff er e nt o ut p ut s a n d d o e s n ot c a u s e a si g ni fi c a nt p erf or m a n c e dr o p w h e n

di s cr eti si n g t h e c o nti n u o u s w ei g ht s.

C o m p a ri s o n b e t w e e n n e u r al D N F m o d el s a n d b a s eli n e s. T h er e i s a n i n cr e a si n g p erf or-

m a n c e g a p b et w e e n t h e n e ur al D N F m o d el s a n d M L P s a s t h e n u m b er s of attri b ut e s a n d l a b el s

i n cr e a s e. Fi g ur e 5. 9 s h o w s t h e c h a n g e i n m a cr o F 1 a n d t h e δ m a g nit u d e i n t h e n e ur al D N F m o d el’ s

s y m b oli c l a y er s o v er 3 0 0 e p o c h s of tr ai ni n g o n T M C- 2 2. T h e n e ur al D N F m o d el a c hi e v e s a m a cr o
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D at a s et
T r ai n

m a cr o F 1
Pr u n e

m a cr o F 1
Fi n et u n e
m a cr o F 1

T hr e s h ol d
m a cr o F 1

R ul e s
m a cr o F 1

M L P + B C E
M a cr o F 1

D e ci si o n Tr e e
( n o pr u ni n g)

M a cr o F 1

T M C- 3 0. 7 4 5 0. 7 6 4 0. 7 3 9 0. 7 5 4 0. 7 5 4 0. 8 1 7 0. 9 2 5
T M C- 5 0. 6 1 5 0. 6 4 9 0. 6 4 8 0. 6 3 5 0. 6 3 5 0. 7 4 6 0. 8 9 4
T M C- 1 0 0. 3 9 1 0. 3 8 0 0. 3 7 0 0. 3 6 2 0. 3 6 2 0. 5 3 9 0. 8 2 5
T M C- 1 5 0. 1 7 7 0. 1 4 3 0. 1 0 0 0. 0 9 7 0. 0 9 7 0. 5 3 8 0. 8 6 3
T M C- 2 2 0. 0 9 4 0. 0 8 6 0. 0 9 3 0. 0 9 4 0. 0 9 4 0. 5 4 5 0. 8 6 5

T a bl e 5. 8: M a cr o F 1 of n e ur al D N F m o d el s aft er tr ai ni n g wit h B C E a n d at di ff er e nt st a g e s of
t h e p o st-tr ai ni n g pi p eli n e, M L P s tr ai n e d wit h B C E, a n d d e ci si o n tr e e s wit h o ut li miti n g d e pt h, i n
di ff er e nt T M C s u b s et s / d at a s et.

F 1 l o w er b ut still i n a si mil ar r a n g e of v al u e s t o t h e M L P’ s ( ar o u n d 0. 4 5 c o m p ar e d t o M L P’ s 0. 5 4 5)

w h e n t h e l o gi c al bi a s e s ar e n ot h e a vil y e nf or c e d. B ut a s t h e δ m a g nit u d e i n cr e a s e s, e s p e ci all y o v er

0. 5, t h e p erf or m a n c e of t h e m o d el dr o p s a n d n e v er r e c o v er s. T hi s s u g g e st s t h at t h e l o gi c al bi a s e s

i n t h e s e mi- s y m b oli c l a y er s m a k e it m or e di ffi c ult f or t h e n e ur al D N F m o d el t o l e ar n. C h a pt er 7

i ntr o d u c e s a s ol uti o n t o miti g at e t h e pr o bl e m of δ m a g nit u d e a n d tr ai ni n g di ffi c ult y.

0 5 0 1 0 0 1 5 0 2 0 0 2 5 0 3 0 0

E p o c h

0. 1

0. 2

0. 3

0. 4

M
a
cr

o 
f

1
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0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

D
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t
a 

v
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u
e

T a bl e 5. 9: M a cr o F 1 a n d t h e δ m a g nit u d e of a n e ur al D N F m o d el i n T M C- 2 2 d at a s et o v er 3 0 0
e p o c h s of tr ai ni n g. T h e dr o p i n m a cr o F 1 o c c ur s ar o u n d w h e n t h e δ m a g nit u d e i s ar o u n d 0. 5.

T h e d e ci si o n tr e e si g ni fi c a ntl y o ut p erf or m s b ot h n e ur al D N F m o d el s a n d M L P s a cr o s s all s u b s et-

s / d at a s et s, a s s h o w n i n T a bl e 5. 8 . T hi s s u p eri or p e rf or m a n c e, e s p e ci all y a s t h e n u m b er s of attri b ut e s

a n d l a b el s i n cr e a s e, s u g g e st s t h at t h e d at a s et m a y l a c k g e n e r al p att er n s a n d r e q uir e s a n ar c hit e ct ur e

wit h m or e p ar a m et er s; h o w e v er, b ot h t h e M L P a n d t h e n e ur al D N F m o d el s ri s k o v er fitti n g w h e n

t h e n u m b er of p ar a m et er s b e c o m e s t o o l ar g e. A n M L P wit h m or e a n d wi d er hi d d e n l a y e r s c a n

a p pr o xi m at e i n cr e a si n gl y c o m pl e x f u n cti o n s. Si mil arl y, f or t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el, a n i n fi nit e

n u m b er of c o nj u n cti o n s (i. e., i n fi nit e wi dt h of t h e c o nj u n cti v e l a y er) w o ul d t h e or eti c all y all o w it t o

e n c o d e e v er y p o s si bl e r ul e f or e a c h l a b el. H o w e v er, t hi s w o ul d l e a d t o l e ar ni n g hi g hl y s p e ci fi c r ul e s

t h at a cti v at e f or o nl y s m all s u b s et s of d at a p oi nt s. B y c o n str ai ni n g t h e n u m b er of c o nj u n cti o n s or

hi d d e n l a y er wi dt h, t h e s e n e ur al m o d el s ar e f or c e d t o g e n er ali s e a cr o s s l ar g er s a m pl e gr o u p s. W h e n

d at a s et s l a c k g e n er al p att er n s t h at c a n b e c a pt ur e d wit h l o w- di m e n si o n al f e at ur e s, m o d el s r e q uir e
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wi d er hi d d e n l a y er s ( a n d m a y b e m or e l a y er s a s w ell) t o e x p a n d t h e f e at ur e s p a c e a n d i n e vit a bl y

i n cr e a s e t h e o v er fitti n g ri s k. O n t h e ot h er h a n d, d e ci si o n tr e e s s plit t h e i n p ut s p a c e r e c ur si v el y,

a n d wit h o ut d e pt h c o n str ai nt s, t h e y c a n e n c o d e e v er y tr ai ni n g c a s e t hr o u g h n e st e d c o n diti o n al s a n d

o v er fit t h e d at a. T a bl e 5. 1 0 c o m p ar e s t h e tr ai n a bl e p ar a m et er s i n M L P / n e ur al D N F m o d el s a g ai n st

t h e n u m b er of n o n-l e af n o d e s ( s plit n o d e s) i n u n c o n str ai n e d d e ci si o n tr e e s. Alt h o u g h t h e n u m b er

of n o n-l e af n o d e s i s n ot dir e ctl y c o m p ar a bl e t o t h e n u m b er of l e ar n a bl e p ar a m et er s i n M L P / n e ur al

D N F m o d el s, it c a n b e tr e at e d a s a pr o x y f or t h e n u m b er of p ar a m et e r s si n c e it e n c o d e s a s plit

c o n diti o n t h at dir e ct s t h e d e ci si o n p at h. T h e u nli mit e d- d e pt h d e ci si o n tr e e h a s m or e n o n-l e af n o d e s

t h a n t h e n u m b er of l e ar n a bl e p ar a m et er s i n it s c orr e s p o n di n g M L P / n e ur al D N F c o u nt er p art s i n all

e x p eri m e nt s, s h o wi n g fi n e- gr ai n e d d e ci si o n m a ki n g t o p erf or m w ell i n t h e s u b s et s / d at a s et. W h e n

t h e d e pt h i s li mit e d, t h e d e ci si o n tr e e s u ff er s fr o m p erf or m a n c e d e gr a d ati o n a s s h o w n i n Fi g ur e 5. 5 .

H o w e v er, e v e n w h e n t h e d e pt h i s li mit e d, t h e d e ci si o n tr e e still o ut p erf or m s t h e M L P / n e ur al D N F

m o d el s m o st of t h e ti m e ( e x c e pt w h e n t h e d e pt h i s li mit e d t o 1 0). T hi s s u g g e st s t h at t h e u n c o n-

str ai n e d d e ci si o n tr e e’ s s u p eri or p erf or m a n c e mi g ht st e m fr o m b ot h it s gr e at er m o d el c a p a cit y a n d

al s o s o m e d e gr e e of o v er fitti n g, a n d t h at t h e d at a s et’ s i n h er e nt c o m pl e xit y r e q uir e s m or e p ar a m et er s

f or e ff e cti v e l e ar ni n g i n n e ur al m o d el s.

T h e l a st b a s eli n e a p pr o a c h, F a st L A S, f ail s i n e v e r y T M C s u b s et / d at a s et, s u ff eri n g fr o m t h e s a m e

m e m or y i s s u e a s t h e C U B- 2 0 0 e x p eri m e nt. I n a m ulti- cl a s s s etti n g, t h e m ut u al e x cl u si vit y c o n str ai nt

c a n h el p r e d u c e t h e h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e, b ut wit h o ut t h e c o n str ai nt i n t h e m ulti-l a b el s etti n g,

t h e h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e b e c o m e s e x p o n e nti all y l ar g er si n c e e v er y l a b el c a n b e fir e d at t h e s a m e

ti m e, c a u si n g a m e m or y i s s u e f or F a st L A S.

D at a s et
M L P / N e ur al D N F

Ar c hit e ct ur e
(I n p ut, Hi d d e n, O ut p ut)

N u m. P ar a m et er s
( E x cl u di n g bi a s)

D e ci si o n Tr e e
M a x. d e pt h

N o. N o n-l e af N o d e s

T M C- 3 ( 5 9, 9, 3) 5 5 8 5 4 1 4 6 1
T M C- 5 ( 6 0, 1 5, 5) 9 7 5 5 0 3 4 3 6
T M C- 1 0 ( 3 4, 3 0, 1 0) 1 3 2 0 3 4 7 7 1 5
T M C- 1 5 ( 8 0, 3 4, 1 5) 4 2 7 5 6 7 9 6 7 9
T M C- 2 2 ( 1 0 3, 6 6, 2 2) 8 2 5 0 6 6 1 1 8 7 8

T a bl e 5. 1 0: M L P a n d n e ur al D N F m o d el’ s tr ai n a bl e p ar a m et er s c o u nt, c o m p ari n g t o t h e n u m b er
of n o n-l e af n o d e s i n a d e ci si o n tr e e wit h o ut li miti n g d e pt h, i n di ff er e nt T M C s u b s et s / d at a s et. A
n o n-l e af n o d e of a d e ci si o n tr e e e n c o d e s a s plit c o n diti o n t h at dir e ct s t h e d e ci si o n p at h.

5. 2. 3 S y n t h e ti c D a t a s e t

T h e l a st s et of e x p eri m e nt s r u n s o n s y nt h eti c m ulti- cl a s s a n d m ulti-l a b el d at a s et s t o v erif y t h e

c a p a biliti e s of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s.

D a t a s e t G e n e r a ti o n. F or e a c h s y nt h eti c d at a s et, a s et of r ul e s i s r a n d o ml y g e n er at e d a s it s

gr o u n d tr ut h. Wit h M attri b ut e s a n d N cl a s s e s /l a b el s, a s et of C c o nj u n cti o n s t h at c a n b e u s e d b y

t h e cl a s s e s /l a b el s i s r a n d o ml y g e n er at e d, wit h e a c h c o nj u n cti o n’ s r ul e b o di e s c o nt ai ni n g a r a n d o m

s u b s et of t h e attri b ut e s ( eit h er p o siti v e or n e g ati v e lit er al s). E a c h cl a s s /l a b el i s a s s o ci at e d wit h o nl y

o n e c o nj u n cti o n. T hi s c h oi c e i s t o si m plif y t h e g e n er ati o n pr o c e s s f or a m ulti- cl a s s s etti n g d u e t o

t h e m ut u al e x cl u si vit y c o n str ai nt: b y a s s o ci ati n g e a c h cl a s s t o o nl y o n e c o nj u n cti o n, a s l o n g a s t h e
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Fi g ur e 5. 5: E v al u ati o n of t h e d e ci si o n tr e e’ s p erf or m a n c e o n T M C- 2 2 d at a s et wit h di ff er e nt m a xi m u m
d e pt h s. T h e r e d d ott e d li n e r e pr e s e nt s 8 0 0 0 n u m b er of n o n-l e af n o d e s t h at i s si mil ar t o t h e n u m b er
of p ar a m et er s i n a n M L P / n e ur al D N F m o d el. B ot h t h e m a cr o F 1 a n d t h e n u m b er of n o d e s d e cr e a s e
a s t h e d e pt h d e cr e a s e s. W h e n t h e d e ci si o n tr e e’ s m a xi m u m d e pt h i s li mit e d t o 1 5, it h a s 2, 8 1 0
n o n-l e af n o d e s a n d a c hi e v e s a t e st m a cr o F 1 of 0. 5 6 5, still b ett er t h a n t h e M L P’ s p e rf or m a n c e b ut
cl o s e t o it.

c o nj u n cti o n s ar e u ni q u e a n d wit h n o i nt er s e cti o n b et w e e n t h e r ul e b o di e s, t h e m ut u al e x cl u si vit y

c o n str ai nt i s g u ar a nt e e d t o b e s ati s fi e d. Aft er t h e gr o u n d tr ut h r ul e s ar e g e n er at e d, s a m pl e s ar e

g e n er at e d b y r ej e cti o n s a m pli n g: f or e a c h s a m pl e of ( X, y ) p air, t h e i n p ut X i s r a n d o ml y g e n er at e d

a s eit h er Tr u e or F al s e f or e a c h attri b ut e a n d t h e o ut p ut y i s t h e cl a s s e s /l a b el s i n t h e a n s w er s et

c o m p ut e d b y cli n g o [ 1 2 6 ] u si n g t h e gr o u n d tr ut h r ul e s a n d t h e i n p ut X . I n a m ulti-l a b el s etti n g, a

s a m pl e will b e a ut o m ati c all y a c c e pt e d si n c e t h er e i s n o c o n str ai nt o n it s o ut p ut s. N ot e t h at n o n oi s e

i s a d d e d t o t h e s a m pl e s, t h at i s, t h e s a m pl e s’ o ut p ut s ar e n e v er alt er e d a n d al s o m at c h t h e a n s w er

s et s c o m p ut e d b y cli n g o. T h e s a m pl e s ar e s plit i nt o tr ai ni n g, v ali d ati o n a n d t e st s et s i n 6 4 : 1 6 : 2 0

r ati o. T a bl e 5. 1 1 s h o w s t h e st ati sti c s of t h e s y nt h eti c d at a s et s.

D at a s et
N a m e

T y p e
N o. Attri b ut e s

(M )
N o. Cl a s s e s / L a b el s

(N )

N o. C o nj u n cti o n s
i n t h e P o ol

(C )

T ot al
N o. S a m pl e s

M C- 3 M ulti- cl a s s 1 5 3 9 1 0 0 0 0
M C- 2 5 M ulti- cl a s s 1 5 0 2 5 7 5 1 0 0 0 0
M L- 3 M ulti-l a b el 2 7 3 9 1 0 0 0 0
M L- 2 5 M ulti-l a b el 1 5 0 2 5 7 5 1 0 0 0 0

T a bl e 5. 1 1: St ati sti c s of t h e s y nt h eti c d at a s et s.

S e t ti n g s. F oll o wi n g t h e s a m e tr ai ni n g a n d p o st-tr ai ni n g pr o c e s s, b ut wit h o ut t h e fi n et u ni n g st a g e,

n e ur al D N F- b a s e d m o d el s ar e tr ai n e d a n d e v al u at e d o n e a c h of t h e s y nt h eti c d at a s et s. N e ur al D N F-

E O m o d el s ar e tr ai n e d wit h cr o s s- e ntr o p y l o s s f or t h e m ulti- cl a s s s etti n g a n d v a nill a n e ur al D N F

m o d el s ar e tr ai n e d wit h bi n ar y cr o s s- e ntr o p y l o s s f or t h e m ulti-l a b el s etti n g. Si n c e t h e p ur p o s e i s t o

v erif y t h e c a p a biliti e s of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, n o b a s eli n e m o d el s ar e u s e d f or c o m p ari s o n.
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R e s ul t s. T h e e x p eri m e nt s o n t h e s y nt h eti c d at a s et s c o n fir m t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s’

c a p a biliti e s of l e ar ni n g r ul e s fr o m d at a s et s wit h u n d erl yi n g p att er n s, a s s h o w n i n T a bl e 5. 1 2 a n d

T a bl e 5. 1 3 . T h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s l e ar n w ell aft er tr ai ni n g i n all e x p eri m e nt s, w hil e t h e

pr o bl e m of m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n p erf or m a n c e dr o p pi n g aft er t hr e s h ol di n g p er si st s, m at c hi n g t h e

s a m e i s s u e i n t h e r e al- w orl d d at a s et e x p eri m e nt s i n S e cti o n 5. 2. 1 .

S y nt h eti c D at a s et Aft er tr ai n  Aft er pr u n e  Aft er t hr e s h ol d  E xtr a ct e d R ul e s

M C- 3 1. 0 0 0 1. 0 0 0 0. 9 8 1 0. 9 7 4
M C- 2 5 0. 9 9 5 0. 9 9 1 0. 2 2 7 0. 2 2 6

T a bl e 5. 1 2: N e ur al D N F- E O m o d el s’ J a c c ar d i n d e x s c or e o n di ff er e nt s y nt h eti c m ulti- cl a s s d at a s et s
at di ff er e nt st a g e s of t h e pi p eli n e.

S y nt h eti c D at a s et Aft er tr ai n  Aft er pr u n e  Aft er t hr e s h ol d  E xtr a ct e d R ul e s

M L- 3 1. 0 0 0 0. 9 9 5 0. 9 9 5 0. 9 9 5
M L- 2 5 1. 0 0 0 0. 9 6 7 0. 9 8 7 0. 9 8 7

T a bl e 5. 1 3: N e ur al D N F m o d el s’ m a cr o F 1 s c or e o n di ff er e nt s y nt h eti c m ulti-l a b el d at a s et s at
di ff er e nt st a g e s of t h e pi p eli n e.

5. 3 Di s c u s si o n

T hi s s e cti o n a n al y s e s t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i n t h e t hr e e ar e a s of cl a s si fi c ati o n p e rf o r m a n c e ,

i nt e r p r et a bilit y, a n d s c al a bilit y t o c o m p ar e a g ai n st t h e b a s eli n e s of M L P s, d e ci si o n tr e e s a n d F a st L A S

[9 1 ]. T o s u m m ari s e, (i) t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el c a n p erf or m at a c o m p ar a bl e l e v el t o a n M L P

a n d a d e ci si o n tr e e aft er tr ai ni n g; (ii) it pr o vi d e s i nt er pr et a bilit y a s a n e ur al m o d el b y all o wi n g t h e

e xtr a cti o n of A S P r ul e s, a n d t h e e xtr a ct e d r ul e s ar e o n a v er a g e m or e c o m p a ct t h a n a d e ci si o n tr e e’ s

d e ci si o n p at h s; (iii) it al s o s c al e s b ett er t h a n F a st L A S w h e n t h e h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e i s l ar g e.

5. 3. 1 Cl a s si fi c a ti o n P e rf o r m a n c e

W h e n t h er e e xi st u n d erl yi n g g e n er al p att er n s i n t h e d at a s et t h at c a n b e l e ar n e d wit h o ut e xtr e m e

fi n e- gr ai n e d d e ci si o n m a ki n g, s u c h a s t h e C U B d at a s et / s u b s et s i n S e cti o n 5. 2. 1 a n d t h e s y nt h eti c

d at a s et s i n S e cti o n 5. 2. 3 , t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s wit h o ut a n y p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g p erf or m

c o m p ar a bl y t o M L P s a n d d e ci si o n tr e e s. I n p arti c ul ar, t h e E O c o n str ai nt l a y er s u c c e s sf ull y e nf or c e s

m ut u al e x cl u si vit y o n t h e tr ai n e d pl ai n n e ur al D N F m o d el’ s o ut p ut i n t h e m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n

t a s k s, a c hi e vi n g t h e d e si g n g o al of t h e n e ur al D N F- E O m o d el. I n t h e T M C e x p eri m e nt s, b ot h

t h e n e ur al D N F m o d el s a n d M L P s c a n n ot g e n er ali s e w ell, w hil e d e ci si o n tr e e s wit h o ut a d e pt h

li mit o v e r fit wit h n u m er o u s d e ci si o n n o d e s. T h e T M C e x p eri m e nt s al s o s h o w a l ar g er di ff er e n c e i n

p erf or m a n c e b et w e e n t h e n e ur al D N F m o d el s a n d M L P s, a n d t h e tr ai ni n g l o s s pl ot of t h e n e ur al

D N F m o d el i n Fi g ur e 5. 9 s u g g e st s t h at t h e l o gi c al bi a s e s i n t h e s e mi- s y m b oli c l a y er s of t h e n e ur al

D N F m o d el i n cr e a s e t h e di ffi c ult y of tr ai ni n g.
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5. 3. 2 I n t e r p r e t a bili t y

T h e l o gi c all y c o n str ai n e d bi a s i n t h e s e mi- s y m b oli c l a y er s m a k e s it p o s si bl e t o e xtr a ct s y m b oli c r ul e s

fr o m tr ai n e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el s t hr o u g h p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e s, c o ntr a sti n g wit h t h e l a c k of

i nt er pr et a bilit y i n M L P s. H o w e v er, a s s h o w n i n t h e C U B e x p eri m e nt s ( T a bl e 5. 4 ), t h e c urr e nt pr o c e s s

d o e s n ot al w a y s r e s ult i n a s u c c e s sf ul r ul e e xtr a cti o n f or m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n. T h e t hr e s h ol di n g

pr o c e s s i s t h e c urr e nt b ottl e n e c k of t h e pi p eli n e, a s it c a n n ot m ai nt ai n m ut u al e x cl u si vit y a cr o s s

a l ar g e n u m b er of cl a s s e s. T h e n e ur al D N F- E O m o d el m a y al s o r e st o n a n ‘ u n st a bl e e q uili bri u m’

( Fi g ur e 5. 6 ) aft er tr ai ni n g: a n ar bitr aril y s m all c h a n g e m a d e t o t h e m o d el d uri n g t h e p o st-tr ai ni n g

pr o c e s s c o ul d p u s h it t o w ar d s a di ff er e nt s u b- o pti m al or p o or s ol uti o n, d e m o n str ati n g t h e m o d el’ s

brittl e n e s s wit h r e s p e ct t o i nt er pr et a bilit y. Si mil ar t hr e s h ol di n g i s s u e s wit h t h e n e ur al D N F- E O

m o d el r e a p p e ar i n S e cti o n 7. 5 , w hi c h m a y b e r el at e d t o t hi s i n st a bilit y h y p ot h e si s. Veri fi c ati o n of

t h e u n st a bl e e q uili bri u m c o nj e ct ur e r e m ai n s a s f ut ur e w or k.

Fi g ur e 5. 6: A n e x a m pl e of a n u n st a bl e e q uili bri u m.

T h e e xtr a ct e d r ul e s ar e al s o n ot g u ar a nt e e d t o b e i n t h e m o st c o m p a ct f or m c o m p ar e d t o F a st L A S

( Fi g ur e 5. 4 ). F a st L A S wit h a s c ori n g f u n cti o n o n b o d y l e n gt h will g u ar a nt e e t h e m o st c o m p a ct

h y p ot h e si s, w hil e t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s d o n ot h a v e a str o n g si g n al t o l e ar n t h e m o st c o m p a ct

r ul e s, w hi c h m a y f urt h er r e stri ct gr a di e nt- b a s e d l e ar ni n g. Alt h o u g h t h e a u xili ar y l o s s |w ||6 − | w || i s

i n cl u d e d d uri n g tr ai ni n g a n d t h e m o d el i s pr u n e d at p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e s, it d o e s n ot n e c e s s aril y

r ej e ct h y p ot h e s e s wit h l o n g er r ul e s. O n t h e ot h e r h a n d, d e ci si o n tr e e s s h o w l e s s c o m p a ct n e s s t h a n

r ul e s e xtr a ct e d fr o m t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, a n d al s o ar e pr o n e t o o v er fitti n g.

5. 3. 3 S c al a bili t y

T h e or eti c all y, t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s s c al e b ett er t h a n F a st L A S, a n d t hi s i s b or n e o ut b y

t h e e x p eri m e nt s. T h e c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e l a y er s of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el cr e at e a

c o nti n u o u s h y p ot h e si s s p a c e t h at c o v er s r ul e s wit h a n y c o m bi n ati o n of b o d y at o m s, a n d t hr o u g h

gr a di e nt d e s c e nt, t h e m o d el m o v e s t o w ar d s a n a p pr o xi m at e d h y p ot h e si s. F a st L A S fir st n e e d s t o

c o m p ut e a h y p ot h e si s s u b- s p a c e t h at g u ar a nt e e s t o c o nt ai n t h e o pti m al s ol uti o n a n d m a y r u n o ut of

m e m or y d uri n g t hi s c o m p ut ati o n pr o c e s s, w hi c h h a p p e n s i n t h e C U B- 2 0 0 e x p eri m e nt a n d all T M C

e x p eri m e nt s. C o m p ari n g t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el t o M L P a n d d e ci si o n tr e e, all t hr e e c a n b e

tr ai n e d wit h o ut m e m or y i s s u e s a n d n o b a c k gr o u n d k n o wl e d g e i s n e e d e d, r e g ar dl e s s of t h e i n p ut-

o ut p ut si z e. H o w e v er, tr ai ni n g t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el i s m or e di ffi c ult t h a n tr ai ni n g a n M L P

( Fi g ur e 5. 9 ). T h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el h a s f e w er tr ai n a bl e p ar a m et er s t h a n a n M L P u n d er t h e

s a m e n u m b er of n e ur o n s, a n d t h e l o gi c al bi a s i n t h e s e mi- s y m b oli c l a y er s i m p o s e s str o n g c o n str ai nt s

o n t h e m o d el. A p art fr o m t h e l e ar ni n g di ffi c ult y, t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s i n t h e p o st-tr ai ni n g

pi p eli n e d o e s n ot yi el d p e rf e ct r ul e s fr o m tr ai n e d m o d el s wit h m or e t h a n 2 0 cl a s s e s ( T a bl e 5. 4 ).
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5. 4 C o n cl u si o n

T hi s c h a pt er i ntr o d u c e s t h e n e ur al D N F- E O m o d el t h at e nf or c e s m ut u al e x cl u si vit y o n t h e m o d el’ s

o ut p ut s u si n g a fr o z e n c o n str ai nt l a y er i n m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s. T h e m ulti- cl a s s e x p eri m e nt s

d e m o n str at e d t h e i n s u ffi ci e n c y of u si n g a cr o s s- e ntr o p y l o s s t o tr ai n a pl ai n n e ur al D N F m o d el f or

m ut u all y e x cl u si v e o ut p ut s, a n d i n c o ntr a st d e m o n str at e d t h e c a p a biliti e s of t h e n e ur al D N F- E O

m o d el a s a n i m pr o v e m e nt. D e s pit e it s s h ort c o mi n g s i n m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s, t h e n e ur al

D N F m o d el i s still s uit a bl e f or i n d e p e n d e nt r ul e l e ar ni n g i n m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n t a s k s. B ot h t h e

n e ur al D N F- E O a n d t h e n e ur al D N F m o d el ar e s h o w n t o p erf or m at a c o m p ar a bl e l e v el t o t h e M L P

i n r e al- w orl d cl a s si fi c ati o n t a s k s. F urt h er m or e, t h e s c al a bilit y of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i s

s h o w n t o b e b ett er t h a n t h e st at e- of-t h e- art s y m b oli c r ul e l e ar n er F a st L A S o v er l ar g e s e ar c h s p a c e s.

C o m p ar e d t o d e ci si o n tr e e s, t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s l e ar n m or e c o m p a ct r ul e s a n d pr o vi d e

e n d-t o- e n d tr ai ni n g c a p a biliti e s wit h ot h er di ff er e nti a bl e m o d el s.
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N e u r al D N F- M T M o d el f o r

R ei nf o r c e m e n t L e a r ni n g

I n a d diti o n t o cl a s si fi c ati o n, a n ot h er hi g hl y r el e v a nt d o m ai n f or n e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g i s r ei n-

f or c e m e nt l e ar ni n g, w h e r e t h e d e m a n d f or m o d el i nt er pr et a bilit y i s dri v e n b y s af et y a n d et hi c al

c o n si d er ati o n s. R e m ar k a bl e pr o gr e s s h a s b e e n m a d e i n d e e p r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g ( R L) wit h t h e

a d v a n c e m e nt of n e ur al n et w or k s. Si n c e t h e d e m o n str ati o n of i m pr e s si v e p erf or m a n c e i n c o m pl e x

g a m e s li k e G o [ 1 4 5 ] a n d D ot a 2 [1 9 ], si g ni fi c a nt e ff ort h a s b e e n m a d e t o utili s e d e e p R L a p pr o a c h e s

f or s ol vi n g r e al-lif e pr o bl e m s, s u c h a s s e g m e nti n g s ur gi c al g e st ur e s [5 9 ] a n d pr o vi di n g tr e at m e nt

d e ci si o n s [ 1 6 3 ]. R ei nf or c e m e nt L e ar ni n g fr o m H u m a n Fe e d b a c k ( R L H F) [1 4 , 1 1 8 ] h a s e m er g e d a s

a cr u ci al t e c h ni q u e f or ali g ni n g L L M s wit h h u m a n pr ef er e n c e s, w h er e m o d el s ar e fir st fi n e-t u n e d

u si n g s u p er vi s e d l e ar ni n g o n h u m a n d e m o n str ati o n s, t h e n f urt h er o pti mi s e d u si n g R L al g orit h m s t o

m a xi mi s e r e w ar d s b a s e d o n h u m a n pr ef er e n c e r a n ki n g s. H o w e v er, s af et y a n d et hi c al c o n si d er ati o n s

n e c e s sit at e i nt er pr et a bl e m o d el s. I n t h e E U’ s AI A ct, s y st e m s u s e d i n ar e a s s u c h a s h e alt h c ar e f all

i nt o t h e hi g h-ri s k c at e g or y, r e q uiri n g b ot h a hi g h l e v el of a c c ur a c y a n d a m et h o d t o e x pl ai n a n d

i nt er pr et t h eir o ut p ut [1 ]. T h er ef or e, t h e ‘ bl a c k- b o x’ n at ur e of n e ur al m o d el s b e c o m e s a c o n c er n

w h e n u si n g t h e m f or s u c h hi g h- st a k e s d e ci si o n s i n h e alt h c ar e [ 7 0 ].

V ari o u s n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s a d dr e s s t h e l a c k of i nt er pr et a bilit y i n d e e p R L. T h e t er m

‘ s y m b oli c’ i n t hi s t h e si s r ef er s t o m et h o d s t h at o ff er l o gi c al r ul e r e p r e s e nt ati o n s, i n c o ntr a st t o

pr o gr a m s y nt h e si s a p pr o a c h e s [ 1 5 5 , 1 5 4 , 2 4 ] t h at o ff er p r o g r a m m ati c r e p r e s e nt ati o n s wit h f or m s

of l o gi c. S o m e of t h e s e n e ur o- s y m b oli c m et h o d s [ 7 7 , 3 9 ] r el y o n m a n u all y e n gi n e er e d i n d u cti v e

bi a s t o r e stri ct t h e s e ar c h s p a c e a n d t h u s li mit t h e r ul e s t h e y c a n l e ar n. Ot h er s [ 8 4 , 1 7 0 ] wit h o ut

pr e d e fi n e d i n d u cti v e bi a s a s s o ci at e w ei g ht s wit h pr e di c at e s b ut r e q uir e pr e-tr ai n e d c o m p o n e nt s t o

p ar s e o b s er v ati o n s t o pr e di c at e s [ 8 4 ] or a s p e ci al criti c f or tr ai ni n g [1 7 0 ].

T hi s c h a pt er pr o p o s e s a v ari a nt of t h e n e ur al D N F m o d el, c all e d t h e n e ur al D N F- M T m o d el, f or

l e ar ni n g i nt er pr et a bl e a n d e dit a bl e p oli ci e s. T h e n e ur al D N F- M T m o d el still utili s e s s e mi- s y m b oli c

n o d e s b ut wit h m o di fi c ati o n s t h at s u p p ort pr o b a bili sti c r e pr e s e nt ati o n f or p oli c y l e ar ni n g. T h e m o d el

i s c o m pl et el y di ff er e nti a bl e a n d s u p p ort s i nt e gr ati o n wit h d e e p a ct or- criti c al g orit h m s. It c a n al s o

b e u s e d t o di stil p oli ci e s fr o m ot h er n e ur al m o d el s. Fr o m tr ai n e d n e ur al D N F- M T a ct or s, bi v al e nt

l o gi c pr o gr a m s f or d et er mi ni sti c p oli ci e s or pr o b a bili sti c l o gi c pr o gr a m s f or st o c h a sti c p oli ci e s c a n

b e e xtr a ct e d. T h e s e i nt er pr et a bl e l o gi c al r e pr e s e nt ati o n s ar e cl o s e a p pr o xi m ati o n s of t h e l e ar n e d

8 3



8 4 C H A P T E R 6. N E U R A L D N F- M T M O D E L F O R R EI N F O R C E M E N T L E A R NI N G

m o d el s. F urt h e r m or e, o wi n g t o t h e n at ur e of t h e bi dir e cti o n al n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n,

m a n u al p oli c y i nt er v e nti o n o n t h e m o d el i s p o s si bl e. B y m o dif yi n g t h e bi v al e nt l o gi c al pr o gr a m

a n d p orti n g it b a c k t o t h e n e ur al m o d el, t h e t e n s or o p er ati o n s a n d e n vir o n m e nt p ar all eli s m f or f a st

i nf er e n c e ar e l e v er a g e d. C o m p ar e d t o e xi sti n g w or k s, t h e n e ur al D N F- M T m o d el d o e s n ot r el y o n

r ul e t e m pl at e s or m o d e d e cl ar ati o n s. F urt h er m or e, t h e m o d el i s tr ai n e d wit h a si m pl e M L P criti c

a n d s u p p ort s tr ai n a bl e pr e c e di n g l a y er s t o e xtr a ct r el e v a nt f e at ur e s fr o m c o m pl e x o b s er v ati o n s, s u c h

a s m ulti- di m e n si o n al m atri c e s.

T h e r e st of t hi s c h a pt er i n cl u d e s m at eri al fr o m o ur p a p er [ 1 6 ].

6. 1 I s s u e s of E xi s ti n g N e u r al D N F- b a s e d M o d el s

U nli k e m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n, w h er e e a c h s a m pl e h a s a si n gl e d et er mi ni sti c cl a s s, a n R L a ct or s e e k s

t o a p pr o xi m at e t h e o pti m al p oli c y wit h p ot e nti all y ar bitr ar y a cti o n pr o b a biliti e s [ 1 5 0 ]. It i s p o s si bl e

f or a d o m ai n t o h a v e a n o pti m al d et er mi ni sti c p oli c y a n d f or t h e R L al g orit h m t o a p pr o a c h it wit h

a n ‘ al m o st d et er mi ni sti c’ p oli c y, w h er e f or e a c h st at e t h e o pti m al a cti o n’ s pr o b a bilit y i s si g ni fi c a ntl y

gr e at er t h a n t h e ot h er s (i. e. a si n gl e al m o st- 1 v al u e v s all t h e r e st cl o s e t o 0). I n t hi s c a s e, t h e

a ct or al m o st al w a y s c h o o s e s a si n gl e a cti o n, si mil ar t o a m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n m o d el pr e di cti n g

a si n gl e cl a s s. A tr ai n e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el r e pr e s e nti n g s u c h a p oli c y s h o ul d b e i nt er pr et e d

a s a bi v al e nt l o gi c pr o gr a m r e pr e s e nti n g t h e n e ar e st d et er mi ni sti c p oli c y. W h e n pr e s er vi n g t h e

pr o b a biliti e s e n c o d e d wit hi n t h e tr ai n e d n e ur al D N F- b a s e d a ct or wit h o ut a p pr o xi m ati n g it wit h t h e

n e ar e st d et er mi ni sti c p oli c y, it s i nt er pr et ati o n s h o ul d b e c a pt ur e d a s a pr o b a bili sti c l o gi c pr o gr a m

t h at e x pr e s s e s t h e a cti o n di stri b uti o n s. T h er e i s n o w a y t o a c hi e v e b ot h of t h e s e o bj e cti v e s wit h

t h e n e ur al D N F a n d n e ur al D N F- E O m o d el s, si n c e t h eir i nt er pr et ati o n fr a m e w or k s d o n ot s ati sf y

t w o f or m s of m ut u al e x cl u si vit y: ( a) p r o b a bili sti c m ut u al e x cl u si vit y w h e n i nt er pr et e d a s a st o c h a sti c

p oli c y, a n d ( b) l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y w h e n i nt er pr et e d a s a d et er mi ni sti c p oli c y. T hi s s e cti o n

fir st f or m ali s e s t h e l o gi c s y st e m r e pr e s e nt e d b y n e ur al D N F- b a s e d m o d el s ( D e fi niti o n 4. 1. 1 ) a n d t h e n

d e fi n e s t h e t w o m ut u al e x cl u si viti e s p o s si bl e i n t hi s l o gi c s y st e m ( D e fi niti o n 6. 1. 1 a n d 6. 1. 2 ).

D e fi ni ti o n 6. 1. 1 ( L o gi c al m ut u al e x cl u si vit y) . Gi v e n t h e fi n al a cti v ati o n of a n e u r al D N F- b a s e d

m o d el f o r N cl a s s e s y ∈ (− 1 , 1) N a n d it s bi v al e nt l o gi c i nt e r p r et ati o n b ∈ { ⊥ , ⊤ } N a s i n D e fi ni-

ti o n 4. 1. 1 , t h e m o d el s ati s fi e s l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y if t h e r e i s e x a ctl y o n e b i t h at i s ⊤ :

|=





i ∈ { 1 .. N }

b i



 ∧





i, j ∈ { 1 .. N } , i < j

¬ (b i ∧ b j )





D e fi ni ti o n 6. 1. 2 ( Pr o b a bili sti c m ut u al e x cl u si vit y) . A p r o b a bili sti c i nt e r p r et ati o n of G B L i s a

f u n cti o n f p : (− 1 , 1) → ( 0, 1) t h at m a p s e a c h b eli ef y i t o p r o b a bilit y p i t h at b i h ol d s a s t r u e. F o r m all y,

p i = f p (y i ) = Pr( b i = ⊤| y i )

A n e u r al D N F- b a s e d m o d el s ati s fi e s p r o b a bili sti c m ut u al e x cl u si vit y if t h e i nt e r p r et e d p r o b a bil-

iti e s p = ( p 1 , . . . , pN ) T ∈ ( 0, 1) N a s s o ci at e d wit h it s a cti v ati o n s y ∈ (− 1 , 1) N u n d e r p r o b a bili sti c
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i nt e r p r et ati o n f p s u m t o 1. T h at i s:
N

i

f p (y i ) = 1

T o b e u s e d f or i nt er pr et a bl e p oli c y l e ar ni n g, a n e ur al D N F- b a s e d m o d el m u st g u ar a nt e e t h e

f oll o wi n g pr o p erti e s:

P 1: T h e m o d el pr o vi d e s a pr o b a bili sti c m ut u all y e x cl u si v e i nt e r pr et ati o n ( D e fi niti o n 6. 1. 2 ) a n d c a n

b e i nt er pr et e d a s a pr o b a bili sti c l o gi c pr o gr a m ( s u c h a s Pr o b L o g [ 3 7 ], s e e Li sti n g 6. 2 a s a n

e x a m pl e),

P 2: W h e n t h e o pti m al p oli c y i s s u ffi ci e ntl y cl o s e t o d et e r mi ni sti c , t h e m o d el c a n al s o b e i nt er pr et e d

a s a bi v al e nt l o gi c pr o gr a m ( s u c h a s A S P [ 9 5 ], s e e Li sti n g 6. 1 a s a n e x a m pl e) t h at s ati s fi e s l o gi c al

m ut u al e x cl u si vit y ( D e fi niti o n 6. 1. 1 ).

A tr ai n e d n e ur al D N F m o d el fr o m [ 2 8 ] d o e s n ot pr o vi d e pr o b a bili sti c i nt er pr et ati o n or g u ar a nt e e

l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y i n it s bi v al e nt i nt er pr et ati o n, a n d t h u s f ail s P 1 a n d P 2 . A tr ai n e d n e ur al

D N F- E O m o d el fr o m t h e pr e vi o u s c h a pt er s ati s fi e s P 2 vi a it s c o n str ai nt l a y er b ut f ail s t o pr o vi d e

pr o b a bili sti c i nt er pr et ati o n f or P 1 . T o a d dr e s s t h e s e r e q uir e m e nt s, t hi s c h a pt er pr o p o s e s a n e w m o d el

c all e d n e ur al D N F- M T a n d p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g st e p s t h at tr a n sl at e a tr ai n e d n e ur al D N F-

M T m o d el i nt o a Pr o b L o g pr o gr a m a n d, w h er e a p pli c a bl e, i nt o a n A S P pr o gr a m. T h e pr o p o s e d

m o d el s ati s fi e s b ot h pr o p erti e s a b o v e. T h e f oll o wi n g s e cti o n d e s cri b e s h o w t h e pr o p o s e d m o d el

i s c o n str u ct e d a n d tr ai n e d, a n d h o w l o gi c al i nt er pr et ati o n s t h at s ati sf y t h e pr o p erti e s a b o v e ar e

e xtr a ct e d fr o m t h e m o d el.

6. 2 M e t h o d ol o g y

6. 2. 1 M u t e x- t a n h A c ti v a ti o n a n d N e u r al D N F- M T

L et d ∈ R N b e t h e o ut p ut v e ct or of a di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c l a y er b ef or e a n y a cti v ati o n f u n cti o n

a n d d k ∈ R b e t h e o ut p ut of t h e k t h di sj u n cti v e n o d e. U si n g t h e s oft m a x f u n cti o n, t h e n e w a cti v ati o n

f u n cti o n m ut e x-t a n h i s d e fi n e d a s:

s oft m a x( d ) k =
e d k

N
i e d i

m ut e x-t a n h( d ) k = 2 · s oft m a x( d ) k − 1 ( 6. 1)

Wit h t h e m ut e x-t a n h a cti v ati o n f u n cti o n, t h e n e ur al D N F- M T m o d el i s c o n str u ct e d wit h a s e mi-

s y m b oli c c o nj u n cti v e l a y er wit h a t a n h a cti v ati o n f u n cti o n a n d a di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c l a y er

wit h t h e m ut e x-t a n h a cti v ati o n f u n cti o n:

c = t a n h( W c x + β c ) O ut p ut of c o nj. l a y e r

d = W d c + β d R a w o ut p ut of di sj. l a y er

ỹ = m ut e x-t a n h( d ) m ut e x-t a n h o ut p ut of di sj. l a y er

w h er e W c a n d W d ar e tr ai n a bl e w ei g ht s, a n d β c a n d β d ar e t h e l o gi c al bi a s e s c al c ul at e d a s E q u a-

ti o n ( 4. 2 ). N ot e t h at ỹ ∈ ( − 1 , 1) N s h ar e s t h e s a m e c o d o m ai n a s t h e di sj u n cti v e l a y er’ s t a n h o ut p ut
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ŷ = t a n h( d ). T h e di sj u n cti v e l a y er’ s bi v al e nt i nt er pr et ati o n b̂ s till f oll o w s t h e G B L i nt er pr et ati o n

i n D e fi niti o n 4. 1. 1 a n d u s e s ŷ , wit h b̂ i = ⊤ w h e n ŷ i > 0 a n d ⊥ ot h er wi s e.

T o s ati sf y P 1 , t h e pr o b a bilit y p̃ i s c o m p ut e d a s:

p̃ = ( f p ( ỹ 1 ), . . . , fp ( ỹ N ))
T

w h er e f p ( ỹ i ) =
ỹ i + 1

2
( 6. 2)

B y c o n str u cti o n, p̃ ∈ ( 0 , 1) N , a n d
N
k p̃ k = 1 fr o m E q u ati o n ( 6. 1 ) s ati s fi e s pr o b a bili sti c m ut u al

e x cl u si vit y.

6. 2. 2 A r c hi t e c t u r e a n d Tr ai ni n g of N e u r al D N F- M T a s A c t o r wi t h P P O

U si n g t h e P P O al g orit h m [ 1 3 8 ], a n e ur al D N F- M T a ct or i s tr ai n e d wit h a n M L P criti c. T h e i n p ut

t o t h e n e ur al D N F- M T a ct or m u st b e i n [ − 1 , 1] I . A n y di s cr et e o b s er v ati o n i s c o n v ert e d i nt o a

bi v al e nt v e ct or r e pr e s e nt ati o n, a s s h o w n i n Fi g ur e 6. 1 a . If t h e o b s er v ati o n i s c o m pl e x, a s s h o w n i n

t h e e x p eri m e nt i n S e cti o n 6. 3. 4 , a n e n c o d er c a n b e a d d e d b ef or e t h e n e ur al D N F- M T a ct or t o i n v e nt

pr e di c at e s i n G B L f or m. I n t hi s c a s e, t h e e n c o d er o ut p ut a ct s a s i n p ut t o t h e n e ur al D N F- M T a ct or

a n d t h e M L P criti c, a s s h o w n i n Fi g ur e 6. 1 b .

T hi s s e cti o n pr e s e nt s t h e o v er all tr ai ni n g l o s s of t h e a ct or- criti c P P O wit h a n e ur al D N F- M T

a ct or, w hi c h c o n si st s of m ulti pl e l o s s t er m s. T h e b a s e tr ai ni n g l o s s c o m p o n e nt m at c h e s t h at fr o m

P P O [ 1 3 8 ]:

L P P O (θ ) = E t L C L I P (θ ) + κ 1 L v al u e (θ ) − κ 2 S [π θ ](s t ) ( 6. 3)

w h er e κ 1 , κ2 ∈ R ar e h y p er p ar a m et er s, L C L I P (θ ) i s t h e cli p p e d s urr o g at e o bj e cti v e, S [π θ ](s t ) i s t h e

e ntr o p y of t h e a ct or i n tr ai ni n g, a n d L v al u e (θ ) i s t h e v al u e l o s s. T h e d et ail e d e x pl a n ati o n s f or e a c h

t er m ar e pr o vi d e d i n t h e b a c k gr o u n d s e cti o n o n P P O i n S e cti o n 2. 4. 2 . T h e a cti o n pr o b a bilit y o ut p ut

of t h e n e ur al D N F- M T a ct or d e fi n e d i n E q u ati o n ( 6. 2 ) i s u s e d t o c al c ul at e t h e pr o b a bilit y r ati o i n

L C L I P a n d t h e e ntr o p y t er m S [π θ ](s t ).

T h e f oll o wi n g a u xili ar y l o s s e s ar e a d d e d t o f a cilit at e t h e i nt e r pr et ati o n of t h e n e ur al D N F- M T

m o d el i nt o r ul e s:

L ( 1 ) (θ ) =
1

N F

N F

i

|1 − | f i || ( 6. 4)

L ( 2 ) (θ ) =
1

|θ di sj |
|θ di sj · ( 6 − | θ di sj |)| ( 6. 5)

L ( 3 ) (θ ) =
1

N C

N C

i

|1 − | c i || ( 6. 6)

L ( 4 ) (θ ) = −
N

i

p̂ i l o g
ŷ i + 1

2
+ ( 1 − p̂ i ) l o g 1 −

ŷ i + 1

2
( 6. 7)

w h er e f i i s t h e i n v e nt e d pr e di c at e a n d N F i s t h e n u m b er of o ut p ut s of a n e n c o d er w h e n t h er e i s a n

e n c o d er. c i i s t h e t a n h a cti v ati o n of t h e it h c o nj u n cti v e n o d e a n d N C i s t h e n u m b e r of c o nj u n cti v e

n o d e s. p̂ i i s t h e pr e di ct e d a cti o n pr o b a bilit y of t h e it h di sj u n cti v e n o d e a n d ŷ i i s t h e t a n h o ut p ut of

t h e it h di sj u n cti v e n o d e.

E q u ati o n ( 6. 4 ) i s u s e d w h e n t h er e i s a n e n c o d er b ef or e t h e n e ur al D N F- M T a ct or f or pr e di c at e
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N e ur al
D N F- M T

A ct or

M L P
Criti c

V al u e e sti m at e:
- 0. 1 9 9 3

Bi v al e nt o b s er v ati o n

 f or  
a n d  ot h er wi s e

O b s er v ati o n
fr o m

e n vir o n m e nt

( 1 3, 1 0, 1)

( a ) N e u r al D N F- M T m o d el a s a n a c t o r i n a c t o r- c ri ti c P P O, i n a n e x a m pl e e n vi r o n m e nt wi t h di s c r e t e o b s e r-
v a ti o n s.

I n p ut o b s er v ati o n

I n v e nt e d
pr e di c at e s

i n

Li n e ar L a y er
+

t a n h
A cti v ati o n

N e ur al
D N F- M T

A ct or

C o n v ol uti o n
L a y er

E n c o d er

M L P
Criti c

V al u e e sti m at e:
7. 7 2 5 6

( b ) N e u r al D N F- M T m o d el a s a n a c t o r i n a c t o r- c ri ti c P P O, i n a n e x a m pl e e n vi r o n m e nt wi t h c o m pl e x
o b s e r v a ti o n s, s u c h a s a n i m a g e-li k e m ul ti- di m e n si o n al m a t ri x.

i n v e nti o n. It e nf or c e s t h e pr e di c at e s’ a cti v ati o n s t o b e cl o s e t o ± 1 s o t h at t h e y ar e str o n g er b eli ef s

of tr u e /f al s e. E q u ati o n ( 6. 5 ) i s a w ei g ht r e g ul ari s er t o e n c o ur a g e t h e di sj u n cti v e w ei g ht s t o b e

cl o s e t o ± 6 (t h e c h oi c e of ± 6 i s t o s at ur at e t a n h, a s t a n h( ± 6) ≈ ± 1). E q u ati o n ( 6. 6 ) e n c o ur a g e s

t h e t a n h o ut p ut of t h e c o nj u n cti v e l a y er t o b e cl o s e t o ± 1. E q u ati o n ( 6. 7 ) i s t h e k e y t er m t o

s ati sf y P 2 , p u s hi n g f or bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n s f or d et er mi ni sti c p oli ci e s. T hi s t er m mi mi c s

a cr o s s- e ntr o p y l o s s b et w e e n e a c h m ut e x-t a n h o ut p ut a n d c orr e s p o n di n g i n di vi d u al t a n h o ut p ut s of

t h e di sj u n cti v e l a y er, p u s hi n g t h e pr o b a bilit y i nt er pr et ati o n s of t h e t a n h o ut p ut s (i. e. ( ŷ i + 1) / 2)

t o w ar d s t h eir a cti o n pr o b a bilit y p̃ i c o u nt er p art s. If t h e o pti m al p oli c y i s d et er mi ni sti c, all p̃ i will b e

a p pr o xi m at el y 0 e x c e pt f or o n e, w hi c h i s cl o s e t o 1. E a c h ŷ i i s p u s h e d t o w ar d s ± 1, a n d o nl y o n e will

b e cl o s e t o 1, t h u s h a vi n g e x a ctl y o n e bi v al e nt i nt er pr et ati o n b i = ⊤ a n d s ati sf yi n g l o gi c al m ut u al

e x cl u si vit y.

Fi n all y, t h e o v er all tr ai ni n g l o s s i s d e fi n e d a s:

L (θ ) = L P P O (θ ) +
i ∈ { 1 ,2 ,3 ,4 }

λ i L
( i ) (θ ) ( 6. 8)
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w h er e λ i ∈ R , i ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 } ar e h y p er p ar a m et er s. I n p arti c ul ar, λ 1 i s s et t o 0 w h e n t h er e i s n o

e n c o d er n e e d e d f or pr e di c at e i n v e nti o n.

A p art fr o m t h e tr ai ni n g o bj e cti v e, t h e tr ai ni n g t e c h ni q u e of δ d el a y e d e x p o n e nti al s c h e d uli n g i s

al s o a d o pt e d ( E q u ati o n ( 2. 7 ) i n S e cti o n 2. 3. 1 ) f or n e ur al D N F- M T m o d el s, s u c h t h at t h e l o gi c al bi a s

i s gr a d u all y i n c r e a s e d t hr o u g h o ut tr ai ni n g f or s m o ot h er l e ar ni n g.

6. 2. 3 P o s t- t r ai ni n g P r o c e s si n g

T h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e xtr a ct s eit h er a Pr o b L o g pr o gr a m f or a st o c h a sti c p oli c y or a n A S P

pr o gr a m f or a cl o s e-t o- d et er mi ni sti c p oli c y fr o m a tr ai n e d n e ur al D N F- M T a ct or, w h er e t h e l o gi c

pr o gr a m i s a cl o s e a p pr o xi m ati o n of t h e m o d el. F oll o wi n g a si mil ar str u ct ur e t o t h e p o st-tr ai ni n g

pr o c e s s i n S e cti o n 2. 3. 3 , it c o n si st s of m ulti pl e st a g e s t h at i n cl u d e pr u ni n g a n d tr a n sl ati o n. H o w-

e v er, s o m e st e p s ar e m o di fi e d t o a c c o m m o d at e p oli c y l e ar ni n g. T h e f ull p o st-tr ai ni n g pr o c e s s f or

i nt er pr eti n g a tr ai n e d n e ur al D N F- M T a ct or i s s h o w n i n Fi g ur e 6. 2 .

Tr ai n e d
n e ur al

D N F- M T
a ct or

0. Sit u ati o n al
I n v e nt e d pr e di c at e

di s cr eti s ati o n: 1. Pr u ni n g

( a) St o c h a sti c p oli c y:
Pr o b L o g pr o gr a m

5. Sit u ati o n al
I n v e nt e d pr e di c at e i nt er pr et ati o n

vi a A S P o pti mi s ati o n f u n cti o n

2( a) T hr e s h ol di n g
c o nj. o nl y

3. R e- pr u ni n g
4( a) Pr o b L o g r ul e

e xtr a cti o n

I n v e nt e d pr e di c at e d efi niti o n s

I nt er pr et a bl e p oli c y

2( b) T hr e s h ol di n g
b ot h c o nj. + di sj.

3. R e- pr u ni n g
4( b) A S P r ul e

e xtr a cti o n
( b) D et er mi ni sti c p oli c y:

A S P pr o gr a m

Fi g ur e 6. 2: P o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g t o e xtr a ct a n i nt er pr et a bl e l o gi c al p oli c y fr o m a tr ai n e d n e ur al
D N F- M T a ct or. T h er e ar e t w o br a n c h e s: o n e wit h s u b-l a b el ( a) f or e xtr a cti n g a st o c h a sti c p oli c y
i n Pr o b L o g a n d t h e ot h er wit h s u b-l a b el ( b) f or e xtr a cti n g a d et er mi ni sti c p oli c y i n A S P.

( 1 ) P r u ni n g : T hi s st e p r e p e at e dl y p a s s e s o v er e a c h e d g e t h at c o n n e ct s a n i n p ut t o a c o nj u n cti o n or

a c o nj u n cti o n t o a di sj u n cti o n, a n d r e m o v e s a n y e d g e t h at c a n b e r e m o v e d (i) wit h o ut c h a n gi n g t h e

l e ar n e d tr aj e ct or y (f or cl o s e-t o- d et er mi ni sti c p oli ci e s) or (ii) wit h o ut s hifti n g a n y a cti o n pr o b a bilit y

f or a n y st at e m or e t h a n s o m e t hr e s h ol d τ p r u n e fr o m t h e ori gi n al l e ar n e d p oli c y (f or st o c h a sti c p oli ci e s).

A n y u n c o n n e ct e d n o d e s ar e al s o r e m o v e d. B e c a u s e t h e r e m o v al of a n e d g e i n a l at er p a s s m a y r e n d er

pr e vi o u sl y r et ai n e d e d g e s r e d u n d a nt, t h e pr o c e d ur e it er at e s o v er t h e n et w or k m ulti pl e ti m e s r at h er

t h a n t er mi n ati n g aft er a si n gl e s w e e p. It c o n cl u d e s o n c e a f ull p a s s yi el d s n o f urt h er r e m o v al s,

i n di c ati n g t h at t h e m o d el h a s r e a c h e d a st a bl e st at e i n w hi c h n o r e m ai ni n g e d g e c a n b e d e e m e d

r e d u n d a nt. I n pr a cti c e, c o nj u n cti v e- n o d e-t o- di sj u n cti o n- n o d e e d g e s ar e pr o c e s s e d fir st b ef or e t h e

i n p ut-t o- c o nj u n cti v e- n o d e e d g e s, a n d τ p r u n e = 1 e − 3 i s s et f or t h e r e m o v al c h e c k. T h e pr u ni n g

pr o c e s s i s f or m ali s e d i n Al g orit h m 9 .

( 2 ) T h r e s h ol di n g : T hi s i s t h e di s cr eti s ati o n pr o c e s s m e nti o n e d i n S e cti o n 4. 1. 2 t h at c o n v ert s a

s e mi- s y m b oli c l a y er’ s w ei g ht s fr o m R t o v al u e s i n { − 6 , 0 , 6 } a n d e n a bl e s t h e n e u r al t o bi v al e nt l o gi c

t r a n sl ati o n d e s cri b e d i n S e cti o n 4. 2 . Gi v e n s o m e t hr e s h ol d τ ∈ R ≥ 0 , a n e w w ei g ht i s c o m p ut e d a s

w ′
k i j = 6 · ✶ (|w k i j | ≥ τ ) · si g n( w k i j ), w h er e k ∈ { c , d } i n di c at e s t h e t y p e of t h e n o d e ( c o nj u n cti v e or

di sj u n cti v e). T h e s el e cti o n of τ s h o ul d m ai nt ai n t h e m o d el’ s tr aj e ct or y / a cti o n pr o b a bilit y, s u bj e ct

t o t h e s a m e c h e c k s u s e d i n pr u ni n g. F or a t hr e s h ol d e d n o d e wit h at l e a st o n e n o n- z er o w ei g ht, it s

t a n h a cti v ati o n i s r e pl a c e d wit h st e p f u n cti o n h (x ) = 2 · ✶ (x > 0) − 1, c h a n gi n g it s o ut p ut’ s r a n g e

t o { − 1 , 1 } . T h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s i s a p pli e d di ff e r e ntl y t o t h e di sj u n cti v e l a y er d e p e n di n g o n t h e

n at ur e of t h e p oli c y d e sir e d. T hi s st e p i s f or m ali s e d i n Al g orit h m 1 0 .
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( 2. a) F o r s t o c h a s ti c p oli ci e s : O nl y t h e c o nj u n cti v e l a y er i s t hr e s h ol d e d, i. e. c h o o si n g a v al u e of

τ , u p d ati n g o nl y it s w ei g ht s a n d c h a n gi n g t h e a cti v ati o n f u n cti o n. T h e di sj u n cti v e l a y er still

o ut p ut s a cti o n pr o b a biliti e s.

( 2. b) F o r d e t e r mi ni s ti c p oli ci e s : T hr e s h ol di n g i s a p pli e d t o b ot h t h e c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e

l a y er s: a si n gl e v al u e τ i s c h o s e n a n d a p pli e d i n b ot h l a y er s’ w ei g ht u p d at e, a n d b ot h l a y er s

h a v e t h eir t a n h a cti v ati o n r e pl a c e d wit h t h e st e p f u n cti o n. T hi s pr o c e s s i s o nl y p o s si bl e if t h e

m o d el s ati s fi e s P 2 .

( 3 ) R e- p r u ni n g : T h e pr u ni n g pr o c e s s fr o m St e p 1 i s r e p e at e d.

( 4 ) L o gi c al r ul e s e x t r a c ti o n : All n o d e s ( c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e) ar e c o n v ert e d i nt o s o m e f or m

of l o gi c al r ul e s. T h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s g u ar a nt e e s t h at all c o nj u n cti v e n o d e s c a n b e tr a n sl at e d i nt o

bi v al e nt l o gi c r e pr e s e nt ati o n s. F or a c o nj u n cti v e n o d e c j , t h e s et X j = { i ∈ { 1 .. I}| w ′
c i j ≠ 0 } i s c o n si d-

e r e d, a n d | Xj |̸= 0. X j i s p artiti o n e d i nt o s u b s et s X +
j = { i ∈ X j |w

′
c i j = 6 } a n d X −

j = { i ∈ X j |w
′
c i j =

− 6 } , a n d tr a n sl at e c j t o a n A S P r ul e of t h e f or m c o n j j ← i ∈ X +
j

at o m i , i ∈ X −
j

( n ot at o m i ), w h er e

at o m i i s a n at o m f or i n p ut x i . T h e di sj u n cti v e n o d e s ar e i nt er pr et e d di ff er e ntl y d e p e n di n g o n t h e

d e sir e d p oli c y t y p e.

( 4. a) S t o c h a s ti c p oli c y - P r o b L o g r ul e s : T o r e pr e s e nt m ut u all y e x cl u si v e a cti o n pr o b a biliti e s,

Pr o b L o g’ s a n n ot at e d di sj u n cti o n r e pr e s e nt ati o n i s c h o s e n t o s p e cif y t h e s et of a cti o n pr o b a-

biliti e s f or e a c h a cti o n. A n a n n ot at e d di sj u n cti o n of t h e f or m p 1 :: f 1 ; . . . ; p n :: f n ← b o d y

a s s o ci at e s a pr o b a bilit y p n t o e a c h i n di vi d u al gr o u n d pr o b a bili sti c f a ct f n if b o d y i s tr u e, a n d
n
i = 1 p i = 1, a n d o nl y o n e of t h e f n s i s tr u e. A n n ot at e d di sj u n cti o n s m at c h t h e r e q uir e-

m e nt f or pr o b a bili sti c m ut u al e x cl u si vit y of t h e n e ur al D N F- M T m o d el a n d al s o t h e a ct or’ s

b e h a vi o ur of c h o o si n g e x a ctl y o n e a cti o n w h e n i nt er a cti n g wit h t h e e n vir o n m e nt. T o tr a n s-

l at e t h e di sj u n cti v e l a y er wit h t h e m ut e x-t a n h a cti v ati o n, e a c h u ni q u e a c hi e v a bl e a cti v ati o n

of t h e c o nj u n cti v e l a y er c ( m ) ∈ { − 1 , 1 } C ′

wit h 1 ≤ m ≤ 2 C ′

, w h er e C ′ i s t h e n u m b er of

r e m ai ni n g c o nj u n cti v e n o d e s aft er pr u ni n g a n d m a y di ff er fr o m t h e i niti al c h oi c e of C , f or m s

t h e b o d y of a u ni q u e a n n ot at e d di sj u n cti o n of t h e f or m p 1 :: a cti o n 1 ; ...; p N :: a cti o n N ←

i ∈ C ( m ) + c o n j i , i ∈ C ( m ) − (\ + c o n j i ), w h er e C ( m ) + = { i|c
( m )
i = 1 } , C ( m ) − = { i|c

( m )
i = − 1 } , a n d

p j = ( ỹ
( m )
j + 1) / 2 (t h e pr o b a bilit y a s si g n e d t o t h e j t h a cti o n i n t h e di sj u n cti v e a cti v ati o n f or t h e

m t h u ni q u e a cti v ati o n). S u c h a n n ot at e d di sj u n cti o n s ar e c o m p ut e d f or all u ni q u e c o nj u n cti v e

a cti v ati o n s. A p s e u d o c o d e f or t hi s st e p i s s h o w n i n Al g orit h m 1 1 , a n d e x a m pl e s of Pr o b L o g

r ul e s e xtr a ct e d fr o m t h e tr ai n e d n e ur al D N F- M T a ct or ar e s h o w n i n t h e l at er s e cti o n s.

( 4. b) D e t e r mi ni s ti c p oli c y - A S P r ul e s : Si n c e t h e di sj u n cti v e l a y er i s al s o t hr e s h ol d e d, e a c h

di sj u n cti v e n o d e i s tr a n sl at e d i nt o a n or m al cl a u s e. F or a di sj u n cti v e n o d e d j , t h e s et C j =

{ i ∈ { 1 .. C′}| w ′
d i j ≠ 0 } i s c o n si d e r e d, a n d | Cj | ̸= 0. C j i s p artiti o n e d i nt o s u b s et s C +

j =

{ i ∈ C j |w
′
d i j = 6 } a n d C −

j = { i ∈ C j |w
′
d i j = − 6 } , a n d tr a n sl at e d j t o a f or m ul a of t h e f or m

di s j j ← ( i ∈ C +
j

c o n j i ) ∨ ( i ∈ C −
j

( n ot c o n j i )). I n pr a cti c e, t h e f or m ul a i s r e pr e s e nt e d a s m ulti pl e

r ul e s wit h t h e s a m e h e a d i n A S P. Li sti n g 6. 1 s h o w s a n e x a m pl e of A S P r ul e s, a n d Al g orit h m 1 2

s h o w s t h e p s e u d o c o d e f or t hi s st e p.

If t h e r e i s a n e n c o d er b ef or e t h e n e ur al D N F- M T a ct or i n t h e o v er all ar c hit e ct ur e, a m a n d at or y

st e p of i n v e nt e d pr e di c at e di s cr eti s ati o n ( st e p 0 i n Fi g ur e 6. 2 ) i s p erf or m e d at t h e b e gi n ni n g of t h e

p o st-tr ai ni n g pr o c e s s. T h e si g n of t h e i n v e nt e d pr e di c at e t a n h a cti v ati o n s i s t a k e n, c o n v erti n g t h e m
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t o ± 1 t o i nt er pr et t h e m a s bi v al e nt l o gi c al tr ut h v al u e s of ⊤ or ⊥ . E a c h i n v e nt e d pr e di c at e i s d e fi n e d

a s a mi ni m al s et of r a w o b s er v ati o n s u si n g a n A S P o pti mi s ati o n f u n cti o n ( st e p 5 i n Fi g ur e 6. 2 ).

6. 2. 4 N e u r al- bi v al e n t-l o gi c t r a n sl a ti o n f o r D e t e r mi ni s ti c P oli c y I n t e r p r e-

t a ti o n a n d P oli c y I n t e r v e n ti o n

W h e n t h e n e ur al D N F- M T m o d el e n c o d e s a d et er mi ni sti c p oli c y, t h e tr a n sl ati o n b et w e e n t h e m o d el

a n d it s A S P pr o gr a m i s bi dir e cti o n al a n d m ai nt ai n s tr ut h v al u e e q ui v al e n c e. T h e k e y o b s er v ati o n

i s t h at t h e bi v al e nt i nt er pr et ati o n of t h e n e ur al D N F- M T m o d el i s d e fi n e d vi a t h e t a n h o ut p ut ŷ

of t h e di sj u n cti v e l a y er, n ot t h e m ut e x-t a n h o ut p ut ỹ u s e d t o c o m p ut e a cti o n pr o b a biliti e s d uri n g

tr ai ni n g. T h e r ol e of L ( 4 ) i n E q u ati o n (6. 7 ) i n t h e tr ai ni n g l o s s i s pr e ci s el y t o e n s ur e t h at t hi s

i nt er pr et ati o n i s s o u n d: b y dri vi n g t h e t a n h o ut p ut s ŷ t o w a r d s ± 1 f o r d et er mi ni sti c p oli ci e s, it

g u ar a nt e e s a w ell- d e fi n e d bi v al e nt i nt er pr et ati o n a n d m a k e s t h e t hr e s h ol di n g i n St e p ( 2. b) v ali d.

C o n s e q u e ntl y, t h e n e ur al D N F- M T m o d el i s l o gi c all y i nt er pr et e d a s a n e ur al D N F m o d el wit h t a n h

a cti v ati o n i n it s di sj u n cti v e l a y er, a n d t h e bi dir e cti o n al tr ut h v al u e e q ui v al e n c e e st a bli s h e d f or n e ur al

D N F m o d el s i n S e cti o n 4. 2 a p pli e s dir e ctl y. T h e n e ur al-t o- bi v al e nt-l o gi c dir e cti o n of t hi s tr a n sl ati o n

pr o vi d e s i nt er pr et a bilit y f or t h e l e ar n e d p oli c y, a n d t h e bi v al e nt-t o- n e ur al-l o gi c dir e cti o n e n a bl e s

p oli c y i nt er v e nti o n wit h o ut r etr ai ni n g, a s d e m o n str at e d i n S e cti o n 6. 3. 5 .

6. 3 E x p e ri m e n t s

Fi g ur e 6. 3: M e a n e pi s o di c r et ur n ( ± st a n d ar d err or) a cr o s s all e n vir o n m e nt s f or b a s eli n e m et h o d s,
n e ur al D N F- M T m o d el s, a n d t h e Pr o b L o g / A S P pr o gr a m s e xtr a ct e d fr o m t h e tr ai n e d n e ur al D N F-
M T m o d el s. Hi g h er v al u e s i n di c at e b ett er p erf or m a n c e. Q-t a bl e s ar e tr ai n e d u si n g Q-l e ar ni n g, w hil e
M L P a n d n e ur al D N F- M T a ct or s ar e tr ai n e d u si n g a ct or- criti c P P O wit h M L P criti c s. I n t h e T a xi
e n vir o n m e nt o nl y, t h e n e ur al D N F- M T a ct or i s di still e d fr o m a pr e-tr ai n e d M L P a ct or (i n di c at e d b y
d a s h e d b or d er s a n d f a d e d c ol o uri n g). S y m b ol s d e n ot e a cti o n s el e cti o n m et h o d s: * ar g m a x s el e cti o n,
† ϵ - gr e e d y s a m pli n g, ‡ s a m pli n g fr o m t h e a ct or’ s di stri b uti o n.

T hi s s e cti o n e v al u at e s t h e R L p erf or m a n c e ( m e a s ur e d i n e pi s o di c r et ur n) of n e ur al D N F- M T

a ct or s a n d t h eir i nt er pr et e d l o gi c al p oli ci e s i n f o ur s et s of e n vir o n m e nt s wit h v ari o u s f or m s of o b-

s er v ati o n s. S o m e t a s k s r e q uir e st o c h a sti c b e h a vi o ur s, w hil e ot h er s c a n b e s ol v e d wit h d et er mi ni sti c

p oli ci e s. T h e e v al u ati o n c o m p ar e s t h e pr o p o s e d m et h o d wit h t w o b a s eli n e s: Q-t a bl e s tr ai n e d wit h

Q-l e ar ni n g w h er e a p pli c a bl e a n d M L P a ct or s tr ai n e d wit h a ct or- criti c P P O. T h e n e ur al D N F- M T

a ct or s ar e tr ai n e d wit h M L P criti c s u si n g t h e P P O al g orit h m i n t h e S wit c h er o o C orri d or s et, Bl a c k-

j a c k a n d D o or C orri d or e n vir o n m e nt s. I n t h e T a xi e n vir o n m e nt, a n e ur al D N F- M T a ct or i s di still e d

fr o m a tr ai n e d M L P a ct or. T h e e xtr a ct e d Pr o b L o g p oli ci e s ar e n ot dir e ctl y e v al u at e d b e c a u s e of

t h e l o n g Pr o b L o g q u er y ti m e. I n st e a d, t h e e v al u ati o n u s e s t h eir fi n al n e ur al D N F- M T a ct or s b ef or e
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l o gi c al r ul e e xtr a cti o n (i. e. aft er st e p 3, r e- pr u ni n g) a s a n a p pr o xi m ati o n. T hi s a p pr o xi m ati o n i s

cl o s e b e c a u s e a Pr o b L o g p oli c y’ s a cti o n di stri b uti o n i s t h e s a m e a s it s c orr e s p o n di n g n e ur al D N F-

M T’ s a cti o n di stri b uti o n t o at l e a st 3 d e ci m al pl a c e s. A p erf or m a n c e e v al u ati o n s u m m ar y i s s h o w n

i n Fi g ur e 6. 3 . T h e f oll o wi n g s e cti o n s di s c u s s t h e d et ail s of t h e e x p eri m e nt s i n e a c h e n vir o n m e nt.

6. 3. 1 S wi t c h e r o o C o r ri d o r

T h e e x p e ri m e nt s a d o pt a n e x a m pl e e n vir o n m e nt fr o m [ 1 5 0 , C h a pt er 1 3. 1] a n d cr e at e a s et of

S wit c h er o o C orri d or e n vir o n m e nt s t h at s u p p ort M D P t a s k s wit h d et er mi ni sti c p oli ci e s a n d P O M D P

t a s k s wit h st o c h a sti c p oli ci e s. T h e o b s er v ati o n c a n b e eit h er (i) a o n e- h ot e n c o di n g of t h e a g e nt’ s

c urr e nt st at e n u m b er, r e pr e s e nti n g it s p o siti o n ( a n M D P t a s k), or (ii) t h e w all st at u s of t h e a g e nt’ s

c urr e nt p o siti o n ( a P O M D P t a s k). I n m o st st at e s, g oi n g l eft or ri g ht r e s ult s i n m o vi n g i n t h e i n-

t e n d e d dir e cti o n. H o w e v er, t h er e ar e s p e ci al st at e s t h at r e v er s e t h e a cti o n e ff e ct. T h u s, t h e n at ur e

of t h e t a s k d e ci d e s w h et h er t h e o pti m al p oli c y i s d et er mi ni sti c or st o c h a sti c. I n t h e M D P s etti n g,

t h e o pti m al p oli c y i s d et er mi ni sti c: i d e ntif yi n g t h e s p e ci al st at e s b a s e d o n t h e st at e n u m b er a n d

g oi n g l eft i n t h e m. I n t h e P O M D P s etti n g, i d e ntif yi n g t h e s p e ci al st at e s b a s e d s ol el y o n w all st at u s

o b s er v ati o n s i s i m p o s si bl e wit h o ut a m e m or y. T h e o pti m al p oli c y s h o w s st o c h a sti c b e h a vi o ur s o

t h at t h e c orr e ct a cti o n m a y b e s a m pl e d w h e n t h e a g e nt i s i n t h e s p e ci al st at e s.

T h e st art, g o al, a n d s p e ci al st at e s ar e c u st o mi s a bl e. T hr e e c orri d or s ar e cr e at e d b a s e d o n dif-

f er e nt c o n fi g ur ati o n s: S m all C orri d or ( S C), a s s h o w n i n Fi g ur e 6. 4 a , L o n g C orri d or- 5 ( L C- 5), a n d

L o n g C orri d or- 1 1 ( L C- 1 1), t o t e st t h e a ct or’ s l e ar ni n g a bilit y w h e n t h e e n vir o n m e nt c o m pl e xit y

i n cr e a s e s. T a bl e 6. 1 s h o w s t h e c o n fi g ur ati o n s of t h e t hr e e c orri d or s. O n c e cr e at e d, t h e c orri d or

i s fi x e d t hr o u g h o ut tr ai ni n g a n d i nf er e n c e. T h e r e w ar d i s s et t o - 1 f or e a c h st e p. T h e e pi s o d e i s

t er mi n at e d w h e n t h e a g e nt r e a c h e s t h e g o al st at e or i s tr u n c at e d aft er t h e m a xi m u m n u m b er of

st e p s. B y d ef a ult, t h e tr u n c ati o n st e p li mit i s 5 0.

St art

G o al

S p e ci al

( a ) S m all c o r ri d o r ( S C ), s a m e a s t h e o n e f r o m
[1 5 0 ]. T h e a g e nt s t a r t s a t s t a t e 0 a n d m u s t r e a c h
s t a t e 3 ( 0-i n d e x e d ). S t a t e 2 i s t h e s p e ci al s t a t e
t h a t r e v e r s e s t h e a c ti o n e ff e c t.

St art

G o al

S p e ci al

( b ) L o n g C o r ri d o r- 5 e n vi r o n m e nt, c r e a t e d a c c o r di n g t o
t h e c o n fi g u r a ti o n s h o w n i n T a bl e 6. 1 .

S 0 S 1 S 2 S 3 S 4
S 5

S p e ci al
S 6

S p e ci al
S 7

S p e ci al
S 8

S p e ci al
S 9 S 1 0

G o al St art

( c ) L o n g C o r ri d o r- 1 1 e n vi r o n m e nt, c r e a t e d a c c o r di n g t o t h e c o n fi g u r a ti o n s h o w n i n T a bl e 6. 1 . N o t e t h a t S 0,
S 1 a n d S 2 a r e u n r e a c h a bl e s t a t e s.

Fi g ur e 6. 4: T h e t hr e e e n vir o n m e nt s i n S wit c h er o o C orri d or E n vir o n m e nt S et.
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N a m e S h ort c o d e  C orri d or L e n gt h St art St at e  G o al St at e S p e ci al St at e( s)

S m all C orri d or S C 4 0 3 [ 1]
L o n g C orri d or- 5  L C- 5 5 0 4 [ 1]
L o n g C orri d or- 1 1  L C- 1 1 1 1 7 3 [ 5, 6, 7, 8]

T a bl e 6. 1: E n vir o n m e nt c o n fi g ur ati o n s f or t h e t hr e e e n vir o n m e nt s i n t h e S wit c h er o o C orri d or E n vi-
r o n m e nt S et, i n cl u di n g S C’ s c o n fi g ur ati o n.

E n vir o n m e nt  Q- T a bl e  M L P  N e ur al D N F- M T  N D N F- M T: A S P

S C M D P - 3. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 3. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 3. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 3. 0 0 0 ± 0. 0 0 0

L C- 5 M D P - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0

L C- 1 1 M D P - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0 - 4. 0 0 0 ± 0. 0 0 0

T a bl e 6. 2: P erf or m a n c e of t h e m o d el s i n t h e S wit c h er o o C orri d or M D P e n vir o n m e nt s et, t o g et h er
wit h t h e A S P pr o gr a m s e xtr a ct e d fr o m t h eir c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e e pi s o di c
r et ur n m etri c i s r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or. Ar g m a x a cti o n s el e cti o n i s u s e d
f or all m o d el s.

E n vir o n m e nt  Q- T a bl e † M L P ‡ N e ur al D N F- M T ‡ N D N F- M T: Pr o b L o g ‡

S C P O M D P - 3 0. 6 8 3 ± 0. 0 0 6 - 9. 3 4 2 ± 0. 0 2 2 - 9. 3 3 6 ± 0. 0 1 9 - 9. 6 0 7 ± 0. 1 2 9

L C- 5 P O M D P - 3 1. 4 5 9 ± 0. 0 0 4 - 1 4. 3 0 4 ± 0. 0 4 7 - 1 4. 2 1 2 ± 0. 0 3 1 - 1 5. 3 5 8 ± 0. 1 9 3

L C- 1 1 P O M D P - 3 1. 2 3 5 ± 0. 0 0 4 - 1 7. 6 2 5 ± 0. 0 5 1 - 1 7. 4 3 3 ± 0. 0 5 6 - 1 7. 3 6 1 ± 0. 1 8 3

T a bl e 6. 3: P erf or m a n c e of t h e m o d el s i n t h e S wit c h er o o C orri d or e n vir o n m e nt s et, t o g et h er wit h t h e
Pr o b L o g pr o gr a m s e xtr a ct e d fr o m t h eir c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e e pi s o di c r et ur n
m etri c i s r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or. Di ff er e nt s y m b ol s aft er t h e a ct or’ s n a m e
i n di c at e di ff er e nt a cti o n s el e cti o n m et h o d s: † f or ϵ - gr e e d y s a m pli n g, a n d ‡ f or a ct or’ s di stri b uti o n
s a m pli n g.

T h e fir st si x gr o u p s i n Fi g ur e 6. 3 , T a bl e 6. 2 , a n d T a bl e 6. 3 s h o w t h e p erf or m a n c e of all m o d el s i n

t h e e n vir o n m e nt s et. I n M D P s etti n g s, all m et h o d s u si n g ar g m a x a cti o n s el e cti o n p e rf or m e q u all y

w ell, r e a c hi n g t h e g o al wit h t h e mi ni m u m n u m b er of st e p s. I n P O M D P s etti n g s, M L P a n d n e ur al

D N F- M T a ct or s p erf or m b ett er t h a n Q-t a bl e wit h ϵ - gr e e d y s a m pli n g a s e x p e ct e d, wit h mi n or p erf or-

m a n c e di ff er e n c e s. N e ur al D N F- M T a ct or s pr o vi d e i nt er pr et a bilit y vi a l o gi c al pr o gr a m s c o m p ar e d

t o M L P a ct or s. Li sti n g 6. 1 s h o w s t h e A S P pr o gr a m f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n S C M D P, w h er e

st at e 1 i s i d e nti fi e d a s s p e ci al. Li sti n g 6. 2 s h o w s t h e Pr o b L o g r ul e s f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n

S C P O M D P. A s s h o w n i n li n e 1 i n Li sti n g 6. 2 , t h e a ct or f a v o ur s t h e a cti o n g oi n g ri g ht w h e n o nl y

t h e l eft w all i s pr e s e nt, w hi c h o nl y h a p p e n s i n st at e 0. Li n e 2 s h o w s t h e c a s e w h e n t h e a g e nt i s i n

eit h er st at e 1 or 2 wit h n o w all o n eit h er si d e, a n d t h e a ct or s h o w s cl o s e t o 5 0- 5 0 pr ef er e n c e f or

b ot h a cti o n s. T h e l o gi c al r e pr e s e nt ati o n s f or p oli ci e s l e ar n e d i n L C- 5 a n d L C- 1 1 ar e pr o vi d e d i n

A p p e n di x C. 2 , a n d t h e y s h o w si mil ar b e h a vi o ur a s t h e S C M D P a n d P O M D P p oli ci e s.

1 a c t i o n ( l e f t ) : - i n _ s _ 1 . a c t i o n ( r i g h t ) : - n o t i n _ s _ 1 .

Li sti n g 6. 1: A S P r ul e s of a n e ur al D N F- M T a ct or i n S C M D P.
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1 0 . 0 4 1 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 9 5 9 : : a c t i o n ( r i g h t ) : - l e f t _ w a l l _ p r e s e n t , \ +

r i g h t _ w a l l _ p r e s e n t .

2 0 . 5 8 1 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 4 1 9 : : a c t i o n ( r i g h t ) : - \ + l e f t _ w a l l _ p r e s e n t ,

\ + r i g h t _ w a l l _ p r e s e n t .

Li sti n g 6. 2: Pr o b L o g r ul e s of a n e ur al D N F- M T a ct o r i n S C P O M D P.

6. 3. 2 Bl a c kj a c k

T h e Bl a c kj a c k e n vir o n m e nt 1 fr o m [1 5 0 , C h a pt er 5. 1] i s a si m pli fi e d v er si o n of t h e Bl a c kj a c k c ar d

g a m e, w h er e t h e g o al i s t o b e at t h e d e al er b y h a vi n g a h a n d cl o s er t o 2 1 wit h o ut g oi n g o v e r. T h e

a g e nt s e e s t h e s u m of it s h a n d, t h e d e al er’ s f a c e- u p c ar d, a n d w h et h er it h a s a u s a bl e a c e. It c a n

c h o o s e t o hit or sti c k. T h e e n vir o n m e nt t er mi n at e s w h e n t h e a g e nt sti c k s or it s h a n d e x c e e d s 2 1,

a n d tr u n c ati o n n e v er o c c ur s. It r e c ei v e s a r e w ar d of + 1 f or wi n ni n g, - 1 f or l o si n g a n d 0 f or dr a wi n g.

I n st e a d of u si n g G y m n a si u m’ s t u pl e o b s er v ati o n (t h e pl a y er’ s c urr e nt s u m, t h e d e al er’ s h a n d, a n d

t h e pl a y er’ s u s a bl e a c e), e a c h v al u e i n t h e t u pl e i s c o n v e rt e d t o a o n e- h ot v e ct or m a p p e d t o { − 1 , 1 }

e n c o di n g a n d st a c k e d t o g et h er a s t h e o b s er v ati o n. T h er e ar e 4 4 bit s i n t ot al i n t h e fi n al o b s er v ati o n

e n c o di n g. T h e o b s er v ati o n i n p ut t o t h e n e ur al D N F- M T a ct or i s s h o w n i n Fi g ur e 6. 1 a .

M o d el E pi s o di c r et ur n  Wi n r at e  P oli c y Di v er g e n c e

S & B o pti m al p oli c y [ 1 5 0 ] * − 0 .0 5 0 ± 0 .0 0 1 4 2 .9 4 % ± 0 .0 0 %  N A
M L P * − 0 .0 4 5 ± 0 .0 0 0 4 3 .2 4 % ± 0 .0 2 %

1 5 .8 7 % ± 0 .3 0 %
M L P ‡ − 0 .0 5 7 ± 0 .0 0 1 4 2 .8 4 % ± 0 .0 2 %
N D N F- M T * − 0 .0 5 0 ± 0 .0 0 1 4 2 .8 2 % ± 0 .0 6 %

2 0 .6 6 % ± 0 .5 6 %
N D N F- M T ‡ − 0 .0 6 8 ± 0 .0 0 1 4 2 .1 7 % ± 0 .0 3 %
Pr o b L o g ‡ − 0 .0 9 9 ± 0 .0 0 7 4 0 .7 9 % ± 0 .3 1 % 2 7 .9 2 % ± 1 .2 5 %

T a bl e 6. 4: Bl a c kj a c k: p erf or m a n c e of M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s, a n d t h e e xtr a ct e d
Pr o b L o g pr o gr a m s. P oli c y di v er g e n c e m e a s ur e s t h e pr o p orti o n of st at e s w h er e t h e ar g m a x p ol-
i c y di s a gr e e s wit h t h e o pti m al p oli c y fr o m [1 5 0 ].

T h e p erf or m a n c e a cr o s s t h e m o d el s i s s h o w n i n t h e 7 t h gr o u p i n Fi g ur e 6. 3 a n d T a bl e 6. 4 . T h e

b a s eli n e o pti m al p oli c y fr o m [ 1 5 0 ] o nl y s h o w s a si n gl e a cti o n p er st at e, s o it i s o nl y e v al u at e d wit h

ar g m a x a cti o n s el e cti o n. T h e M L P a n d n e ur al D N F- M T a ct or s ar e e v al u at e d wit h b ot h ar g m a x

a cti o n s el e cti o n a n d a ct or’ s di stri b uti o n s a m pli n g. M L P a ct or s wit h ar g m a x a cti o n s el e cti o n p erf or m

b ett er t h a n t h eir di stri b uti o n s a m pli n g c o u nt er p art s, wit h a hi g h er e pi s o di c r et ur n a n d wi n r at e.

T h e s a m e i s o b s er v e d f or n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e e xtr a ct e d Pr o b L o g r ul e s 2 p erf or m w or s e t h a n

t h eir ori gi n al n e ur al D N F- M T a ct or s ( n o p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g), wit h a hi g h er p oli c y di v er g e n c e

fr o m t h e o pti m al p oli c y fr o m [1 5 0 ]. A p oli c y c h a n g e i s al s o o b s er v e d fr o m a tr ai n e d n e ur al D N F- M T

a ct or t o it s e xtr a ct e d Pr o b L o g p oli c y. Fi g ur e 6. 5 s h o w s t h e p oli c y gri d s of a n e ur al D N F- M T a ct or

tr ai n e d i n t h e Bl a c kj a c k e n vir o n m e nt wit h o ut a n y p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g, a n d Fi g ur e 6. 6 s h o w s

it s e xtr a ct e d Pr o b L o g p oli c y gri d. I n b ot h fi g ur e s, a r e d s q u ar e i n di c at e s t h at t h e ar g m a x a cti o n

of t h e a g e nt i s di ff er e nt fr o m t h e b a s eli n e o pti m al p oli c y fr o m [ 1 5 0 ]. T h e e xtr a ct e d Pr o b L o g p oli c y

1 T h e e x p e ri m e nt s u s e t h e G y m n a si u m’ s i m pl e m e nt a ti o n a t h t t p s : / / G y m n a s i u m . f a r a m a . o r g / e n v i r o n m e n t s / t o y _
t e x t / b l a c k j a c k / .

2 A n e x t r a c t e d P r o b L o g p r o g r a m e x a m pl e i s li s t e d i n A p p e n di x C. 3 .

https://Gymnasium.farama.org/environments/toy_text/blackjack/
https://Gymnasium.farama.org/environments/toy_text/blackjack/
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gri d s h o w s m or e err or s (r e d s q u ar e s) c o m p ar e d t o t h e ori gi n al n e ur al D N F- M T a ct or wit h o ut a n y

p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g. T hi s u n w a nt e d p oli c y c h a n g e c a u s e d b y t hr e s h ol di n g l e a d s t o p erf or m a n c e

l o s s a n d p er si st s i n l at er e n vir o n m e nt s; t hi s i s s u e i s di s c u s s e d f urt h er i n S e cti o n 6. 4 .

1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 2 0 2 1

A

2

3

4

5

6

7

8

9

1 0
0. 9 9

HI T

0. 9 8

HI T

0. 9 8

HI T

0. 9 8

HI T

0. 9 5

HI T

0. 6 9

HI T

0. 2 2

S TI C K

0. 0 8

S TI C K

0. 0 3

S TI C K

0. 0 4

S TI C K

0. 9 7

HI T

0. 9 1

HI T
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Fi g ur e 6. 5: P oli c y gri d of a n e ur al D N F- M T a ct or i n t h e Bl a c kj a c k e n vir o n m e nt wit h o ut p o st-
tr ai ni n g pr o c e s si n g. E a c h s q u ar e s h o w s t h e pr o b a bilit y of t a ki n g a cti o n ‘ Hit’ a n d t h e ar g m a x a cti o n
i n t h e t e xt. If a s q u ar e i s r e d, it m e a n s t h at it s ar g m a x a cti o n i s di ff er e nt fr o m t h e b a s eli n e o pti m al
p oli c y fr o m [ 1 5 0 ]. T h e r e d d er t h e s q u ar e, t h e l ar g er t h e pr o b a bilit y di ff er e n c e.
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Fi g ur e 6. 6: E xtr a ct e d Pr o b L o g p oli c y gri d of t h e s a m e n e ur al D N F- M T a ct or i n Fi g ur e 6. 5 .
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6. 3. 3 T a xi

I n t h e T a xi e n vir o n m e nt 3 fr o m [4 1 ], s h o w n i n Fi g ur e 6. 7 , t h e a g e nt c o ntr ol s a t a xi t o pi c k u p a

p a s s e n g er fir st a n d dr o p t h e m o ff at t h e d e sti n ati o n h ot el. T h e e n vir o n m e nt h a s 4 c ol o ur e d s q u ar e s

w h er e a h ot el a n d t h e p a s s e n g er will b e all o c at e d i niti all y at t h e st art, a n d t h e h ot el l o c ati o n r e m ai n s

u n c h a n g e d t hr o u g h o ut t h e e pi s o d e. A st at e n u m b er i s u s e d a s t h e o b s er v ati o n, a n d it e n c o d e s t h e

t a xi, p a s s e n g er a n d h ot el l o c ati o n s u si n g t h e f or m ul a (( t a xi r o w ∗ 5 + t a xi c ol ) ∗ 5 + p a s s e n g e r l o c) ∗

4 + d e sti n ati o n . A p art fr o m m o vi n g i n f o ur dir e cti o n s, t h e a g e nt c a n pi c k u p / dr o p o ff t h e p a s s e n g er,

b ut ill e g all y pi c ki n g u p / dr o p pi n g o ff will b e p e n ali s e d. E a c h st e p gi v e s a - 1 r e w ar d, b ut ill e g all y

e x e c uti n g ‘ pi c k u p’ a n d ‘ dr o p- o ff’ gi v e s a - 1 0 r e w ar d. If a p a s s e n g er i s s u c c e s sf ull y d eli v er e d t o t h e

h ot el, t h e a g e nt r e c ei v e s a + 2 0 r e w ar d.

Fi g ur e 6. 7: T a xi E n vir o n m e nt: t h e t a xi n e e d s t o pi c k u p a p a s s e n g er a n d dr o p t h e m o ff at t h e
d e sti n ati o n h ot el t o fi ni s h t h e e pi s o d e.

T h e e n vir o n m e nt i s d e si g n e d f or hi er ar c hi c al r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g b ut i s s ol v a bl e wit h P P O

a n d wit h o ut t a s k d e c o m p o siti o n. H o w e v er, f or b ot h M L P a ct or s a n d n e ur al D N F- M T a ct or s, t h e

p erf or m a n c e i s f o u n d t o b e m or e s e n siti v e t o P P O’ s h y p er p ar a m et er s a n d fi n e-t u ni n g t h e h y p er-

p ar a m et er s i s m or e di ffi c ult t h a n i n ot h er e n vir o n m e nt s. T h e e n vir o n m e nt i s c o m pl e x d u e t o it s

hi er ar c hi c al n at ur e, a n d l e ar ni n g t a s k d e p e n d e n ci e s b a s e d s ol el y o n st at e n u m b er s pr o v e s di ffi c ult,

a s a si n gl e- u nit c h a n g e i n t h e t a xi’ s x or y c o or di n at e r e s ult s i n a st at e n u m b er c h a n g e of 1 0 0 or 1 0.

O n- p oli c y a ct or- criti c m et h o d s c a n b e s e n siti v e t o t h e c h oi c e of h y p er p ar a m et er s [ 1 0 , 4 5 ], a n d wit h

t h e wr o n g s et of h y p er p ar a m et er s i n s u c h a c o m pl e x e n vir o n m e nt, t h e a ct or e a sil y s ettl e s at a l o c al

o pti m u m wit h a r e w ar d of - 2 0 0: n e v er p erf or m ‘ pi c k u p’ /‘ dr o p- o ff’ a n d m o v e u ntil t h e st e p li mit ( 2 0 0

st e p s). M L P a ct or s w er e s u c c e s sf ull y tr ai n e d wit h a ct or- criti c P P O aft er e xt e n si v e h y p er p ar a m et er

t u ni n g. H o w e v er, t h e c o m bi n ati o n of t h e m o d el’ s str u ct ur al c o n str ai nt s, t h e di ffi c ult y of t h e t a s k

a n d t h e s e n siti vit y of d e e p R L t o h y p e r p ar a m et e r c h oi c e s a p p e ar s a s a b arri er t o tr ai ni n g n e ur al

D N F- M T a ct or s a n d n o w or ki n g s et of h y p e r p ar a m et er s c o ul d b e f o u n d t o tr ai n n e ur al D N F- M T

a ct or s. T h e n e ur al D N F- M T m o d el i s m or e s e n siti v e t o h y p er p ar a m et er s t h a n a n u n c o n str ai n e d

M L P d u e t o t h e ar c hit e ct ur al c o n str ai nt s r e q uir e d t o k e e p t h e m o d el i nt er pr et a bl e i n l o gi c al f or m:

t h e u ntr ai n a bl e bi a s e s t h at a ct a s l o gi c al bi a s e s a n d t h e b o u n d e d t a n h- b a s e d a cti v ati o n s r e stri ct t h e

3 T h e e x p e ri m e nt s u s e G y m n a si u m’ s i m pl e m e nt a ti o n a t h t t p s : / / G y m n a s i u m . f a r a m a . o r g / e n v i r o n m e n t s / t o y _ t e x t /
t a x i / .

https://Gymnasium.farama.org/environments/toy_text/taxi/
https://Gymnasium.farama.org/environments/toy_text/taxi/
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o pti mi s ati o n l a n d s c a p e c o m p ar e d t o a st a n d ar d M L P. T h e r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g s etti n g a p p e ar s

t o a m plif y t hi s s e n siti vit y r el ati v e t o s u p er vi s e d l e ar ni n g, a s t h e n o n- st ati o n ar y tr ai ni n g di stri b uti o n

a n d t h e n oi s y p oli c y- gr a di e nt si g n al i nt er a ct p o orl y wit h t h e s e c o n str ai nt s, a n d s m all h y p er p ar a m-

et er c h a n g e s c a n p u s h t h e a ct or i nt o t h e l o c al o pti m u m of a v oi di n g ‘ pi c k u p’ /‘ dr o p- o ff’ alt o g et h er

d e s cri b e d a b o v e. T h er ef or e, i n st e a d of tr ai ni n g a n e ur al D N F- M T a ct or dir e ctl y, a n e ur al D N F- M T

a ct or i s di still e d fr o m a tr ai n e d M L P a ct or, t a ki n g t h e s a m e o b s er v ati o n a s i n p ut a n d ai mi n g t o

o ut p ut t h e e x a ct a cti o n pr o b a biliti e s a s t h e M L P or a cl e. T h e di still ati o n pr o c e d ur e s e p ar at e s p ol-

i c y l e ar ni n g ( h a n dl e d b y a n M L P or a cl e) fr o m i nt er pr et a bl e p oli c y r e pr e s e nt ati o n ( h a n dl e d b y t h e

n e ur al D N F- M T st u d e nt), si d e st e p pi n g t h e o pti mi s ati o n di ffi c ulti e s of tr ai ni n g a c o n str ai n e d m o d el

dir e ctl y wit h P P O w hil e pr e s er vi n g t h e i nt er pr et a bilit y b e n e fit s of t h e n e ur al D N F- M T a ct or. Ot h er

miti g ati o n s s u c h a s i n cr e a si n g t h e m o d el c a p a cit y or alt er n ati v e tr ai ni n g r e gi m e s ar e al s o p o s si bl e. A

m or e s y st e m ati c i n v e sti g ati o n of t h e s e dir e cti o n s, t o g et h er wit h a ut o m at e d h y p er p ar a m et er t u ni n g

t ail or e d t o n e ur al D N F- b a s e d a ct or s, i s l eft f or f ut ur e w or k.

A ct or M o d el E pi s o di c r et ur n

Q-t a bl e * 7 .9 1 3 ± 0 .0 0 9
M L P * 7 .8 6 5 ± 0 .0 6 6
M L P ‡ 7 .5 5 0 ± 0 .0 1 1
N e ur al D N F- M T * 7 .9 2 6 ± 0 .0 0 9
N e ur al D N F- M T ‡ 7 .4 2 4 ± 0 .0 0 9
N D N F- M T: Pr o b L o g ‡ 7 .6 0 4 ± 0 .1 3 9

T a bl e 6. 5: T a xi: p e rf or m a n c e of Q-t a bl e s, M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s, a n d t h e e xtr a ct e d
Pr o b L o g pr o gr a m s fr o m t h e c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e e pi s o di c r et ur n m etri c i s
r e pr e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or. Di ff er e nt s y m b ol s aft er t h e a ct or’ s n a m e i n di c at e
di ff er e nt a cti o n s el e cti o n m et h o d s: * f or ar g m a x a cti o n s el e cti o n, a n d ‡ f or a ct or’ s di stri b uti o n
s a m pli n g.

T h e p e rf or m a n c e i s s h o w n i n t h e 8 t h gr o u p i n Fi g ur e 6. 3 a n d i n T a bl e 6. 5 . A ct or s u si n g ar g m a x

a cti o n s el e cti o n p erf or m b ett er t h a n t h eir di stri b uti o n s a m pli n g c o u nt er p art s. A g ai n, a p erf or m a n c e

dr o p i s o b s er v e d i n e xtr a ct e d Pr o b L o g r ul e s. 4 Wit h 3 0 0 u ni q u e p o s si bl e st arti n g st at e s, t h e e xtr a ct e d

Pr o b L o g r ul e s ar e n ot g u ar a nt e e d t o fi ni s h i n 2 0 0 st e p s: 2 o ut of t h e 1 0 Pr o b L o g e v al u ati o n s wit h

a cti o n pr o b a biliti e s s a m pli n g h a v e tr u n c at e d e pi s o d e s. A cr o s s t e n p o st-tr ai ni n g- pr o c e s s e d n e ur al

D N F- M T a ct or s wit h ar g m a x a cti o n s el e cti o n, t h er e ar e a n a v er a g e of 3. 3 u ni q u e st arti n g st at e s

w h er e t h e m o d el s c a n n ot fi ni s h t h e e n vir o n m e nt wit hi n 2 0 0 st e p s. D e c o di n g t h e l o c ati o n i nf or m ati o n

e n c o d e d i n t h e st at e n u m b er s e e m s t o b e c o m pli c at e d a n d m a k e s it h ar d t o l e ar n c o n ci s e c o nj u n cti o n s,

t h u s i n cr e a si n g t h e err or r at e i n t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s si n g.

6. 3. 4 D o o r C o r ri d o r

I n s pir e d b y Mi ni gri d [2 7 ], a c orri d or gri d wit h a fi x e d c o n fi g ur ati o n c all e d D o or C orri d or i s d e si g n e d,

a s s h o w n i n Fi g ur e 6. 8 . T h e g o al of t h e a g e nt i s t o st e p i nt o t h e g o al c ell wit hi n a t er mi n ati o n li mit

of 2 7 0.

T h e a g e nt o b s er v e s a 3 × 3 gri d i n fr o nt of it wit h t w o c h a n n el s of o bj e ct s a n d c ell st at u s, a n d

h a s a c h oi c e of f o ur a cti o n s: t ur n l eft, t ur n ri g ht, m o v e f or w ar d, a n d t o g gl e. T h e t o g gl e a cti o n o nl y

4 A n e x t r a c t e d P r o b L o g p r o g r a m e x a m pl e i s li s t e d i n A p p e n di x C. 4 .
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Fi g ur e 6. 8: D o or C orri d or ( D C): t h e a g e nt n e e d s t o t ur n ri g ht fir st, a n d t o g gl e a n d g o t hr o u g h t hr e e
d o or s t o r e a c h t h e e n d of t h e c orri d or.

c h a n g e s t h e st at u s of a d o or ri g ht i n fr o nt of t h e a g e nt. Li sti n g 6. 3 s h o w s t h e a cti o n a n d o b s er v ati o n

s p a c e of t h e D o or C orri d or e n vir o n m e nt.

1 # A c t i o n s p a c e

2 c l a s s D o o r C o r r i d o r A c t i o n ( I n t E n u m ) :

3 L E F T = 0

4 R I G H T = 1

5 F O R W A R D = 2

6 T O G G L E = 3

7

8 # O b s e r v a t i o n s p a c e , t h e t w o c h a n n e l s a r e o b j e c t a n d s t a t e

9 c l a s s O b j e c t ( I n t E n u m ) :

1 0 U N S E E N = 0

1 1 E M P T Y = 1

1 2 W A L L = 2

1 3 D O O R = 3

1 4 A G E N T = 4

1 5 G O A L = 5

1 6

1 7 c l a s s S t a t e ( I n t E n u m ) :

1 8 O P E N = 0 # M o s t o b j e c t s w i l l b e O P E N

1 9 C L O S E D = 1 # A d o o r c a n b e O P E N o r C L O S E D

Li sti n g 6. 3: D o or C orri d or E n vir o n m e nt a cti o n s p a c e a n d o b s er v ati o n s p a c e.

F or t hi s e n vir o n m e nt, t h e ar c hit e ct ur e s h o w n i n Fi g ur e 6. 1 b i s u s e d, w h er e a n e n c o d er i s s h ar e d

b et w e e n t h e a ct or a n d t h e criti c. T h e e n c o d e r u s e s a 2 D c o n v ol uti o n al l a y er f oll o w e d b y a li n e ar

l a y er t o i n v e nt pr e di c at e s i n G B L f or m. T h e p erf or m a n c e of M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s

a n d t h eir e xtr a ct e d A S P pr o gr a m s ar e s h o w n i n t h e l a st gr o u p i n Fi g ur e 6. 3 a n d T a bl e 6. 6 . B ot h of

t h e n e ur al a ct or s l e ar n t h e o pti m al d et er mi ni sti c p oli c y.

T o e v al u at e a n e xtr a ct e d A S P pr o gr a m i n t h e e n vir o n m e nt, t h e 3 × 3 o b s er v ati o n i s fir st p a s s e d

t o t h e e n c o d er, i n v e nt e d pr e di c at e s wit h bi v al e nt i nt er pr et ati o n s ⊤ ar e c o n v ert e d t o A S P f a ct s, a n d

t h e n t h e s e f a ct s ar e a p p e n d e d a s c o nt e xt t o t h e b a s e p oli c y. T h e c o m bi n e d A S P pr o gr a m h a s t o

(i) o ut p ut o n e st a bl e m o d el wit h o nl y o n e a cti o n at e a c h st e p (l o gi c all y m ut u all y e x cl u si v e) a n d (ii)

fi ni s h wit h o ut tr u n c ati o n t o b e c o u nt e d a s a s u c c e s sf ul r u n. T h e s e r e q uir e m e nt s ar e al s o r e fl e ct e d i n
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A ct or M o d el  E pi s o di c r et ur n

M L P - 8. 0 0 0 ± 0. 0 0 0
N e ur al D N F- M T - 8. 0 0 0 ± 0. 0 0 0
N D N F- M T: A S P - 8. 0 0 0 ± 0. 0 0 0

T a bl e 6. 6: D o or C orri d or: p erf or m a n c e of M L P a ct or s, n e ur al D N F- M T a ct or s, a n d t h e e xtr a ct e d
A S P pr o gr a m s fr o m t h e c orr e s p o n di n g n e ur al D N F- M T a ct or s. T h e e pi s o di c r et ur n m etri c i s r e p-
r e s e nt e d i n t h e f or m of m e a n ± st a n d ar d err or. Ar g m a x a cti o n s el e cti o n i s u s e d f or all m o d el s.

t h e n e ur al D N F- M T a ct or: t h e fi n al t a n h a cti v ati o n s h o ul d o nl y h a v e o n e v al u e gr e at er t h a n 0, a n d

t a ki n g t h at o nl y a cti o n wit h gr e at er-t h a n- 0 t a n h a cti v ati o n at e a c h st e p fi ni s h e s t h e e n vir o n m e nt

wit h o ut tr u n c ati o n. T h e a u xili ar y l o s s t er m s i n E q u ati o n s 6. 4 , 6. 6 a n d 6. 7 h el p t h e n e ur al D N F- M T

a ct or t o a c hi e v e t h e s e r e q uir e m e nt s b ut m a k e t h e tr ai ni n g l e s s li k el y t o c o n v er g e o n a g o o d s ol uti o n.

O ut of 3 2 r u n s, 6 r u n s c a n n ot fi ni s h t h e e n vir o n m e nt wit hi n t h e st e p li mit. H o w e v er, 2 5 of t h e 2 6

r e m ai ni n g r u n s c a n b e i nt er pr et e d a s A S P p oli ci e s. F or t h e si n gl e f aili n g c a s e, it f ail s t o m ai nt ai n

l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y aft er t hr e s h ol di n g. W hil e it i s p o s si bl e t o e xtr a ct a Pr o b L o g pr o gr a m fr o m

it, t h e e n vir o n m e nt i s k n o w n t o s u p p ort a n o pti m al d et er mi ni sti c p oli c y. H e n c e, n o l o gi c al pr o gr a m

i s e xtr a ct e d f or t hi s r u n. T h e A S P pr o gr a m s of t h e 2 5 r u n s s u c c e s sf ull y fi ni s h t h e e n vir o n m e nt

wit h mi ni m al st e p s, a s r e p ort e d i n Fi g ur e 6. 3 . Li sti n g 6. 4 s h o w s a n e x a m pl e of t h e e xtr a ct e d A S P

pr o gr a m fr o m o n e of t h e s u c c e s sf ul r u n s a n d a p o s si bl e s et of d e fi niti o n s f or t h e i n v e nt e d pr e di c at e s.

1 a c t i o n ( t u r n _ r i g h t ) : - a _ 5 , a _ 8 .

2 a c t i o n ( f o r w a r d ) : - a _ 2 .

3 a c t i o n ( t o g g l e ) : - a _ 3 .

4 % D e f i n i t i o n s o f e a c h i n v e n t e d p r e d i c a t e a _ i :

5 a _ 2 : - t o p _ r i g h t _ c o r n e r _ w a l l .

6 a _ 3 : - o n e _ s t e p _ a h e a d _ c l o s e d _ d o o r .

7 a _ 5 : - n o t c u r r _ l o c a t i o n _ o p e n _ d o o r ,

8 n o t o n e _ s t e p _ a h e a d _ c l o s e d _ d o o r .

9 a _ 8 : - t w o _ s t e p _ a h e a d _ u n s e e n .

Li sti n g 6. 4: A n A S P p oli c y f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n D C, wit h a p o s si bl e s et of d e fi niti o n s f or

t h e i n v e nt e d pr e di c at e s.

T h e i n v e nt e d pr e di c at e s ar e e xtr a ct e d vi a a n A S P o pti mi s ati o n al g orit h m. Gi v e n t h e tr a c e

of a n a g e nt t h at c o m pl et e s t h e e n vir o n m e nt wit h o ut tr u n c ati o n, all e x p eri e n c e d o b s e r v ati o n s ar e

fir st tr a n sl at e d i nt o A S P f a ct s. F or e x a m pl e, c o or di n at e ( 2, 2) (i. e. t h e c ell t o t h e ri g ht of t h e

a g e nt) b ei n g a cl o s e d d o or i s r e pr e s e nt e d a s o b s ( 2 , 2 , 3 , 1 ) , w h er e t h e fir st t w o el e m e nt s d e n ot e

t h e c ell c o or di n at e s, t h e t hir d el e m e nt i n di c at e s t h e o bj e ct t y p e, a n d t h e f o urt h el e m e nt s p e ci fi e s

t h e st at e, a s d e fi n e d i n Li sti n g 6. 3 . E a c h o b s er v ati o n i s al s o a s s o ci at e d wit h it s c orr e s p o n di n g

ti m e st a m p; f or i n st a n c e, f i r e d _ o b s _ a t _ t i m e s t e p ( 0 , o b s ( 2 , 2 , 3 , 1 ) ) i n di c at e s t h at o b s ( 2 ,

2 , 3 , 1 ) o c c urr e d at ti m e st a m p 0. Si mil arl y, e a c h el e m e nt of t h e i m a g e e n c o di n g v e ct or ( or t h e

i n v e nt e d pr e di c at e s), w hi c h s er v e s a s i n p ut t o t h e n e ur al D N F- M T a ct or, i s tr a n sl at e d i nt o a n A S P

f a ct, s u c h a s i m g _ e n c o d i n g _ i d ( 8 ) f or t h e 8t h el e m e nt. T h e a cti v ati o n st at u s of t h e s e el e m e nt s at

e a c h ti m e st a m p i s al s o r e c or d e d; f or e x a m pl e, f i r e d _ i m g _ e n c o d i n g _ g t ( 1 , a ( 8 ) ) i n di c at e s t h at

t h e 8 t h el e m e nt w a s a cti v at e d at ti m e st a m p 1. T h e o bj e cti v e of t h e A S P o pti mi s ati o n i s t o, f or
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e a c h el e m e nt i n t h e i m a g e e n c o di n g v e ct or (i n v e nt e d pr e di c at e), i d e ntif y a mi ni m al s et of p o siti v e

or n e g at e d o b s er v ati o n s, p o s si bl y e m pt y, t h at u ni q u el y tri g g er s t hi s el e m e nt (i n v e nt e d pr e di c at e).

T hi s s et of o b s er v ati o n s t h e n f or m s t h e b o d y of a r ul e wit h t h e i m a g e e n c o di n g el e m e nt a s t h e h e a d,

t h er e b y pr o vi di n g a n i nt er pr et ati o n of t h e i n v e nt e d pr e di c at e s. W h e n t h e o pti mi s ati o n s u c c e e d s,

m ulti pl e st a bl e m o d el s m a y e xi st, e a c h o ff eri n g a di ff er e nt i nt er pr et ati o n. H o w e v er, a s ol uti o n i s n ot

g u ar a nt e e d; if n o st a bl e m o d el i s f o u n d, t h e i n v e nt e d pr e di c at e s r e m ai n u ni nt er pr et a bl e.

6. 3. 5 P oli c y I n t e r v e n ti o n i n D o o r C o r ri d o r V a ri a n t s

T w o v ari ati o n s of t h e b a s e D o or C orri d or e n vir o n m e nt ar e cr e at e d wit h o nl y di ff er e nt t er mi n ati o n

c o n diti o n s: D o or C orri d or- T ( D C- T), w h er e t h e a g e nt m u st b e i n fr o nt of t h e g o al a n d t o g gl e it

i n st e a d of m o vi n g i nt o it; a n d D o or C orri d or- O T ( D C- O T), w h er e t h e a g e nt m u st st a n d o n t h e g o al

a n d t a k e t h e a cti o n ‘t o g gl e’. T a bl e 6. 7 s h o w s t h e o pti m al p oli c y’ s a cti o n s f or t h e D o or C orri d or

e n vir o n m e nt a n d it s v ari a nt s.

E n vir o n m e nt  O pti m al p oli c y’ s a cti o n s (t e xt) O pti m al p oli c y’ s a cti o n s (i nt)

D C
[ Ri g ht, T o g gl e, F or w ar d, T o g gl e,
F or w ar d, T o g gl e, F or w ar d, F or w ar d]

[ 1, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 2]

D C- T
[ Ri g ht, T o g gl e, F or w ar d, T o g gl e,
F or w ar d, T o g gl e, F or w ar d, T o g gl e ]

[ 1, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 3 ]

D C- O T
[ Ri g ht, T o g gl e, F or w ar d, T o g gl e,
F or w ar d, T o g gl e, F or w ar d, F or w ar d, T o g gl e ]

[ 1, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 2, 3 ]

T a bl e 6. 7: O pti m al p oli c y’ s a cti o n s f or t h e D o or C orri d or ( D C) e n vir o n m e nt a n d it s v ari a nt s, wit h
bl u e t e xt s h o wi n g t h e di ff er e n c e i n t h e v ari a nt s. T h e di ff er e n c e i n t h e o pti m al p oli c y’ s a cti o n s i s
hi g hli g ht e d i n bl u e.

T h e i n p ut o b s er v ati o n r e m ai n s u n c h a n g e d si n c e o nl y t h e g o al c ell’ s m e c h a ni s m c h a n g e s. T h e

e n c o d er c a n b e r e u s e d i m m e di at el y, b ut t h e a ct or a n d criti c c a n n ot. A n M L P a ct or tr ai n e d o n D C

f ail s t o fi ni s h wit hi n st e p li mit s i n D C- T a n d D C- O T e n vir o n m e nt s wit h o ut r e-tr ai ni n g. H o w e v e r,

t h e A S P p oli c y c a n b e m o di fi e d t o a c hi e v e t h e o pti m al r e w ar d i n b ot h D C- T a n d D C- O T e n vir o n-

m e nt s. Li sti n g s 6. 5 a n d 6. 6 s h o w t h e m o di fi e d A S P pr o gr a m s f or D C- T a n d D C- O T e n vir o n m e nt s,

r e s p e cti v el y. T h e m o di fi e d A S P pr o gr a m s c a n b e p ort e d b a c k t o n e ur al D N F- M T a ct or s b y virt u e of

t h e bi dir e cti o n al n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n. T h e m o di fi e d n e ur al D N F- M T a ct or s al s o fi ni s h

D C- T a n d D C- O T e n vir o n m e nt s wit h mi ni m al st e p s wit h o ut a n y r e-tr ai ni n g.

1 a c t i o n ( t u r n _ r i g h t ) : - a _ 5 , a _ 8 .

2 a c t i o n ( f o r w a r d ) : - n o t a 1 , a _ 2 .

3 a c t i o n ( t o g g l e ) : - a _ 3 .

4 a c t i o n ( t o g g l e ) : - a 1 , n o t a 3 , a 1 2 .

Li sti n g 6. 5: P oli c y f or D C- T, m o di fi e d fr o m Li sti n g 6. 4 ’ s p oli c y.

1 a c t i o n ( t u r n _ r i g h t ) : - a _ 5 , a _ 8 , a 1 1 .

2 a c t i o n ( f o r w a r d ) : - a _ 2 .

3 a c t i o n ( t o g g l e ) : - a _ 3 .

4 a c t i o n ( t o g g l e ) : - n o t a 2 , n o t a 3 , n o t a 1 1 .
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Li sti n g 6. 6: P oli c y f or D C- O T, m o di fi e d fr o m Li sti n g 6. 4 ’ s p oli c y.

6. 4 Di s c u s si o n s

T hi s s e cti o n fir st a n al y s e s t h e p er si st e nt p erf or m a n c e l o s s i s s u e i n Bl a c kj a c k, T a xi, a n d D o or C orri d or

e n vir o n m e nt s. T h e di s c u s si o n t h e n c o v er s t h e i m pli c ati o n s of t hi s w or k i n t er m s of p erf or m a n c e,

i nt er pr et a bilit y, i nf er e n c e, a n d p oli c y i nt er v e nti o n.

6. 4. 1 P e rf o r m a n c e L o s s d u e t o T h r e s h ol di n g

T h e t hr e s h ol di n g st e p c o n v ert s t h e t ar g et l a y er( s) fr o m a w ei g ht e d c o nti n u o u s s p a c e t o a di s cr et e

s p a c e wit h o nl y 0 a n d ± 6 v al u e s, s at ur ati n g t h e t a n h a cti v ati o n at ± 1 a n d e n a bli n g t h e tr a n sl ati o n

t o bi v al e nt l o gi c. H o w e v er, t h e t hr e s h ol di n g st e p m a y n ot m ai nt ai n t h e s a m e l o gi c al i nt er pr et ati o n

of t h e l a y e r o ut p ut. T hi s i s s u e i s s h o w n t hr o u g h a n e x a m pl e i n Li sti n g 6. 7 , w h er e a t hr e s h ol d e d

n e ur al D N F- M T a ct or f ail s t o m ai nt ai n l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y i n t h e D o or C orri d or e n vir o n m e nt.

N ot e t h at t hr e s h ol di n g i s a p pli e d o n b ot h t h e c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e l a y er s si n c e a d et er mi ni sti c

p oli c y i s d e sir e d.

1 % C o n j u n c t i v e n o d e s a n d t h e i r l e a r n e d w e i g h t s :

2 c _ 0 = 3 . 0 3 x _ 7 + b i a s _ c 0

3 c _ 7 = 0 . 5 6 x _ 1 3 + b i a s _ c 7

4 c _ 9 = - 1 . 5 6 x _ 2 + b i a s _ c 9

5 c _ 1 1 = - 1 . 0 5 x _ 9 + b i a s _ c 1 1

6 % D i s j u n c t i v e n o d e s a n d t h e i r l e a r n e d w e i g h t s :

7 d _ 1 = 4 . 5 8 c _ 0 + b i a s _ d 1

8 d _ 2 = - 3 . 4 8 c _ 9 + b i a s _ d 2

9 d _ 3 = 1 . 2 9 c _ 7 + 0 . 7 6 c _ 9 + 4 . 3 3 c _ 1 1 + b i a s _ d 3

1 0 % T h r e s h o l d e d n o d e s w i t h t a u = 0 ( a n d A S P t r a n s l a t i o n ) :

1 1 c _ 0 = 6 x _ 7 ( c o n j _ 0 : - a _ 7 . )

1 2 c _ 7 = 6 x _ 1 3 ( c o n j _ 7 : - a _ 1 3 . )

1 3 c _ 9 = - 6 x _ 2 ( c o n j _ 9 : - n o t a _ 2 . )

1 4 c _ 1 1 = - 6 x _ 9 ( c o n j _ 1 1 : - n o t a _ 9 . )

1 5 d _ 1 = 6 c _ 0 ( a c t ( 1 ) : - c o n j _ 0 . )

1 6 d _ 2 = - 6 c _ 9 ( a c t ( 2 ) : - n o t c o n j _ 9 . )

1 7 d _ 3 = 6 c _ 7 + 6 c _ 9 + 6 c _ 1 1 + 1 2

1 8 ( a c t ( 3 ) : - c o n j _ 7 . a c t ( 3 ) : - c o n j _ 9 . a c t ( 3 ) : - c o n j _ 1 1 . )

Li sti n g 6. 7: A n e ur al D N F- M T a ct or i n t h e D o or C orri d or e n vir o n m e nt t h at f ail s at t h e t hr e s h ol di n g

st a g e. T h e bi a s t er m s ar e l eft u n c al c ul at e d f or br e vit y.

T h e 1 s t r o w of v al u e s i n T a bl e 6. 8 ar e t h e pr e-t hr e s h ol di n g t a n h o ut p ut w h e n x 2 = − 1 , x7 = 1 , x9 =

1 , x1 3 = − 1, wit h o nl y ŷ 1 i nt er pr et e d a s ⊤ a n d c h o s e n a s a cti o n. T h e t hr e s h ol d e d c o nj u n cti v e

n o d e s i n t h e 2 n d r o w s h ar e t h e s a m e si g n a s r o w 1, b ut ˆy 3 b e c o m e s p o siti v e aft er t hr e s h ol di n g,
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r e s ulti n g i n t w o a cti o n s b ei n g ⊤ a n d t h u s vi ol ati n g l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y. T h e di sj u n cti v e

n o d e s’ ori gi n al w ei g ht s a c hi e v e t h e b al a n c e of i m p ort a n c e b et w e e n c 7 , c 9 a n d c 1 1 t o m a k e ˆy 3 n e g ati v e.

H o w e v er, t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s i g n or e s t h e w ei g ht s a n d m a k e s t h e m e q u all y i m p ort a nt, l e a di n g

t o a di ff er e nt o ut p ut a n d tr ut h v al u e. It s h o w s t h at t h e t hr e s h ol di n g st a g e c a n n ot h a n dl e v ol atil e

a n d i nt er d e p e n d e nt w ei g ht s a n d m ai nt ai n t h e u n d erl yi n g tr ut h t a bl e r e pr e s e nt e d b y t h e m o d el. T hi s

i s s u e i s f urt h er di s c u s s e d wit h a pr o p o s e d s ol uti o n i n C h a pt er 7 .

c 0 c 7 c 9 c 1 1 ŷ 1 ŷ 2 ŷ 3

1. 0 0 - 0. 5 1 0. 9 2 - 0. 7 8 1. 0 0 - 1. 0 0 - 0. 8 6

1. 0 0 - 1. 0 0 1. 0 0 - 1. 0 0 1. 0 0 - 1. 0 0 1. 0 0

T a bl e 6. 8: C o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e n o d e s’ t a n h o ut p ut w h e n x 2 = − 1 , x7 = 1 , x9 = 1 , x1 3 = − 1,
c al c ul at e d b a s e d o n t h e f or m ul ati o n i n Li sti n g 6. 7 . R o w 1 i s t h e ori gi n al o ut p ut wit h o ut a p pl yi n g
t hr e s h ol di n g, a n d r o w 2 i s t h e o ut p ut aft er t hr e s h ol di n g o n v al u e 0.

6. 4. 2 I m pli c a ti o n s of N e u r al D N F- M T M o d el

P e rf o r m a n c e

T h e e x p eri m e nt s s h o w t h at t h e n e ur al D N F- M T a ct or c a n b e tr ai n e d wit h a ct or- criti c P P O or

di still e d fr o m a n M L P or a cl e t o l e ar n a n o pti m al p oli c y i n t h e S wit c h er o o C orri d or, T a xi, a n d

D o or C orri d or e n vir o n m e nt s. I n Bl a c kj a c k, t h e p erf or m a n c e i s w or s e b ut cl o s e t o a n o pti m al M L P

a ct or. F urt h er m or e, t h e r e s ult s d e m o n str at e t h at a n e n c o d er f or h a n dli n g c o m pl e x o b s er v ati o n s a n d

r e ali si n g pr e di c at e i n v e nti o n c a n b e e n d-t o- e n d tr ai n e d wit h t h e n e ur al D N F- M T a ct or i n t h e D o or

C orri d or e n vir o n m e nt.

I n t e r p r e t a bili t y

T h e l o gi c al pr o gr a m s e xtr a ct e d fr o m tr ai n e d n e ur al D N F- M T a ct or s pr o vi d e i nt er pr et a bilit y, w hi c h

M L P a ct or s l a c k. T h e r e s ult s al s o d e m o n str at e t hr o u g h di ff er e nt e n vir o n m e nt s t h at st o c h a sti c a n d

d et er mi ni sti c p oli ci e s c a n b e r e pr e s e nt e d i n di ff e r e nt f or m s of l o gi c ( Pr o b L o g a n d A S P, r e s p e cti v el y).

I nf e r e n c e

E v e n w h e n t h e a ct or h a s l e ar nt a n i nt er pr et a bl e p oli c y, r u n ni n g a f ull y l o gi c- b a s e d a g e nt m a y

n ot b e e ffi ci e nt. I nf er e n c e i n n e ur al D N F- M T a ct or s i s si g ni fi c a ntl y f a st er t h a n i n Pr o b L o g or

A S P, t h a n k s t o t e n s or o p er ati o n s a n d e n vir o n m e nt p ar all eli s m. T hi s cl ai m i s f urt h er s u p p ort e d b y

r u nti m e c o m p ari s o n e x p eri m e nt s. T a bl e 6. 9 s h o w s t h e r u nti m e c o m p ari s o n b et w e e n di ff er e nt m o d el s

a cr o s s v ari o u s e n vir o n m e nt s. All e ntri e s ar e r u n o n a 1 0- c or e A p pl e M 1 Pr o C P U wit h 1 6 G R A M.

E x p eri m e nt s wit h Q-t a bl e ar e i m pl e m e nt e d i n n u m p y [ 6 9 ], w hil e M L P a n d n e ur al D N F- M T ar e

i m pl e m e nt e d i n P y T or c h [1 1 ]. T h e cli n g o s ol v er [1 2 6 ] i s u s e d t o r u n A S P pr o gr a m s a n d t h e Pr o b L o g

P yt h o n A PI t o p erf or m Pr o b L o g i nf er e n c e. T h e r e s ult s s h o w t h at i nf er e n c e wit h l o gi c- b a s e d m o d el s

i s si g ni fi c a ntl y sl o w er t h a n wit h n e ur al m o d el s.

A n a d diti o n al e x p eri m e nt a p pr o xi m at e s t h e ti m e t a k e n t o p erf or m i nf er e n c e i n Pr o b L o g w h e n

t h e pr o gr a m i s l ar g e. All pr o gr a m s ar e i n t h e f oll o wi n g f or m:



1 0 2 C H A P T E R 6. N E U R A L D N F- M T M O D E L F O R R EI N F O R C E M E N T L E A R NI N G

E n vir o n m e nt  M o d el  N o. e pi s o d e s  O v er all r u nti m e ( s)  A v g. r u nti m e ( s) p er e pi s o d e

Bl a c kj a c k

Q-t a bl e

1 e 4

0. 4 1 6 4 .1 5 6 e − 5
M L P 2. 2 8 3 2 .2 8 3 e − 4
M L P * 1. 1 5 7 1 .1 5 7 e − 4
N D N F- M T 5. 5 6 4 5 .5 6 4 e − 4
N D N F- M T * 1. 5 7 4 1 .5 7 4 e − 4

Pr o b L o g 1 0 2 1. 5 8 3 2 .1 5 8

T a xi

Q-t a bl e

1 e 4

1. 2 0 2 1 .2 0 2 e − 4
M L P 1 7. 3 3 8 1 .7 3 4 e − 3
M L P * 7. 2 7 9 7 .2 7 9 e − 4
N D N F- M T 4 9. 9 5 4 4 .9 9 5 e − 3
N D N F- M T * 9. 7 9 0 9 .7 9 0 e − 4

Pr o b L o g 1 Ti m e d o ut aft er 3 0 mi n

D o or
C orri d or

M L P

1 e 4

1 0. 1 7 8 1 .0 1 8 e − 3
M L P * 0. 0 7 3 7 .2 5 8 e − 6
N D N F- M T 3 6. 7 2 6 3 .6 7 3 e − 3
N D N F- M T * 0. 1 1 1 1 .1 1 2 e − 5

A S P 1 0 0 0 2 5. 2 9 6 2 .5 3 0 e − 2

T a bl e 6. 9: R u nti m e c o m p ari s o n b et w e e n di ff er e nt m o d el s a cr o s s v ari o u s e n vir o n m e nt s. T h e o v er all
r u nti m e i s t h e t ot al ti m e t o r u n t h e m o d el f or t h e s p e ci fi e d n u m b er of e pi s o d e s. M o d el s wit h o ut * ar e
r u n i n a si n gl e e n vir o n m e nt i n a l o o p f or n ti m e s. M o d el s wit h * ar e r u n i n 8 p ar all el e n vir o n m e nt s
f or a t ot al of n e pi s o d e s.

1 p _ 0 _ 1 : : a c t i o n ( 0 ) ; . . . ; p _ 0 _ n : : a c t i o n ( n ) : - r u l e ( 0 ) .

2 p _ 1 _ 1 : : a c t i o n ( 0 ) ; . . . ; p _ 1 _ n : : a c t i o n ( n ) : - r u l e ( 1 ) .

3 . . .

4 p _ m _ 1 : : a c t i o n ( 0 ) ; . . . ; p _ m _ n : : a c t i o n ( n ) : - r u l e ( m ) .

T h e e x p eri m e nt u s e s n ∈ { 2 , 6 } , m ∈ { 1 ..1 8 } . T h e ti m e t a k e n i s s h o w n i n Fi g ur e 6. 9 , a n d t h e

r e s ult s s h o w t h e o v er all tr e n d of e x p o n e nti al gr o wt h i n ti m e t o t h e n u m b er of r ul e s. T hi s i s o nl y f or

a p pr o xi m ati o n si n c e t h e a ct u al p oli c y d o e s n ot r e s e m bl e t h e f or m at u s e d h er e. A Pr o bl o g pr o gr a m

e xtr a ct e d fr o m a n e ur al D N F- M T a ct or i n a Bl a c kj a c k e n vir o n m e nt h a s 5 8 a n n ot at e d di sj u n cti o n s. It

t a k e s 2 6 5 2. 2 1 2 s t o p erf or m 3 8 0 i nf er e n c e q u eri e s, a v er a gi n g 7 s p er q u er y. R e g ar dl e s s, t h e c o n cl u si o n

r e m ai n s t h at i nf er e n c e wit h Pr o b L o g i s m or e e x p e n si v e t h a n wit h n e ur al m o d el s.

P oli c y I n t e r v e n ti o n

T h e bi dir e cti o n al n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n all o w s m o di fi c ati o n of t h e A S P pr o gr a m a n d tr a n s-

l ati o n b a c k t o t h e n e ur al ar c hit e ct ur e wit h o ut r e-tr ai ni n g, a s s h o w n i n D o or C orri d or’ s v ari ati o n s i n

S e cti o n 6. 3. 5 . T hi s f e at ur e c o ul d b e h el pf ul i n t a s k s w h er e b a c k gr o u n d k n o wl e d g e i s a v ail a bl e. B y

pr e- e n c o di n g t h e i nf or m ati o n i nt o l o gi c al r ul e s or m o dif yi n g t h e l o gi c al r ul e s of a n a ct or tr ai n e d i n

a si mil ar e n vir o n m e nt, t h e e dit e d l o gi c pr o gr a m c a n b e p ort e d b a c k t o t h e n e ur al m o d el t o pr o vi d e

a h ot st art i n tr ai ni n g. T hi s f u n cti o n alit y m a y b e e x pl or e d i n f ut ur e w or k.

I n s u m m ar y, t h e n e ur al D N F- M T m o d el l e ar n s i nt er pr et a bl e a n d e dit a bl e p oli ci e s, wit h t h e n e ur al

b e n e fit s of e n d-t o- e n d tr ai ni n g a n d p ar all eli s m i n i nf er e n c e a n d t h e l o gi c al b e n e fit s of i nt er pr et a bl e
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2. 5 5. 0 7. 5 1 0. 0 1 2. 5 1 5. 0 1 7. 5

N u m b e r of A n n o t a t e d Di sj u n c ti o n s

0

1 0

2 0

3 0

4 0

Ti
m

e 
Ta

k
e

n 
(
s)

Ti m e T a k e n v s N u m b e r of A n n o t a t e d Di sj u n c ti o n s

2 a c ti o n s i n h e a d

6 a c ti o n s i n h e a d

Fi g ur e 6. 9: Ti m e t a k e n v s t h e n u m b er of a n n ot at e d di sj u n cti o n s i n Pr o b L o g, u si n g a Pr o b L o g
pr o gr a m i n a c ert ai n f or m at a s a n a p pr o xi m ati o n. T h e o v er all tr e n d i s t h at t h e ti m e t a k e n i n c r e a s e s
e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er of r ul e s pr e s e nt e d i n t h e Pr o b L o g pr o gr a m. H o w e v er, t hi s p att er n
c a n n ot b e c o n fir m e d a s t h e s a m e f or i nf er e n c e wit h a n a ct u al p oli c y e xtr a ct e d fr o m a n e ur al D N F-
M T a ct or.

l o gi c al pr o gr a m r e pr e s e nt ati o n.

6. 5 C o n cl u si o n

T hi s c h a pt er pr o p o s e s a n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h n a m e d t h e n e ur al D N F- M T m o d el f or l e ar ni n g

i nt er pr et a bl e a n d e dit a bl e p oli ci e s i n R L. It c a n b e tr ai n e d wit h a ct or- criti c P P O or di still e d fr o m a

tr ai n e d M L P a ct or, a n d a n e n c o d er f or pr e di c at e i n v e nti o n c a n al s o b e e n d-t o- e n d tr ai n e d t o g et h er

wit h it. T h e tr ai n e d n e ur al D N F- M T m o d el c a n b e r e pr e s e nt e d a s eit h er a Pr o b L o g pr o gr a m f or a

st o c h a sti c p oli c y or a n A S P pr o gr a m f or a d et er mi ni sti c p oli c y. T h e n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n

i s bi dir e cti o n al, all o wi n g p oli c y i nt er v e nti o n b y m o dif yi n g t h e A S P pr o gr a m a n d t h e n c o n v erti n g it

b a c k t o t h e n e ur al m o d el f or e ffi ci e nt i nf er e n c e i n p ar all el e n vir o n m e nt s. T h e n e ur al D N F- M T m o d el

i s e v al u at e d i n f o ur e n vir o n m e nt s wit h di ff er e nt f or m s of o b s er v ati o n s a n d st o c h a sti c / d et er mi ni sti c

b e h a vi o ur s. T h e e x p eri m e nt s s h o w t h e n e ur al D N F- M T m o d el’ s c a p a bilit y t o l e ar n t h e o pti m al

p oli c y wit h p erf or m a n c e si mil ar t o a n M L P a ct or’ s. F urt h er m or e, it pr o vi d e s l o gi c al r e pr e s e nt ati o n

a n d e n a bl e s p oli c y i nt er v e nti o n, n eit h e r of w hi c h a n M L P c a n e a sil y pr o vi d e. C o m p ar e d t o e xi sti n g

n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s, s u c h a s N L R L [ 7 7 ] a n d N U D G E [3 9 ], t h e n e ur al D N F- M T m o d el d o e s

n ot u s e r ul e t e m pl at e s or m o d e d e cl ar ati o n s. T h er ef or e, it d o e s n ot r el y o n h u m a n e n gi n e eri n g t o

c o n str u ct t h e i n d u cti v e bi a s a n d c a n l e ar n a wi d er r a n g e of r ul e s. I n c o ntr a st t o w or k s t h at eit h e r

o p er at e o n r el ati o n al- b a s e d o b s er v ati o n s [ 7 7 , 3 9 , 1 7 0 ] or r e q uir e pr e-tr ai n e d n et w or k s t o e xtr a ct

l o gi c al pr e di c at e s [3 9 , 8 4 ], t h e e x p eri m e nt al r e s ult s d e m o n str at e t h at t h e n e ur al D N F- M T m o d el i s

e n d-t o- e n d tr ai n a bl e wit h pr e c e di n g l a y er s f or pr e di c at e i n v e nti o n.
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T h e E n t a n gl e m e n t P r o bl e m a n d

Di s e n t a n gl e m e n t

Pr e vi o u s c h a pt er s i ntr o d u c e d t w o n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, ai mi n g t o s ol v e di ff er e nt t y p e s of l e ar n-

i n g t a s k s: n e ur al D N F- E O f or d et e r mi ni sti c m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s a n d n e ur al D N F- M T f or

p r o b a bili sti c p oli c y l e ar ni n g i n r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g s etti n g s. T h e s e c h a pt er s d e m o n str at e t h e

f oll o wi n g pr o p erti e s of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s:

• V e r s a tili t y : t h e n e ur al D N F- b a s e d fr a m e w or k s u p p ort s di v er s e l e ar ni n g s etti n g s t hr o u g h

ar c hit e ct ur al c u st o mi s ati o n. T h e s e mi- s y m b oli c n o d e s c a n b e c o n fi g ur e d t o c r e at e r e m o v a bl e

‘ c o n str ai nt’ l a y er s ( a s i n t h e n e ur al D N F- E O m o d el) a n d t h eir a cti v ati o n f u n cti o n s c a n b e

t ail or e d t o e nf or c e d o m ai n- s p e ci fi c l o gi c al c o n str ai nt s ( a s i n t h e n e ur al D N F- M T m o d el).

• U s a bili t y b e y o n d s y n t h e ti c s e t ti n g s : t h e e x p eri m e nt s i n v ol v e r e al- w orl d cl a s si fi c ati o n

t a s k s wit h l ar g e n u m b er s of bi n ar y i n p ut s a n d m ulti- cl a s s or m ulti-l a b el o ut p ut s ( S e cti o n 5. 2 ),

a s w ell a s v ari o u s r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g e n vir o n m e nt s ( S e cti o n 6. 3 ).

• I n t e r p r e t a bili t y : a n e ur al D N F or a n e ur al D N F- E O c a n b e tr a n sl at e d i nt o a s et of bi v al e nt

l o gi c r ul e s, a n d a n e ur al D N F- M T c a n b e tr a n sl at e d i nt o a s et of pr o b a bili sti c l o gi c al r ul e s.

T h e l o gi c al r ul e s c a n b e u s e d t o e x pl ai n t h e m o d el’ s b e h a vi o ur.

• E n d- t o- e n d t r ai n a bili t y a n d i n t e g r a ti o n : t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s r e m ai n t o b e

tr ai n e d e n d-t o- e n d e v e n w h e n t h e y ar e i nt e gr at e d wit h ot h er n e ur al c o m p o n e nt s. S e cti o n 6. 3. 3

a n d S e cti o n 6. 3. 4 d e m o n str at e t h e i nt e gr ati o n of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s wit h ot h er

n e ur al c o m p o n e nt s s u c h a s M L P s a n d C N N s.

• Fl e xi bili t y a n d s c al a bili t y : t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s’ ar c hit e ct ur al si mil arit y t o t h e

tr a diti o n al n e ur al n et w or k s m a k e s it e a si er t o b o ot str a p wit h o ut t h e n e e d f or b a c k gr o u n d

k n o wl e d g e of t h e t a s k a n d a bl e t o a p pr o xi m at e a l ar g e s e ar c h s p a c e. W hil e t h e u s e of b a c k-

gr o u n d k n o wl e d g e i n I L P m et h o d s i s a m erit, t h e h y p ot h e si s s e ar c h s p a c e c a n b e t o o l ar g e f or

t h e m o d el t o h a n dl e w h e n pri or k n o wl e d g e i s u n a v ail a bl e, a n d if t h e b a c k gr o u n d k n o wl e d g e i s

i n c orr e ct t h e o pti m al s ol uti o n m a y b e e x cl u d e d fr o m t h e s e ar c h s p a c e.

1 0 5
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H o w e v er, t h e p er si st e nt o b s er v ati o n of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s’ p erf or m a n c e d e gr a d ati o n at

t h e t hr e s h ol di n g st e p s h o w s t h at t h e pr o c e s s f ail s t o f ull y m ai nt ai n t h e m o d el s’ b e h a vi o ur d u e t o

s o m e f u n d a m e nt al y et u ni n v e sti g at e d i s s u e s. T hi s c h a pt er ( 1) fir st i d e nti fi e s t h at t h e e xi sti n g t hr e s h-

ol di n g di s cr eti s ati o n m et h o d f ail s t o f ait hf ull y tr a n sl at e s o m e n e ur al u nit s i nt o l o gi c al f or m, c a u si n g

a p erf or m a n c e dr o p, c h ar a ct eri si n g s u c h n e ur al u nit s a s e nt a n gl e d ; ( 2) a n d pr o p o s e s a di s e nt a n gl e-

m e nt m et h o d t o a d dr e s s t hi s i s s u e, b ett er pr e s er vi n g m o d el p erf or m a n c e i n t h e e xtr a ct e d s y m b oli c

r e pr e s e nt ati o n. A p art fr o m e x pl ori n g a n d s ol vi n g t h e e nt a n gl e m e nt pr o bl e m, t hi s c h a pt er al s o ( 3)

pr e s e nt s a si m pl e t hr e s h ol d-l e ar ni n g m et h o d f or r e al- v al u e d f e at ur e s: t h e s e l e ar n e d b o u n d s ar e of

t h e f or m ‘ f e at u r e > l e a r n e d t h r e s h ol d v al u e’ a n d a ct a s i nt er pr et a bl e i n v e nt e d pr e di c at e s, a n d ( 4)

pr o p o s e s a n i m pr o v e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d t o r e d u c e t h e d e str u cti v e e ff e ct of t h e l o gi c al bi a s

o n t h e l e ar ni n g of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s t h at l e a d s t o p o or p erf or m a n c e. T h e e x p eri m e nt s

d e m o n str at e t h at t h e pr o p o s e d di s e nt a n gl e m e nt m et h o d dr a sti c all y d e cr e a s e s t h e p erf or m a n c e d e gr a-

d ati o n w h e n tr a n sl ati n g tr ai n e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el s a cr o s s bi n ar y, m ulti- cl a s s, a n d m ulti-l a b el

cl a s si fi c ati o n t a s k s ( s o m e of w hi c h r e q uir e pr e di c at e i n v e nti o n).

T h e r e st of t hi s c h a pt er i n cl u d e s m at eri al fr o m o ur p a p er [ 1 7 ].

7. 1 T h e P r o bl e m of E n t a n gl e m e n t

T h e t hr e s h ol di n g di s cr eti s ati o n m et h o d pr e p ar e s t h e n o d e t o b e tr a n sl at e d i nt o a si n gl e r ul e f oll o wi n g

t h e tr a n sl ati o n pr o c e s s i n S e cti o n 4. 2. 2 . T o e n c o ur a g e t h e w ei g ht s t o b e i n { − 6 , 0 , 6 } N , t h e a u xili ar y

l o s s f u n cti o n |w ||6 − | w || i s u s e d d uri n g tr ai ni n g. H o w e v er, d u e t o t h e fl e xi bilit y of t h e n e ur al

ar c hit e ct ur e, a s e mi- s y m b oli c n o d e i s m or e li k el y t o l e ar n a r e pr e s e nt ati o n t h at c a n n ot b e tr a n sl at e d

i nt o a si n gl e l o gi c al f or m ul a. R at h er, t h e n o d e’ s b e h a vi o ur n e e d s t o b e d e s cri b e d b y a s et of r ul e s

wit h t h e s a m e r ul e h e a d, s h o wi n g a p h e n o m e n o n t er m e d e nt a n gl e m e nt . S o m e w ei g ht s i n t h e n o d e s

ar e tr ai n e d t o h a v e a b s ol ut e v al u e s cl o s er t o 0 t h a n 6, r e pr e s e nti n g t h at t h eir c orr e s p o n di n g i n p ut s d o

n ot al w a y s c o ntri b ut e t o t h e n o d e’ s b e h a vi o ur a n d d o n ot a p p e ar i n all r ul e s b ut o nl y i n s o m e r ul e s i n

t h e l o gi c al r e pr e s e nt ati o n. T h e t hr e s h ol di n g m et h o d i s n ot a bl e t o ‘ s plit’ t h e w ei g ht s b ut o nl y r e s ult s

i n a si n gl e r ul e t h at c a n n ot f ull y r e pr e s e nt t h e s a m e b e h a vi o ur a s a s et of r ul e s, e v e nt u all y alt eri n g

t h e n o d e’ s b e h a vi o ur. D e s pit e h a vi n g t h e a u xili ar y l o s s f u n cti o n |w ||6 − | w || d uri n g tr ai ni n g t o ai d

t h e t hr e s h ol di n g pr o c e s s, t h e w ei g ht s i n t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s ar e n ot g u ar a nt e e d t o b e cl o s e t o

± 6 b ut t a k e n o n- z er o v al u e s b et w e e n - 6 a n d 6. T hi s s e cti o n d e m o n str at e s t hi s p h e n o m e n o n i n t w o

e x a m pl e s w h er e t h e t hr e s h ol di n g m et h o d eit h er u n d e r e m p h a si s e s or o v er e m p h a si s e s t h e e nt a n gl e d

w ei g ht s wit h s m all er m a g nit u d e s.

7. 1. 1 U n d e r e m p h a si si n g

E x a m pl e 7. 1. 1 s h o w s a c a s e w h e n t h e t hr e s h ol di n g m et h o d u n d er e m p h a si s e s t h e w ei g ht s of a c o nj u n c-

ti v e n o d e. T h e t hr e s h ol di n g di s cr eti s ati o n t h at b e st pr e s er v e s t h e n o d e’ s b e h a vi o ur (i. e. m ai nt ai ni n g

t h e m o d el p erf or m a n c e a s m u c h a s p o s si bl e) u s e s a n y τ > 1, a n d t h e r e s ulti n g w ei g ht s ar e [ 6 , 0 , 0].

T h e di s cr eti s e d n o d e i s tr a n sl at e d i nt o c ← a 1 , b ut t hi s r ul e o v er- g e n er ali s e s. T o s e e t hi s, n ot e t h at

t h e n o d e i s n ot i nt er pr et e d a s tr u e w h e n x 1 = 1 , x2 = − 1 a n d x 3 = − 1, b ut t h e tr a n sl at e d r ul e will
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fir e i n t hi s c a s e. A s et of t w o r ul e s t h at c a n p erf e ctl y d e s cri b e t h e n o d e’ s b e h a vi o ur i s:

L =
c ← a 1 , a 2 .

c ← a 1 , a 3 .
.

E x a m pl e 7. 1. 1: C o nj u n c ti v e N o d e wi t h E n t a n gl e d R e p r e s e n t a ti o n

C o n si d er a tr ai n e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h w ei g ht s w = [ 3 , 1 , 1]. It s bi a s i s

c al c ul at e d a s β = m a x |w | − |w | = − 2. Aft er a p pl yi n g t hr e s h ol di n g di s cr eti s ati o n wit h

τ = 1, t h e di s cr eti s e d w ei g ht s ar e [ 6 , 0 , 0] a n d β ′ = 0. A s oft- v al u e d tr ut h t a bl e of t hi s n o d e

( b ef or e a n d aft er t hr e s h ol di n g) i s s h o w n b el o w, wit h t h e di ff er e n c e c a u s e d b y t hr e s h ol di n g

hi g hli g ht e d i n r e d:

x 1 x 2 x 3

N o d e a cti v ati o n  Bi v al e nt I nt er pr et ati o n  T hr e s h ol d e d n o d e a cti v ati o n  T hr e s h ol d e d

t a n h(
3
i = 1 w i x i + β ) b t a n h( 6 · x 1 + 0 · x 2 + 0 · x 3 + 0) bi v al e nt i nt er pr et ati o n b ′

1 1 1 0. 9 9 5 ⊤ 1 ⊤

1 1 - 1 0. 7 6 2 ⊤ 1 ⊤

1 - 1 1 0. 7 6 2 ⊤ 1 ⊤

1 - 1 - 1 - 0. 7 6 2 ⊥ 1 ⊤

- 1 1 1 - 0. 9 9 5 ⊥ - 1 ⊥

- 1 1 - 1 - 0. 9 9 9 ⊥ - 1 ⊥

- 1 - 1 1 - 0. 9 9 9 ⊥ - 1 ⊥

- 1 - 1 - 1 - 0. 9 9 9 ⊥ - 1 ⊥

7. 1. 2 O v e r e m p h a si si n g

E x a m pl e 4. 1. 1 al s o s h o w s a c o nj u n cti v e n o d e wit h e nt a n gl e d w ei g ht s. R e c all t h e c o nj u n cti v e n o d e

h a s w ei g ht s [ − 6 , − 2 , − 2 , 2 , − 6]. T h e di s cr eti s ati o n t h at b e st pr e s er v e s t h e n o d e’ s b e h a vi o ur u s e s

τ = 0, r e s ulti n g i n a di s cr eti s e d c o nj u n cti v e n o d e wit h w ei g ht s [ − 6 , − 6 , − 6 , 6 , − 6] a n d i s tr a n sl at e d

i nt o: c ← n o t a 1 , n o t a 2 , n o t a 3 , a 4 , n o t a 5 . Alt h o u g h t hi s i s t h e b e st tr a n sl ati o n, it still alt er s

t h e b e h a vi o ur sli g htl y: r ul e h e a d c c a n n ot b e tr u e w h e n a 4 i s n ot tr u e, b ut it i s p o s si bl e f or t h e

ori gi n al n o d e’ s a cti v ati o n t o b e i nt er pr et e d a s tr u e w h e n x 4 = − 1. T hi s i s b e c a u s e t h e t hr e s h ol di n g

m et h o d o v er e m p h a si s e s t h e s m all er m a g nit u d e w ei g ht s w 2 , w3 , a n d w 4 . I n f a ct, t h e b e h a vi o ur c a n

b e p erf e ctl y d e s cri b e d b y a s et of t hr e e r ul e s:

L =






c ← n o t a 1 , n o t a 3 , a 4 , n o t a 5 .

c ← n o t a 1 , n o t a 2 , n o t a 3 , n o t a 5 .

c ← n o t a 1 , n o t a 2 , a 4 , n o t a 5 .





. ( 7. 1)

B y t h e l o w er- w ei g ht e d t er m s o nl y a p p e ari n g i n s u b s et s of t h e r ul e b o di e s, it r e fl e ct s t h e s m all er

i n fl u e n c e of x 2 , x3 , x4 o n t h e n o d e’ s b e h a vi o ur.

7. 2 E x pl o r a ti o n of S t r o n g e r L o gi c al Bi a s:

S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s N o d e

A s di s c u s s e d, t h e w ei g ht s i n a s e mi- s y m b oli c n o d e e n c o d e a f or m of ‘i m p ort a n c e’, r e fl e cti n g h o w

m u c h e a c h i n p ut c o ntri b ut e s t o t h e n o d e’ s b eli ef. T hi s pr o p ert y all o w s a si n gl e s e mi- s y m b oli c n o d e
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t o r e pr e s e nt m ulti pl e r ul e s wit h t h e s a m e h e a d a s a s oft r ul e, r e s ulti n g i n e nt a n gl e d r e pr e s e nt ati o n s.

R at h er t h a n a d dr e s si n g t hi s e nt a n gl e m e nt t hr o u g h p o st-tr ai ni n g m o di fi c ati o n s, a n alt er n ati v e p er-

s p e cti v e i s t o vi e w it a s a vi ol ati o n of t h e n o d e’ s i nt e n d e d l o gi c al s e m a nti c s. T hi s s e cti o n ar g u e s

t h at t h e r o ot c a u s e of s u c h vi ol ati o n s li e s i n t h e f or m ul ati o n of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e’ s bi a s t er m,

w hi c h d o e s n ot e nf or c e a stri ct bi v al e nt-l o gi c al c o n str ai nt. It t h e n e x pl or e s a n alt er n ati v e a p pr o a c h

t h at m o di fi e s t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s t h e m s el v e s b y i ntr o d u ci n g a mi n v e r si o n of t h e bi a s, d e si g n e d

t o pr o d u c e l e ar n e d r e pr e s e nt ati o n s t h at a d h er e m or e cl o s el y t o bi v al e nt l o gi c a n d t h er ef or e r e q uir e

n o p o st-tr ai ni n g a dj u st m e nt s. H o w e v er, pr eli mi n ar y e x p eri m e nt s r e v e al t h at tr ai ni n g wit h t h e mi n

bi a s i s c o n si d er a bl y m or e di ffi c ult t h a n wit h t h e m a x v er si o n, r e n d eri n g t hi s a p pr o a c h i m pr a cti c al

f or r e al- w orl d a p pli c ati o n s.

7. 2. 1 S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s , a S t ri c t e r L o gi c al C o n s t r ai n t

M a x bi a s a c t s a s a s of t l o gi c al c o n s t r ai n t. C o n si d er a g ai n t h e c o nj u n cti v e n o d e fr o m

E x a m pl e 7. 1. 1 wit h w ei g ht s w = [ 3 , 1 , 1]. T h e r a w o ut p ut of t hi s n o d e f or t h e i n p ut x = [ 1 , − 1 , 1] i s

c o m p ut e d a s:

f w (x ) = 3 · 1 + 1 · (− 1) + 1 · 1 + β

= 3 − 1 + 1 + ( m a x |w | − |w |)

= 3 − 1 + 1 + ( 3 − ( 3 + 1 + 1))

= 1

T h e p o siti v e o ut p ut i n di c at e s t h at t h e n o d e e v al u at e s t o tr u e. H o w e v er, u n d er a stri ct er s e mi-

s y m b oli c c o n str ai nt a d h eri n g t o bi v al e nt l o gi c, t h e n o d e s h o ul d i n st e a d e v al u at e t o f al s e: o n e of t h e

i n p ut s i s f al s e, a n d a bi v al e nt c o nj u n cti o n r et ur n s f al s e w h e n e v er a n y c o nj u n ct i s f al s e. C o n s e q u e ntl y,

t h e c urr e nt s e mi- s y m b oli c n o d e e x hi bit s b e h a vi o ur i n c o n si st e nt wit h bi v al e nt l o gi c. Si n c e t h e l o gi c al

c o n str ai nt i s e nf or c e d t hr o u g h t h e c o m p ut e d bi a s t er m r at h er t h a n t h e l e ar n a bl e w ei g ht s, m o dif yi n g

t h e bi a s f or m ul ati o n o ff er s a p at h w a y t o i m p o s e stri ct er bi v al e nt c o n str ai nt s o n t h e n o d e’ s b e h a vi o ur.

D e ri v a ti o n of a s t ri c t e r l o gi c al c o n s t r ai n t e n c o d e d i n t h e bi a s t e r m. T h e d eri v ati o n

of a stri ct er bi a s f or m ul ati o n f oll o w s a si mil ar a p pr o a c h t o t h at u s e d f or t h e s e mi- s y m b oli c n o d e i n

pi x 2r ul e [ 2 8 ]. C o n si d e r a c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e wit h N i n p ut s, w h er e e a c h x i i s stri ctl y

± 1. T h e d e fi niti o n of a c o nj u n cti o n c o m pri s e s t w o c o n diti o n s: ( 1) if all c o nj u n ct s ar e tr u e, t h e

c o nj u n cti o n i s tr u e; a n d ( 2) if a n y c o nj u n ct i s f al s e, t h e c o nj u n cti o n i s f al s e. T h e s e c o n diti o n s c a n

b e e x pr e s s e d f or t h e s e mi- s y m b oli c n o d e a s f oll o w s:

N

i

|w i | + β = z All c o nj u n ct s ar e tr u e ( 7. 2)

N

i ≠ j

|w i | − |w j | + β = − z C o nj u n ct j i s f al s e ( 7. 3)

w h er e z i s p o siti v e. E q u ati o n (7. 3 ) r e pr e s e nt s t h e c a s e w h er e e x a ctl y o n e c o nj u n ct, i n d e x e d b y j , i s
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f al s e. C o m bi ni n g E q u ati o n s (7. 2 ) a n d ( 7. 3 ) yi el d s:

− 2 β =
N

i

|w i | +
N

i, i ≠ j

|w i | − |w j |

− 2 β = 2
N

i

|w i | − 2 |w j |

β = |w j | −
N

i

|w i |

T hi s r e s ult pr o vi d e s a st arti n g p oi nt f or d et er mi ni n g a n a p pr o pri at e v al u e of β . W h e n m ulti pl e

c o nj u n ct s ar e f al s e, t h e c o nj u n cti o n m u st r e m ai n f al s e, r e q uiri n g t h e o ut p ut t o b e n e g ati v e. L etti n g

β = α −
N
i |w i |, t h e n o d e’ s o ut p ut i s c al c ul at e d a s f oll o w s:

N

i s. t. w i x i > 0

|w i | −
N

j s. t. w j x j < 0

|w j | + β < 0

N

i s. t. w i x i > 0

|w i | −
N

j s. t. w j x j < 0

|w j | + α −
N

i

|w i | < 0

α − 2
j s. t. w j x j < 0

|w j | < 0

α < 2
j s. t. w j x j < 0

|w j | ( 7. 4)

T h e mi ni m al c a s e s ati sf yi n g C o n diti o n ( 2) o c c ur s w h e n e x a ctl y o n e c o nj u n ct i s f al s e. I n t hi s

s c e n ari o, I n e q u alit y ( 7. 4 ) si m pli fi e s t o:

α < 2 |w j | ( 7. 5)

w h er e j i s t h e i n d e x of t h e si n gl e f al s e c o nj u n ct.

A s uit a bl e c h oi c e f or α s ati sf yi n g I n e q u alit y ( 7. 5 ) i s mi n i, w i ≠ 0 |w i |. E v e n if mi ni, w i ≠ 0 |w i | e q u al s

|w j |, t h e i n e q u alit y |w j | < 2 |w j | r e m ai n s s ati s fi e d. W h e n w j = 0, t h e sit u ati o n r e d u c e s t o E q u a-

ti o n ( 7. 2 ); si n c e t h e o ut p ut t a k e s t h e f or m α − 2 j s. t. w j x j < 0 |w j |, it r e m ai n s p o siti v e. S u b stit uti n g

α = mi n i, w i ≠ 0 |w i | i nt o I n e q u alit y (7. 4 ) e n s ur e s t h e i n e q u alit y h ol d s i n g e n e r al: t h e b a s e c a s e of a si n-

gl e f al s e c o nj u n ct h a s b e e n v eri fi e d, a n d a d diti o n al f al s e c o nj u n ct s o nl y i n cr e a s e t h e ri g ht- h a n d si d e,

pr e s er vi n g t h e i n e q u alit y. I n c o n cl u si o n, a c o nj u n cti v e n o d e wit h a stri ct er bi v al e nt l o gi c c o n str ai nt

e m pl o y s t h e f oll o wi n g bi a s:

β mi n = mi n
i, w i ≠ 0

|w i | −
N

i

|w i | ( 7. 6)

U nli k e t h e m a x v er si o n of t h e bi a s, β m a x = m a x i |w i | −
N
i |w i |, w hi c h all o w s i nt er m e di at e

w ei g ht m a g nit u d e s t o e n c o d e v ar yi n g d e gr e e s of i m p ort a n c e, t h e mi n v er si o n di sr e g ar d s t h e s c al e of

i n di vi d u al w ei g ht s. N ot e t h at t h e c h oi c e b et w e e n m a x a n d mi n d o e s n ot a ff e ct t h e l o gi c al s e m a nti c s

w h e n all w ei g ht s ar e stri ctl y ± 6.

A p pl yi n g t h e mi n bi a s t o t h e n o d e wit h w ei g ht s w = [ 3 , 1 , 1] fr o m E x a m pl e 7. 1. 1 pr o d u c e s t h e
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e x p e ct e d b e h a vi o ur:

3 · 1 + 1 · (− 1) + 1 · 1 + β mi n

= 3 − 1 + 1 + ( 1 − ( 3 + 1 + 1))

= − 1 < 0

7. 2. 2 Li mi t a ti o n s of S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s

Alt h o u g h t h e mi n bi a s o ff er s a stri ct er c o n str ai nt m or e cl o s el y ali g n e d wit h bi v al e nt l o gi c, t hi s

a d diti o n al ri gi dit y s u b st a nti all y i n cr e a s e s tr ai ni n g di ffi c ult y. A s y nt h eti c e x p eri m e nt d e m o n str at e s

t hi s c h all e n g e. T h e e x p eri m e nt u s e s a m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n t a s k wit h t hr e e gr o u n d tr ut h A S P

r ul e s: { t 0 :− c . t 1 :− a . t 2 :− a , b .} . T w o n e ur al D N F m o d el s ar e tr ai n e d o n t hi s t a s k: o n e e m pl o yi n g

S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s n o d e s a n d t h e ot h er u si n g t h e ori gi n al s e mi- s y m b oli c n o d e s wit h t h e m a x

bi a s. B ot h m o d el s s h ar e a n i d e nti c al ar c hit e ct ur e c o m pri si n g 9 c o nj u n cti v e n o d e s a n d 3 di sj u n cti v e

n o d e s, a n d e a c h c o n fi g ur ati o n i s tr ai n e d 5 ti m e s wit h di ff er e nt r a n d o m s e e d s.

Fi g ur e s 7. 1 a a n d 7. 1 b pr e s e nt t h e tr ai ni n g a c c ur a c y a n d δ m a g nit u d e f or b ot h m o d el v ari a nt s.

T h e r e s ult s r e v e al t h at m o d el s wit h S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s n o d e s e x hi bit p erf or m a n c e d e gr a d ati o n

a s δ a p pr o a c h e s 1 a n d ulti m at el y f ail t o c o n v er g e t o s ati sf a ct or y s ol uti o n s. I n c o ntr a st, m o d el s wit h

t h e ori gi n al s e mi- s y m b oli c n o d e s ( m a x bi a s) c o n si st e ntl y c o n v er g e t o g o o d s ol uti o n s a cr o s s all r u n s.

D e s pit e t h e t h e or eti c al a p p e al of str o n g er l o gi c al c o n str ai nt s, t h e S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s f or m u-

l ati o n pr o v e s i m pr a cti c al d u e t o t h e s e tr ai ni n g di ffi c ulti e s. D e v el o pi n g a n i m pr o v e d tr ai ni n g r e gi m e

t h at a c c o m m o d at e s t h e mi n bi a s r e m ai n s a n o p e n pr o bl e m f or f ut ur e i n v e sti g ati o n, wit h c a n di d at e s

s u c h a s c o n str ai n e d o pti mi s ati o n a n d gr a di e nt-fr e e l e ar ni n g f urt h er di s c u s s e d i n S e cti o n 8. 2. 1
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( a ) Tr ai ni n g a c c u r a c y a n d m a g ni t u d e of δ of a n e u-
r al D N F m o d el wi t h S e m i - S y m b o l i c - M i n B i a s n o d e s.
T h e p e rf o r m a n c e d e g r a d a ti o n s t a r t s a r o u n d |δ | > 0 .6.
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( b ) Tr ai ni n g a c c u r a c y a n d m a g ni t u d e of δ of a n e u r al
D N F m o d el wi t h o ri gi n al s e mi- s y m b oli c n o d e s ( m a x
bi a s ). T h e m o d el c o n v e r g e s t o a g o o d s ol u ti o n a c r o s s
all r u n s.

Gi v e n t h at m o dif yi n g t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s dir e ctl y t hr o u g h t h e mi n bi a s pr o v e s i m pr a cti c al,

a n alt er n ati v e a p pr o a c h t o a d dr e s s t h e e nt a n gl e m e nt pr o bl e m w arr a nt s c o n si d er ati o n. T h e n e xt

s e cti o n e x pl or e s m o di fi c ati o n s t o t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s, s p e ci fi c all y t ar g eti n g t h e t hr e s h ol di n g

st e p.
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7. 3 Di s e n t a n gl e m e n t

T hi s s e cti o n pr o p o s e s a m et h o d t h at di s e n t a n gl e s t h e w ei g ht s of s e mi- s y m b oli c n o d e s w hil e pr e-

s er vi n g t h e n o d e s’ b e h a vi o ur. T h e a p pr o a c h tr a n sf or m s a r e al- v al u e d c o nj u n cti v e n o d e i nt o m ulti pl e

s m all er di s cr eti s e d n o d e s t h at j oi ntl y r e pr e s e nt t h e s a m e b e h a vi o ur a s t h e ori gi n al n o d e’ s. T h e

f oll o wi n g pr o p o siti o n f or m ali s e s t hi s i d e a:

P r o p o si ti o n 7. 3. 1. Gi v e n a c o nj u n cti v e n o d e c p a r a m et e ri s e d b y w ∈ R s a n d t a ki n g s oft i n p ut s

x ∈ [− 1 , 1] s , s ∈ N > 0 , t h e r e e xi st s a c oll e cti o n of I ∈ N > 0 c o nj u n cti v e n o d e s { c i }
I
i = 1 wit h a s s o ci at e d

( s plit ) w ei g ht s { w̃ i }
I
i = 1 = W , w h e r e e a c h w̃ i i s di s c r eti s e d, i. e. w̃ i ∈ { − 6 , 0 , 6 } s , s u c h t h at u n d e r

di s c r et e i n p ut x̃ ∈ { − 1 , 1 } s t h e di sj u n cti o n of t h ei r bi v al e nt i nt e r p r et ati o n s i s t h e s a m e a s t h at of c .

T h e f oll o wi n g s u b s e cti o n s pr o v e Pr o p o siti o n 7. 3. 1 b y c o n str u cti n g a v ali d s et of s plit w ei g ht s W

f or a c o nj u n cti v e n o d e c , b a s e d o n w h et h er t h e g o al i s t o pr e s er v e n o d e c ’ s p o siti v e ( S e cti o n 7. 3. 1 ) or

n e g ati v e ( S e cti o n 7. 3. 2 ) b e h a vi o ur. If c i s p o siti v el y u s e d i n a di sj u n cti v e n o d e (i. e. t h e c o n n e cti o n

w ei g ht i s p o siti v e), t h e s plit n o d e s s h o ul d j oi ntl y e n c o d e t h e p o siti v e b e h a vi o ur of t h e ori gi n al n o d e.

If c i s n e g ati v el y u s e d i n a di sj u n cti v e n o d e, (i. e. t h e c o n n e cti o n w ei g ht i s n e g ati v e), it m e a n s t h at

t h e n e g at e d b e h a vi o ur of c i s u s e d i n t h e di sj u n cti v e n o d e. T h u s, t h e s plit n o d e s s h o ul d j oi ntl y

e n c o d e t h e n e g ati v e b e h a vi o ur of c a n d t h e si g n of t h e c o n n e cti o n w ei g ht t o t h e di sj u n cti v e n o d e i s

fli p p e d.

U si n g Pr o p o siti o n 7. 3. 1 , t h e f ull di s e nt a n gl e m e nt di s cr eti s ati o n pr o c e s s of a n e ur al D N F- b a s e d

m o d el c a n b e c o n str u ct e d, w hi c h c o n si st s of t h e f oll o wi n g t hr e e st e p s ( Fi g ur e 7. 2 ): ( 1) s plit all

c o nj u n cti v e n o d e s i nt o s m all er di s e nt a n gl e d a n d di s c r eti s e d c o nj u n cti v e n o d e s; ( 2) r e pl a c e t h e ori gi n al

c o nj u n cti v e n o d e wit h t h e s plit c o nj u n cti v e n o d e s b y c o n n e cti n g t h e m t o t h e di sj u n cti v e n o d e wit h

t h e s a m e w ei g ht a s t h e ori gi n al n o d e; a n d ( 3) if t h e m o d el i s n ot a n e ur al D N F- M T m o d el, a p pl y

t h e t hr e s h ol di n g di s cr eti s ati o n m et h o d o n t h e di sj u n cti v e l a y er ( eit h er o n 0 or s w e e pi n g t hr o u g h all

p o s si bl e v al u e s). T h e m et h o d o nl y di s e nt a n gl e s c o nj u n cti v e n o d e s w hil e still a p pl yi n g t hr e s h ol di n g

t o di s cr eti s e t h e di sj u n cti v e l a y er b e c a u s e:

1. S plit c o nj u n cti v e n o d e s c a n b e r e c o n n e ct e d t o t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el wit h o ut r e q uiri n g

a u xili ar y pr e di c at e s, a s t h e r e wiri n g pr e s er v e s l o gi c al e q ui v al e n c e. S p e ci fi c all y, w h e n a c o n-

j u n cti v e n o d e c , c o n n e ct e d t o a di sj u n cti v e n o d e d wit h a p o siti v e w ei g ht, s plit s i nt o c 1 , . . . , ck ,

t h e e q ui v al e n c e ( c 1 ∨ . . . ∨ c k ) → d ≡ (c 1 → d ) ∧ . . . ∧ (c k → d ) g u ar a nt e e s t h at e a c h s plit n o d e

c a n b e i n d e p e n d e ntl y c o n n e ct e d t o d w hil e m ai nt ai ni n g t h e ori gi n al l o gi c al s e m a nti c s.

2. T h e s plitti n g pr o c e s s b a s e d o n Pr o p o siti o n 7. 3. 1 r e q uir e s bi n ar y i n p ut s i n { − 1 , 1 } N . W hil e

c o nj u n cti v e l a y er i n p ut s ar e t y pi c all y bi n ar y, di sj u n cti v e l a y er i n p ut s c a n n ot b e g u ar a nt e e d t o

b e bi n ar y, e v e n wit h a u xili ar y l o s s f u n cti o n s. T h u s, t h e s plitti n g pr o c e s s c a n o nl y b e a p pli e d

t o c o nj u n cti v e n o d e s a n d n ot t o di sj u n cti v e n o d e s.

7. 3. 1 Di s e n t a n gli n g a P o si ti v el y C o n n e c t e d C o nj u n c ti v e N o d e

T hi s s u b s e cti o n pr o vi d e s s o m e i nt uiti o n f or Pr o p o siti o n 7. 3. 1 a n d t h e n gi v e s a pr o of s k et c h. T h e

c o m pl et e pr o of i s gi v e n i n A p p e n di x D .

Gi v e n a si n gl e c o nj u n cti v e n o d e, c , p ar a m et eri s e d b y w ∈ R s wit h a t ot al of s i n p ut s a n d

c o n n e ct e d t o a di sj u n cti v e n o d e wit h a p o siti v e w ei g ht, t h e g o al i s t o fi n d a c oll e cti o n of s plit n o d e s
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( 2) R e m o v e  a n d c o n n e ct s plit n o d e s

( 3) Di s cr eti s e di sj u n cti v e w ei g ht s
vi a t hr e s h ol di n g:

 t o 

.

.

.

Fi g ur e 7. 2: T h e t hr e e st e p s of t h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d. H er e w i s t h e w ei g ht c o n n e cti n g
c o nj u n cti v e n o d e c t o di sj u n cti v e n o d e d .

c ℓ t h at j oi ntl y e n c o d e t h e i nt er pr et e d b e h a vi o ur of c , s u c h t h at f or e a c h c ℓ it s a s s o ci at e d w ei g ht s, w̃ ℓ

ar e di s cr eti s e d, i. e. w̃ ℓ ∈ { − 6 , 0 , 6 } s . T h e s plit w ei g ht s et W = { w̃ 1 , w̃ 2 , . . .} f or c i s t h e c oll e cti o n

of w ei g ht s a s s o ci at e d wit h t h e s plit n o d e s { c 1 , c2 , . . .} .

R e c all t h at t h e r a w o ut p ut of c f or i n p ut x ∈ { − 1 , 1 } s c a n b e writt e n a s:

f w (x ) =
j ∈ J

w j x j + m a x
j ∈ J

|w j | −
j ∈ J

|w j | ( 7. 7)

w h er e t h e r el e v a nt s et of i n di c e s of n o n- z er o w ei g ht s J = { j ∈ { 1 .. s} | w j ≠ 0 } .

F o r a n y i n p ut x f or w hi c h c gi v e s p o siti v e o ut p ut t h er e m u st b e at l e a st o n e s plit n o d e c ℓ wit h

p o siti v e o ut p ut, w hil e t h e o ut p ut of all s plit n o d e s f or a n y ot h er i n p ut m u st b e l e s s t h a n or e q u al

t o z er o. M or e f or m all y:

D e fi ni ti o n 7. 3. 1 ( V ali d S plit Wei g ht S et f or P o siti v el y C o n n e ct e d C o nj u n cti v e N o d e) . A s plit

w ei g ht s et f o r a p o siti v el y c o n n e ct e d c o nj u n cti v e n o d e c , W = { w̃ 1 , w̃ 2 , . . .} a n d w̃ ℓ ∈ { − 6 , 0 , 6 } s , i s

v ali d if it j oi ntl y e n c o d e s t h e i nt e r p r et e d b e h a vi o u r of t h e o ri gi n al c o nj u n cti v e n o d e. It s h o ul d s ati sf y

t h e f oll o wi n g c o n st r ai nt s:

∀ x + ∈ X + .∃ ℓ. f w̃ ℓ
(x + ) > 0 a n d ∀ x − ∈ X − .∀ ℓ. f w̃ ℓ

(x − ) ≤ 0 ( 7. 8)

w h e r e X + = { x ∈ { − 1 , 1 } s |f w (x ) > 0 } i s t h e s et of p o siti v e i n p ut s a n d X − = X \ X + i s t h e s et of

n e g ati v e i n p ut s. O r e q ui v al e ntl y, a s f oll o w s:

∀ x ∈ X + .∃ ℓ





j ∈ J

w̃ ℓ, j x j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ ℓ, j |



 = 6



 ( 7. 9)

∀ x ∈ X − .¬ ∃ ℓ





j ∈ J

w̃ ℓ, j x j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ ℓ, j |



 > − 6



 ( 7. 1 0)

T h e fir st h alf of c o n str ai nt i n E q u ati o n ( 7. 8 ) m e a n s t h at f or e v er y p o siti v e e x a m pl e ( x + ) at l e a st
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o n e r ul e e n c o d e d b y a s plit n o d e i s a cti v at e d, a n d t h e s e c o n d h alf m e a n s t h at f or e v er y n e g ati v e

e x a m pl e ( x − ) n o n e of t h e r ul e s e n c o d e d b y t h e s plit n o d e s ar e a cti v at e d. T h e s e t w o p art s of t h e

c o n str ai nt i n E q u ati o n ( 7. 8 ) ar e e x p a n d e d i nt o E q u ati o n ( 7. 9 ) a n d E q u ati o n ( 7. 1 0 ) r e s p e cti v el y u si n g

t h e pr o p ert y i n Pr o p o siti o n 4. 1. 1 t h at t h e di s cr eti s e d c o nj u n cti v e n o d e o ut p ut c a n o nl y b e e q u al t o

6 or l e s s t h a n or e q u al t o - 6.

P r o p o si ti o n 7. 3. 2. A v ali d s plit w ei g ht s et W f o r a p o siti v el y c o n n e ct e d c o nj u n cti v e n o d e c c a n b e

c o n st r u ct e d b y a s s o ci ati n g e a c h p o siti v e e x a m pl e x i ∈ X + t o a u ni q u e s plit n o d e c i wit h w ei g ht s w̃ i ,

w h e r e:

∀ j ∈ { 1 . . . s} .w̃ i, j = x i, j · ✶ (x i, j = si g n (w j )) · 6 =






6 · x i, j if x i, j = si g n (w j )

0 ot h e r wi s e
( 7. 1 1)

T hi s v ali d s plit w ei g ht s et W c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 2 h a s t h e c ar di n alit y of | X + |.

A n d W c a n b e tr a n sl at e d t o a s et of r ul e s L , i n t h e f or m of:

L = c ←

j ∈ J +
w̃ ℓ

a j ,

j ∈ J −
w̃ ℓ

n o t a j ℓ ∈ 1 ..| X + | ( 7. 1 2)

w h er e J +
w̃ ℓ

= { j ∈ J | w̃ ℓ, j = 6 } , J −
w̃ ℓ

= { j ∈ J | w̃ ℓ, j = − 6 } .

P r o of s k et c h of P r o p o siti o n 7. 3. 2 . T hi s pr o of s k et c h s h o w s t h at W c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 2

s ati s fi e s t h e c o n str ai nt s i n E q u ati o n ( 7. 8 ): t h e p o siti v e c o v er a g e i s str ai g htf or w ar d a n d t h e n e g ati v e

c o v e r a g e i s pr o v e d b y c o ntr a di cti o n.

C a s e 1 : P o siti v e C o v er a g e – All P o siti v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 9 ))

F or a n y p o siti v e e x a m pl e x i ∈ X + , e v er y a cti v e i n d e x c o ntri b ut e s 6 t o b ot h t h e w ei g ht e d s u m a n d

t h e bi a s t er m i n E q u ati o n ( 4. 1 ), s o f w̃ i
(x i ) = 6 a n d E q u ati o n ( 7. 9 ) h ol d s f or all p o siti v e e x a m pl e s.

C a s e 2 : N e g ati v e C o v er a g e – N o N e g ati v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 1 0 ))

S u p p o s e x m ∈ X − i s c o v er e d b y w̃ i a s s o ci at e d wit h x i ∈ X + . T h e n f w̃ i
(x m ) = 6, w hi c h

si m pli fi e s t o j w̃ i, j x m, j = j |w̃ i, j |. S u b stit uti n g E q u ati o n (7. 1 1 ) f or c e s x m t o a gr e e wit h x i o n

e v er y i n d e x w h er e x i, j = si g n( w j ). B e c a u s e x i ≠ x m , t h er e e xi st s a n i n d e x wit h x m, j = si g n( w j )

a n d x i, j ≠ si g n( w j ). D e c o m p o si n g f w (x m ) a n d f w (x i ) b y si g n a gr e e m e nt wit h w t h e n yi el d s

f w (x m ) > f w (x i ) > 0, c o ntr a di cti n g x m ∈ X − . H e n c e n o n e g ati v e e x a m pl e i s c o v er e d.

A c o m pl et e pr o of, i n cl u di n g t h e s et- d e c o m p o siti o n a n d i n e q u alit y st e p s, i s gi v e n i n A p p e n di x D .

■

7. 3. 2 Di s e n t a n gli n g a N e g a ti v el y C o n n e c t e d C o nj u n c ti v e N o d e

T hi s s u b s e cti o n mirr or s t h e str u ct ur e of S e cti o n 7. 3. 1 , pr o vi di n g i nt uiti o n f or Pr o p o siti o n 7. 3. 3

f oll o w e d b y a pr o of s k et c h. T h e c o m pl et e pr o of i s i n A p p e n di x D .

W h e n t h e c o nj u n cti v e n o d e i s c o n n e ct e d t o t h e di sj u n cti v e n o d e wit h a n e g ati v e w ei g ht, t h e

di sj u n cti v e n o d e will fir e o nl y w h e n t h e c o nj u n cti o n i s n ot tr u e. Gi v e n a si n gl e c o nj u n cti v e n o d e,

c , p ar a m et eri s e d b y w ∈ R s wit h a t ot al of s i n p ut s a n d c o n n e ct e d t o a di sj u n cti v e n o d e wit h a

n e g ati v e w ei g ht, t h e g o al i s t o fi n d a c oll e cti o n of di s cr eti s e d s plit n o d e s c ℓ t h at j oi ntl y e n c o d e t h e

n e g at e d i nt er pr et e d b e h a vi o ur of c . T h at i s, fi n d a n y i n p ut x f or w hi c h c gi v e s n o n- p o siti v e o ut p ut
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(t h e c o nj u n cti o n i s n ot s ati s fi e d) a n d e n s ur e t h at at l e a st o n e s plit n o d e c ℓ pr o p a g at e s a p o siti v e

si g n al t o t h e di sj u n cti v e n o d e s o t h at t hi s di sj u n cti o n c a n fir e, w hil e t h e o ut p ut of all s plit n o d e s f or

a n y p o siti v e i n p ut m u st b e l e s s t h a n or e q u al t o z er o. A g ai n, t h e s plit w ei g ht s et W = { w̃ 1 , w̃ 2 , . . .}

f or c i s t h e c oll e cti o n of di s cr eti s e d w ei g ht s a s s o ci at e d wit h t h e s plit n o d e s { c 1 , c2 , . . .} , i. e. f or e a c h

c ℓ it s a s s o ci at e d w ei g ht s w̃ ℓ ∈ { − 6 , 0 , 6 } s .

D e fi ni ti o n 7. 3. 2 ( V ali d S plit Wei g ht S et f or N e g ati v el y C o n n e ct e d C o nj u n cti v e N o d e) . A s plit

w ei g ht s et f o r a n e g ati v el y c o n n e ct e d c o nj u n cti v e n o d e c , W = { w̃ 1 , w̃ 2 , . . .} a n d w̃ ℓ ∈ { − 6 , 0 , 6 } s ,

i s v ali d if it j oi ntl y e n c o d e s t h e n e g at e d i nt e r p r et e d b e h a vi o u r of t h e o ri gi n al c o nj u n cti v e n o d e. It

s h o ul d s ati sf y t h e f oll o wi n g c o n st r ai nt s:

∀ x − ∈ X − .∃ ℓ. f w̃ ℓ
(x − ) > 0 a n d ∀ x + ∈ X + .∀ ℓ. f w̃ ℓ

(x + ) ≤ 0 ( 7. 1 3)

w h e r e X + = { x ∈ { − 1 , 1 } s |f w (x ) > 0 } i s t h e s et of p o siti v e i n p ut s a n d X − = X \ X + i s t h e s et of

n e g ati v e i n p ut s. O r e q ui v al e ntl y, a s f oll o w s:

∀ x ∈ X − .∃ ℓ





j ∈ J

w̃ ℓ, j x j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ ℓ, j |



 = 6



 ( 7. 1 4)

∀ x ∈ X + .¬ ∃ ℓ





j ∈ J

w̃ ℓ, j x j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ ℓ, j |



 > − 6



 ( 7. 1 5)

T h e t w o p art s of t h e c o n str ai nt i n E q u ati o n ( 7. 1 3 ) ar e e x p a n d e d i nt o E q u ati o n ( 7. 1 4 ) a n d E q u a-

ti o n ( 7. 1 5 ) r e s p e cti v el y u si n g t h e pr o p ert y i n Pr o p o siti o n 4. 1. 1 t h at t h e di s cr eti s e d c o nj u n cti v e n o d e

o ut p ut c a n o nl y e q u al 6 or b e l e s s t h a n or e q u al t o - 6.

N ot e t h at t h e c o n diti o n s ar e r e v er s e d c o m p ar e d t o t h e p o siti v e c a s e i n S e cti o n 7. 3. 1 . If a n i n p ut

r e s ult s i n a l e s s- or- e q u al-t o- 0 o ut p ut f or c o nj u n cti v e n o d e wit h w , t h e c o n n e ct e d di sj u n cti v e n o d e

will fir e, a n d a s plit n o d e t h at fir e s u n d er t hi s i n p ut i s n e e d e d t o c o n n e ct it t o t h e s a m e di sj u n cti v e

n o d e b ut p o siti v el y ( E q u ati o n ( 7. 1 4 )). Si mil arl y, n o s plit n o d e s s h o ul d c o v er a n y of t h e p o siti v e

e x a m pl e s s o t h at t h e di sj u n cti v e n o d e will n ot fir e ( E q u ati o n ( 7. 1 5 )).

P r o p o si ti o n 7. 3. 3. A v ali d s plit w ei g ht s et W f o r a n e g ati v el y c o n n e ct e d c o nj u n cti v e n o d e c c a n

b e c o n st r u ct e d b y a s s o ci ati n g e a c h n e g ati v e e x a m pl e x i ∈ X − t o a u ni q u e s plit n o d e c i wit h w ei g ht s

w̃ i , w h e r e:

∀ j ∈ { 1 . . . s} .w̃ i, j = x i, j · ✶ (x i, j ≠ si g n (w j )) · 6 =






6 · x i, j if x i, j ≠ si g n (w j )

0 ot h e r wi s e
( 7. 1 6)

T hi s v ali d s plit w ei g ht s et W c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 3 h a s t h e c ar di n alit y of | X − |.

A n d W c a n b e tr a n sl at e d t o a s et of r ul e s L , i n t h e f or m of:

L = c ←

j ∈ J +
w̃ ℓ

a j ,

j ∈ J −
w̃ ℓ

n o t a j ℓ ∈ 1 ..| X − | ( 7. 1 7)

w h er e J +
w̃ ℓ

= { j ∈ J | w̃ ℓ, j = 6 } , J −
w̃ ℓ

= { j ∈ J | w̃ ℓ, j = − 6 } .
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P r o of s k et c h of P r o p o siti o n 7. 3. 3 . T hi s pr o of s h o w s t h at W c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 3

s ati s fi e s t h e c o n str ai nt s i n E q u ati o n ( 7. 1 3 ): t h e n e g ati v e c o v er a g e i s str ai g htf or w ar d a n d t h e p o siti v e

c o v e r a g e i s pr o v e d b y c o ntr a di cti o n.

C a s e 1 : N e g ati v e C o v er a g e – All N e g ati v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 1 4 ))

F or a n y n e g ati v e e x a m pl e x i ∈ X − , e v er y a cti v e i n d e x c o ntri b ut e s 6 t o b ot h t h e w ei g ht e d s u m

a n d t h e bi a s t er m i n E q u ati o n ( 4. 1 ), s o f w̃ i (x i ) = 6 a n d E q u ati o n ( 7. 1 4 ) h ol d s f or all n e g ati v e

e x a m pl e s.

C a s e 2 : P o siti v e C o v er a g e – N o P o siti v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 1 5 ))

S u p p o s e x m ∈ X + i s c o v er e d b y w̃ i a s s o ci at e d wit h x i ∈ X − . T h e s a m e c o v er a g e i d e ntit y

j w̃ i, j x m, j = j |w̃ i, j | a p pli e s; wit h E q u ati o n ( 7. 1 6 ) t hi s f or c e s x m t o a gr e e wit h x i o n e v er y

i n d e x w h er e x i, j ≠ si g n( w j ). B e c a u s e x i ≠ x m , t h er e e xi st s a n i n d e x wit h x m, j ≠ si g n( w j ) a n d

x i, j = si g n( w j ). Si g n- b a s e d d e c o m p o siti o n of f w (x m ) a n d f w (x i ) t h e n yi el d s f w (x m ) < f w (x i ) ≤ 0,

c o ntr a di cti n g x m ∈ X + . H e n c e n o p o siti v e e x a m pl e i s c o v er e d.

A c o m pl et e pr o of, i n cl u di n g t h e s et- d e c o m p o siti o n a n d i n e q u alit y st e p s, i s gi v e n i n A p p e n di x D .

■

7. 3. 3 O p ti mi s a ti o n

T o r e d u c e t h e si z e of t h e s plit w ei g ht s et, r e d u n d a nt w ei g ht v e ct or s c a n b e i d e nti fi e d a n d r e m o v e d.

A w ei g ht v e ct or i n t h e s plit w ei g ht s et i s r e d u n d a nt if it s c orr e s p o n di n g r ul e i s l o gi c all y s u b s u m e d b y

t h e r ul e of a n ot h er w ei g ht i n t h e s a m e s plit w ei g ht s et. A s u b s u m pti o n r el ati o n b et w e e n t w o w ei g ht

v e ct or s i n t h e s plit w ei g ht s et c a n b e d e fi n e d a s:

D e fi ni ti o n 7. 3. 3. A c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e’ s s plit w ei g ht w̃ m s u b s u m e s a n ot h e r s plit

w ei g ht w̃ n if all n o n- z e r o w ei g ht s i n w̃ m m at c h t h o s e c o r r e s p o n di n g w ei g ht s i n w̃ n a n d t h e r e a r e

f e w e r n o n- z e r o w ei g ht s i n w̃ m t h a n i n w̃ n :

(∀ j ∈ J .w̃ m, j ∈ { 0 , w̃ n, j } ) ∧ ( 0 < | {j ∈ J : ˜w m, j ≠ 0 }| < | {j ∈ J : ˜w n, j ≠ 0 }| )

P r o p o siti o n 7. 3. 4 all o w s t h e r e d u cti o n of W t o a s m all er y et e q u all y v ali d s plit w ei g ht s et W ∗

w h er e n o p air of w ei g ht v e ct or s i s s u b s u m e d b y t h e ot h er.

P r o p o si ti o n 7. 3. 4. If a s plit w ei g ht w̃ n , a s s o ci at e d t o x n ∈ X + w h e n t h e o ri gi n al c o nj u n cti v e n o d e

i s p o siti v el y u s e d o r x n ∈ X − w h e n t h e o ri gi n al c o nj u n cti v e n o d e i s n e g ati v el y u s e d, i s s u b s u m e d b y

a n ot h e r s plit w ei g ht w̃ m , t h e n w̃ m m u st al s o c o v e r x n . T h at i s, f w̃ m
(x n ) = 6 .

P r o of of P r o p o siti o n 7. 3. 4 . W h e n t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e i s p o siti v el y u s e d a n d w̃ n i s a s s o ci-
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at e d t o x n ∈ X + , t h e f oll o wi n g h ol d s:

f w̃ m
(x n ) =

j ∈ J

w̃ m, j x n, j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ m, j |





= 6
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) ˜w n, j x n, j

+



 6 −
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) |w̃ n, j |



 b y D ef. ( 7. 3. 3 )

= 6
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) ✶ (x n, j = si g n( w j ))

+



 6 − 6
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) ✶ (x n, j = si g n( w j ))



 b y E q. ( 7. 1 1 )

= 6

T h u s, w̃ m c o v e r s x n .

W h e n t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e i s n e g ati v el y u s e d a n d w̃ n i s a s s o ci at e d t o x n ∈ X − , t h e

f oll o wi n g h ol d s:

f w̃ m
(x n ) =

j ∈ J

w̃ m, j x n, j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ m, j |





= 6
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) ˜w n, j x n, j

+



 6 −
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) |w̃ n, j |



 b y D ef. ( 7. 3. 3 )

= 6
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) ✶ (x n, j ≠ si g n( w j )) +

+



 6 − 6
j ∈ J

✶ ( ˜w m, j = w̃ n, j ) ✶ (x n, j ≠ si g n( w j ))



 b y E q. ( 7. 1 6 )

= 6

T h u s, w̃ m c o v e r s x n . ■

W hil e s o m e w ei g ht s ar e n ot e s s e nti al f or e x a m pl e c o v er a g e, t h e n ai v e c o m p ut ati o n of t h e mi ni m al

s plit w ei g ht s et W ∗ b y c o m p uti n g all p o s si bl e s plit w ei g ht s a n d s el e cti n g t h e m o st g e n er al o n e s i s

n ot e ffi ci e nt. T o o pti mi s e t h e c o m p ut ati o n, t h e pr o p erti e s of t h e c o nj u n cti v e n o d e’ s o ut p ut ar e fir st

a n al y s e d.

R e m a r k 7. 3. 1. Gi v e n a s a m pl e x ( k ) ∈ { − 1 , 1 } s , r e c all t h e si g n- m at c hi n g a n d si g n- mi s m at c hi n g
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s et s d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 9 ) a n d E q u ati o n ( 4. 1 0 ) r e s p e cti v el y:

J +
w ⊙ x ( k ) = j ∈ J w j x

( k )
j > 0

J −
w ⊙ x ( k ) = j ∈ J w j x

( k )
j < 0

J +
w ⊙ x ( k ) ∪ J −

w ⊙ x ( k ) = J

E q u ati o n ( 7. 7 ) c a n b e r e w ritt e n a s:

f w x ( k ) = m a x
j ∈ J

|w j | − 2

j ∈ J −

w ⊙ x ( k )

|w j |

Gi v e n x ( k ) , t h e bi v al e nt i nt e r p r et ati o n of t hi s n o d e b ( k ) = ⊤ w h e n f w (x ( k ) ) > 0 . I n t h e c o nt e xt

of s plitti n g a p o siti v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e, t h e f oll o wi n g p r o p e rt y i s r el e v a nt:

f w x ( k ) > 0 ⇐ ⇒ m a x
j ∈ J

|w j | > 2

j ∈ J −

w ⊙ x ( k )

|w j | ( 7. 1 8)

T h e bi v al e nt i nt e r p r et ati o n of t hi s n o d e b ( k ) = ⊥ w h e n f w (x ( k ) ) ≤ 0 . I n t h e c o nt e xt of s plitti n g

a n e g ati v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e, t h e f oll o wi n g p r o p e rt y i s r el e v a nt:

f w x ( k ) ≤ 0 ⇐ ⇒ m a x
j ∈ J

|w j | ≤ 2

j ∈ J −

w ⊙ x ( k )

|w j | ( 7. 1 9)

O p ti mi s a ti o n o n S pli t ti n g P o si ti v el y- u s e d C o nj u n c ti v e N o d e

C o n si d er t h e c a s e w h er e t h e c o nj u n cti v e n o d e i s p o siti v el y u s e d. R e c all t h e tr a n sl at e d r ul e s et L

t h at c o v er s t h e s oft- v al u e d tr ut h t a bl e of t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e, i n d e x e d b y ℓ , d e fi n e d i n

E q u ati o n ( 7. 1 2 ). A n d r e c all t h e s plit s et s of t h e r el e v a nt s et J i n D e fi niti o n 4. 1. 4 , J + = { j ∈

J | w j > 0 } a n d J − = { j ∈ J | w j < 0 } t h at s e p ar at e t h e p o siti v e a n d n e g ati v e w ei g ht s. F oll o wi n g

t h e s plitti n g m et h o d d e s cri b e d i n S e cti o n 7. 3. 1 , at l e a st o n e of t h e r ul e s i n L will b e tri g g er e d f or a

p o siti v e e x a m pl e x ( n ) , i. e. t h er e e xi st s ℓ s u c h t h at f w̃ ℓ
(x ( n ) ) > 0 a n d R ul e ℓ i s tri g g er e d b y x ( n ) .

T h e i nt uiti o n i s t h at a w ei g ht wit h a ‘l ar g e’ a b s ol ut e v al u e i n di c at e s a h e a v y c o ntri b uti o n fr o m

t h e i n p ut t o t h e o ut p ut bi v al e nt i nt er pr et ati o n, a n d if t h e i n p ut a n d t hi s w ei g ht h a v e o p p o sit e si g n s,

t h e c o ntri b uti o n i s n e g ati v e a n d m a k e s t h e o ut p ut bi v al e nt i nt e r pr et ati o n f al s e. T h er ef or e, e v er y

‘l ar g e’ p o siti v e w ei g ht s h o ul d b e pr e s e nt i n all r ul e s’ p o siti v e s et s of b o d y at o m s, i. e. J +
w̃ ℓ

fr o m

E q u ati o n ( 7. 1 2 ) f or a n y ℓ . M at h e m ati c all y, u si n g R e m ar k 7. 3. 1 , f or a n y j ∈ J s u c h t h at w j ≥

1 / 2 m a x j ∈ J |w j | ( b ei n g ‘l ar g e’ a n d p o siti v e), j s h o ul d n ot b e i n a n y si g n- mi s m at c hi n g s et J −
w̃ ℓ ⊙ x ( n )

f or a n y p o siti v e e x a m pl e x ( n ) a n d ℓ , s o t h at t h e pr o p ert y i n E q u ati o n (7. 1 8 ) h ol d s. T h u s, j m u st b e

i n t h e si g n- m at c hi n g s et J +
w̃ ℓ ⊙ x ( n ) f or a n y ℓ a n d x ( n ) . B e c a u s e t h e s plit w ei g ht s et W i s c o n str u ct e d

b y a s s o ci ati n g e a c h p o siti v e e x a m pl e x ( n ) t o a s plit n o d e wit h w ei g ht s w̃ ℓ u n d er t h e si g n- m at c hi n g

r ul e i n E q u ati o n ( 7. 1 1 ), ˜w ℓ, j will b e p o siti v e a n d t h u s t h e j -t h at o m will b e pr e s e nt a n d p o siti v e i n all

r ul e s’ p o siti v e s et s of b o d y at o m s. T h at i s, ∀ j ∀ ℓ. w j ≥ 1 / 2 m a x j ∈ J |w j | = ⇒ j ∈ J +
w̃ ℓ

. Si mil arl y,

f or a ‘l ar g e’ n e g ati v e w ei g ht w j ≤ − 1 / 2 m a x j ∈ J |w j |, j ∈ J −
w̃ ℓ

f or all ℓ . T hi s pr o p ert y c a n b e

f or m ali s e d a s:
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R e m a r k 7. 3. 2. T h e f oll o wi n g s et s of i n di c e s a r e d e fi n e d b a s e d o n t h e a b s ol ut e v al u e s of t h e w ei g ht s:

¯J = j ∈ J |w j | <
1

2
m a x
j ′ ∈ J

|w j ′ |

¯J + = ¯J ∩ J + s m all b ut p o siti v e w ei g ht s

¯J − = ¯J ∩ J − s m all b ut n e g ati v e w ei g ht s

If t h e c o nj u n cti v e n o d e i s p o siti v el y u s e d, t h e i n di c e s w h e r e t h e w ei g ht s’ a b s ol ut e v al u e s a r e g r e at e r

t h a n h alf of t h e m a xi m u m a b s ol ut e w ei g ht s h o ul d b e i n cl u d e d i n all s plit w ei g ht v e ct o r s’ r el e v a nt s et s

a n d t h u s p r e s e nt i n all s plit r ul e s’ b o d y at o m s:

∀ ℓ. j. j ∈ (J + \ ¯J + ) =⇒ j ∈ J +
w̃ ℓ

∀ ℓ. j. j ∈ (J − \ ¯J − ) =⇒ j ∈ J −
w̃ ℓ

Fi g ur e 7. 3: S plit el e m e nt s i n t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s w ei g ht s w i nt o t w o s et s, b a s e d o n t h e
a b s ol ut e v al u e s of t h e el e m e nt s. T h e ori gi n al si g n of t h e w ei g ht s i s pr e s er v e d i n t h e fi g ur e, w h e r e
t h e p ur pl e w ei g ht s ar e p o siti v e a n d t h e y ell o w w ei g ht s ar e n e g ati v e. T h e s et o n t h e l eft i s t h e s m all-
m a g nit u d e w ei g ht s w h er e |w j | < m a x |w |/ 2, a n d t h e s et o n t h e ri g ht i s t h e l ar g e- m a g nit u d e w ei g ht s
w h er e |w j | ≥ m a x |w |/ 2. ¯J + i s t h e s et of i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e p ur pl e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e
l eft, a n d ¯J − i s t h e s et of i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e y ell o w w ei g ht s i n t h e s et o n t h e l eft. J + \ ¯J +

i s t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e p o siti v e ( p ur pl e), a n d J − \ ¯J −

i s t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e n e g ati v e ( y ell o w). All t h e w ei g ht s
i n t h e s et o n t h e ri g ht s h o ul d b e pr e s e nt i n all t h e s plit w ei g ht v e ct or s i n t h e s plit w ei g ht s et W .

U si n g t h e pr o p erti e s a b o v e, a t hr e e- st e p o pti mi s ati o n pr o c e s s i s i ntr o d u c e d t o c o m p ut e t h e o p-

ti m al s plit w ei g ht s et W ∗ f or a p o siti v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e:

1. C o m p u t e t h e s e t of c a n di d a t e i n di c e s of all s m all- m a g ni t u d e w ei g h t s i n t h e o ri gi n al

n o d e t h a t mi g h t n o t b e e s s e n ti al t o c o v e r a n y p o si ti v e e x a m pl e s. T hi s st e p i s t h e

e x e c uti o n of R e m ar k 7. 3. 1 a n d 7. 3. 2 . Wei g ht s wit h l ar g e a b s ol ut e v al u e s c o ntri b ut e m or e t o

t h e o ut p ut bi v al e nt i nt er pr et ati o n, a n d t h u s e v er y l ar g e p o siti v e w ei g ht s h o ul d b e i n all r ul e s’

p o siti v e s et s of at o m s J +
w̃ ℓ

a n d e v er y n e g ati v e w ei g ht wit h a l ar g e a b s ol ut e v al u e s h o ul d b e i n

all r ul e s’ n e g ati v e s et s of at o m s J −
w̃ ℓ

. A w ei g ht w j i s c o n si d er e d a s h a vi n g a l ar g e m a g nit u d e if

|w j | ≥ m a x |w |/ 2, m e a ni n g ¯J = { j ∈ J | | w j | < m a x |w |/ 2 } c o nt ai n s all t h e s m all- m a g nit u d e

w ei g ht s t h at mi g ht n ot b e e s s e nti al t o c o v e r a n y p o siti v e e x a m pl e s.
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2. I d e n tif y o p ti m al c o m bi n a ti o n s of c a n di d a t e i n di c e s t h a t c a n b e e x cl u d e d. A n

e x cl u si o n s et E ℓ of a w ei g ht v e ct or w̃ ℓ i s d e fi n e d a s t h e s et of i n di c e s of t h e n o n- z er o el e m e nt s

i n t h e ori gi n al w w hi c h w er e e x cl u d e d b y t h e di s e nt a n gl e m e nt pr o c e s s w h e n c o n str u cti n g w̃ ℓ ,

t h at i s, { j ∈ J | w̃ ℓ, j = 0 ∧ w j ≠ 0 } . B y R e m a r k 7. 3. 1 , t h e d e fi niti o n c a n b e r ef or m ul at e d:

a s et E i s a n e x cl u si o n s et if a n d o nl y if j ∈ E |w j | < m a x |w |/ 2. Si n c e m a x |w |/ 2 i s al s o

t h e t hr e s h ol d v al u e u s e d t o d e fi n e ¯J , a n e x cl u si o n s et E m u st b e a s u b s et of ¯J , alt h o u g h a

s u b s et of ¯J i s n ot n e c e s s aril y a n e x cl u si o n s et. If w̃ ℓ s u b s u m e s w̃ ℓ ′ , e v er y z er o el e m e nt i n

w̃ ℓ ′ m u st al s o b e z er o i n w̃ ℓ , a n d w̃ ℓ m u st h a v e m or e z er o el e m e nt s t h a n w̃ ℓ ′ , t h u s E ℓ ⊃ E ℓ ′ .

T h e ori gi n al o pti mi s ati o n pr o bl e m o v er fi n di n g W ∗ c a n t h er ef or e b e tr a n sf or m e d t o fi n di n g

E ∗ = { E ∗
1 , . . . , E ∗

ℓ , . . . , E ∗
L } w h er e n o p air s of el e m e nt s ar e s u b s et s of e a c h ot h er. T o fi n d E ∗ ,

a s e ar c h c a n b e p erf or m e d b y c o n si d eri n g p o s si bl e c a n di d at e ˆJ ⊂ ¯J a n d v erif yi n g it i s a n

e x cl u si o n s et u si n g j ∈ ˆJ |w j | < m a x |w |/ 2. F ull d et ail s of t hi s s e ar c h ar e i n Al g orit h m 5 .

3. C o n v e r t e x cl u si o n s e t s t o w ei g h t v e c t o r s. F or e a c h e x cl u si o n s et E ∗
ℓ ∈ E ∗ , a n e w

w ei g ht v e ct or w̃ ℓ ∈ { − 6 , 0 , 6 } s i s cr e at e d w h er e it s j -t h el e m e nt i s:

w̃ ℓ, j =






6 · si g n( w j ) if j ∈ J \ E ℓ

0 ot h er wi s e

T h u s, W ∗ = { w̃ 1 , . . . , w̃ L } , L ≤ | X + | i s c o m p ut e d f or a p o siti v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e, w h er e

n o p air of w ei g ht v e ct or s i s s u b s u m e d b y t h e ot h er. B el o w i s a n e x a m pl e of h o w t h e o pti mi s ati o n

pr o c e s s w or k s:

E x a m pl e 7. 3. 1: Fi n di n g s pli t w ei g h t s e t f o r a p o si ti v el y u s e d c o nj u n c ti v e n o d e

R e c all t h e c o nj u n cti v e n o d e i n E x a m pl e 4. 1. 1 wit h w ei g ht s w = [ − 6 , − 2 , − 2 , 2 , − 6], a n d

a s s u m e t h at t h e ori gi n al n o d e i s p o siti v el y c o n n e ct e d t o a di sj u n cti v e n o d e. T h e s m all-

m a g nit u d e w ei g ht s et ¯J i s c o m p ut e d a s ( u si n g o n e-i n d e xi n g):

1

2
m a x |w | = 3

¯J = { j ∈ J | | w j | <
1

2
m a x |w | } = { 2 , 3 , 4 }

A n d { 1 , 5 } ar e t h e i n di c e s of t h e l ar g e- m a g nit u d e w ei g ht s t h at s h o ul d b e i n cl u d e d i n all r ul e s’

b o d y at o m s. I n p arti c ul ar, f or all ℓ , { 1 , 5 } ⊆ J −
w̃ ℓ

.

T h er e ar e t hr e e o pti m al e x cl u si o n s et s, w h er e e a c h e x cl u si o n s et i s a stri ct s u b s et of ¯J :

E ∗
1 = { 2 }

j ∈ E ∗
1

|w j | = 2 < 3

E ∗
2 = { 3 }

j ∈ E ∗
2

|w j | = 2 < 3

E ∗
3 = { 4 }

j ∈ E ∗
3

|w j | = 2 < 3
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T h e c orr e s p o n di n g s plit w ei g ht v e ct or s ar e c o m p ut e d a s:

J \ E ∗
1 = { 1 , 3 , 4 , 5 } w̃ 1 = [ − 6 , 0 , − 6 , 6 , − 6]

J \ E ∗
2 = { 1 , 2 , 4 , 5 } w̃ 2 = [ − 6 , − 6 , 0 , 6 , − 6]

J \ E ∗
3 = { 1 , 2 , 3 , 5 } w̃ 3 = [ − 6 , − 6 , − 6 , 0 , − 6]

A n d t h e tr a n sl at e d r ul e s ar e:

L W ∗ =






c ← n o t a 1 , n o t a 3 , a 4 , n o t a 5 .

c ← n o t a 1 , n o t a 2 , a 4 , n o t a 5 .

c ← n o t a 1 , n o t a 2 , n o t a 3 , n o t a 5 .





.

T hi s r ul e s et m at c h e s t h e r ul e s et L i n E q u ati o n (7. 1 ) (i n a di ff er e nt or d er of t h e r ul e s b ut

t h e s a m e r ul e s). B ot h r ul e s et s p erf e ctl y d e s cri b e t h e n o d e’ s b e h a vi o ur.
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Al g o ri t h m 5 T h e f ull al g orit h m o n s plitti n g a p o siti v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e wit h o pti mi s ati o n

I n p u t: Wei g ht w of a c o nj u n cti v e n o d e p o siti v el y c o n n e ct e d t o a di sj u n cti v e n o d e
O u t p u t: Li st of v ali d s plit w ei g ht s

1: C o m p ut e J ← { j ∈ { 1 .. s}| w j ≠ 0 }
2: C o m p ut e ¯J ← { j ∈ J | | w j | < m a x |w |/ 2 } ▷ S e e R e m ar k 7. 3. 2
3: if ¯J = ∅ t h e n
4: r e t u r n [ si g n(w ) · 6]

5: / * U s e b r e a d t h - f i r s t s e a r c h t o e x p l o r e s u b s e t s o f ¯J t h a t a r e v a l i d e x c l u s i o n
c a n d i d a t e s E w h i l e m a x i m i s i n g i t s c a r d i n a l i t y , w h e r e : j ∈ E |w j | < m a x |w |/ 2 * /

6: v ali d s plit s ← { } , q u e u e ← e m pt y Or d er e d Di ct
7: / * A d d a l l j ∈ ¯J a s a s e t { j } t o q u e u e w i t h p a r e n t = N o n e * /
8: f o r j ∈ ¯J d o
9: q u e u e. a d d( { j } , p ar e nt = N o n e)

1 0: w hil e q u e u e i s n ot e m pt y d o
1 1: G et t h e h e a d it e m ( r e m o v al i n di c e s, p a r e nt) fr o m q u e u e
1 2: n e w h al f m a x ← m a x |w |/ 2 − |w [r e m o v al i n di c e s]|
1 3: J n e w ← { j ∈ J | j /∈ r e m o v al i n di c e s a n d |w j | < n e w h al f m a x }
1 4: if n e w h al f m a x ≤ 0 o r J n e w = ∅ t h e n
1 5: / * T h e c u r r e n t r e m o v al i n di c e s i s n o t a v a l i d e x c l u s i o n s e t o r t h e r e a r e n o

m o r e e l e m e n t s i n ˆJ t h a t c a n b e a d d e d t o t h e e x c l u s i o n s e t * /
1 6: if n e w h al f m a x > 0 t h e n
1 7: v ali d s plit s. a d d( r e m o v al i n di c e s)
1 8: el s e if p a r e nt i s n ot N o n e t h e n
1 9: v ali d s plit s. a d d( p a r e nt )

2 0: c o n ti n u e
2 1: / * K e e p e x p l o r i n g b i g g e r e x c l u s i o n s e t s * /
2 2: J n e w ← J n e w − r e m o v al i n di c e s
2 3: if J n e w i s e m pt y t h e n
2 4: v ali d s plit s. a d d( r e m o v al i n di c e s)
2 5: c o n ti n u e
2 6: f o r j ∈ J n e w d o
2 7: n e w r e m o v al ← s ort( r e m o v al i n di c e s ∪ { j } )
2 8: if n e w r e m o v al /∈ q u e u e t h e n
2 9: q u e u e. a d d( n e w r e m o v al, p ar e nt = r e m o v al i n di c e s)

3 0: s plit t e n s o r s ← []
3 1: f o r e a c h v ali d e x cl u si o n s et E d o
3 2: Cr e at e n e w t e n s or w̃ w h e r e:
3 3: - j ∈ E : ˜w j = 0
3 4: - j ∈ J \ E : ˜w j = 6 · si g n( w j )
3 5: A d d w̃ t o s plit t e n s o r s

3 6: r e t u r n s plit t e n s o r s
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O p ti mi s a ti o n o n S pli t ti n g N e g a ti v el y- u s e d C o nj u n c ti v e N o d e

C o n si d er t h e c a s e w h er e t h e c o nj u n cti v e n o d e i s n e g ati v el y u s e d. F oll o wi n g t h e s plitti n g m et h o d

d e s cri b e d i n S e cti o n 7. 3. 2 , at l e a st o n e of t h e r ul e s i n L will b e tri g g er e d f or a n y n e g ati v e e x a m pl e

x ( m ) ∈ X − , i. e. t h er e e xi st s ℓ s u c h t h at f w̃ ℓ
(x ( m ) ) > 0 e v e n t h o u g h t h e ori gi n al n o d e pr o d u c e s

f w (x ( m ) ) ≤ 0, a n d R ul e ℓ i s tri g g er e d b y x ( m ) .

T h e i nt uiti o n i s t h at a w ei g ht wit h a ‘l ar g e’ a b s ol ut e v al u e i n di c at e s a h e a v y c o ntri b uti o n fr o m

t h e i n p ut t o t h e o ut p ut bi v al e nt i nt er pr et ati o n, a n d if t h e i n p ut a n d t hi s w ei g ht h a v e o p p o sit e

si g n s, t hi s si n gl e c o ntri b uti o n al o n e i s s u ffi ci e nt t o m a k e t h e o ut p ut bi v al e nt i nt er pr et ati o n f al s e.

T h er ef or e, a n y ‘l ar g e’ w ei g ht c a n b e t h e o nl y el e m e nt t o a p p e ar i n t h e s plit w ei g ht v e ct or’ s r el e v a nt

s et b ut n e g at e d, a n d t h e s plit r ul e’ s b o d y c o nt ai n s o nl y t h e si n gl e n e g at e d at o m c orr e s p o n di n g t o

t h at w ei g ht. M at h e m ati c all y, u si n g R e m ar k 7. 3. 1 , f or a n y j ∈ J s u c h t h at |w j | ≥ 1 / 2 m a x j ∈ J |w j |

( b ei n g ‘l ar g e’), if t h e si g n of x
( m )
j d o e s n ot m at c h t h e si g n of w j , t h e n x

( m )
j · w j al o n e e x c e e d s t h e

t hr e s h ol d i n E q u ati o n ( 7. 1 9 ), c a u si n g t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s o ut p ut t o b e n o n- p o siti v e.

C o n s e q u e ntl y, f or s u c h a l ar g e p o siti v e w ei g ht w j ≥ 1 / 2 m a x j ∈ J |w j |, t h er e e xi st s a n ℓ w h er e t h e

j -t h at o m a p p e ar s a s a si n gl e n e g at e d at o m, i. e. J −
w̃ ℓ

= { j } a n d J +
w̃ ℓ

= ∅ . Si mil arl y, f or a ‘l ar g e’

n e g ati v e w ei g ht w j ≤ − 1 / 2 m a x j ∈ J |w j |, t h er e e xi st s a n ℓ w h er e J +
w̃ ℓ

= { j } a n d J −
w̃ ℓ

= ∅ . T hi s

pr o p ert y c a n b e f or m ali s e d a s:

R e m a r k 7. 3. 3. If t h e c o nj u n cti v e n o d e i s n e g ati v el y u s e d, t h e i n di c e s w h e r e t h e w ei g ht s’ a b s ol ut e

v al u e s a r e g r e at e r t h a n o r e q u al t o h alf of t h e m a xi m u m a b s ol ut e w ei g ht c a n e a c h f o r m a si n gl et o n

r ul e b o d y, wit h t h e at o m a p p e a ri n g i n it s n e g at e d f o r m ( o p p o sit e t o t h e w ei g ht’ s si g n ):

∀ j. j ∈ (J + \ ¯J + ) =⇒ ∃ ℓ. J −
w̃ ℓ

= { j } ∧ J +
w̃ ℓ

= ∅

∀ j. j ∈ (J − \ ¯J − ) =⇒ ∃ ℓ. J +
w̃ ℓ

= { j } ∧ J −
w̃ ℓ

= ∅

w h e r e ¯J + a n d ¯J − a r e t h e s a m e s et s a s d e fi n e d i n R e m a r k 7. 3. 2 .

U si n g t h e pr o p erti e s a b o v e, a t hr e e- st e p o pti mi s ati o n pr o c e s s i s i ntr o d u c e d t o c o m p ut e t h e o p-

ti m al s plit w ei g ht s et W ∗ f or a n e g ati v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e:

1. C o m p u t e t h e si n gl e t o n s e t s a n d t h e s e t of c a n di d a t e i n di c e s of all s m all- m a g ni t u d e

w ei g h t s. E a c h w ei g ht wit h a l ar g e a b s ol ut e v al u e s ( |w j | > m a x |w |/ 2) 1 i s e n o u g h t o m a k e

t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s b e h a vi o ur f al s e if it s si g n d o e s n ot m at c h wit h it s i n p ut, a n d

t h u s it c a n b e t h e o nl y n o n- z er o el e m e nt i n a s plit w ei g ht v e ct or. A n i n cl u si o n s et O ℓ of a s plit

w ei g ht v e ct or w̃ ℓ i s d e fi n e d a s t h e s et of i n di c e s of t h e n o n- z er o el e m e nt s i n t h e ori gi n al w ei g ht

v e ct or w w hi c h w er e i n cl u d e d b y t h e di s e nt a n gl e m e nt pr o c e s s w h e n c o n str u cti n g w̃ ℓ , t h at i s,

{ j ∈ J | w̃ ℓ, j ≠ 0 ∧ w j ≠ 0 } . B y R e m a r k 7. 3. 3 , e a c h w ei g ht t h at s ati s fi e s |w j | > m a x |w |/ 2

will b e t h e si n gl e el e m e nt i n a n i n cl u si o n s et O ℓ . T h e r e st of t h e w ei g ht s, w hi c h mi g ht n ot b e

e s s e nti al t o c o v er a n y n e g ati v e e x a m pl e, b el o n g s t o t h e s m all- m a g nit u d e w ei g ht s et ¯J = { j ∈

J | | w j | ≤ m a x |w |/ 2 } .

2. I d e n tif y o p ti m al c o m bi n a ti o n s of c a n di d a t e i n di c e s t h a t c a n b e i n cl u d e d. T h e

mi ni m al s et of w ei g ht s t h at t o g et h er c a n m a k e t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s b e h a vi o ur f al s e

1 W hil e |w j | = m a x |w |/ 2 i s e n o u g h t o m a k e t h e o ri gi n al c o nj u n c ti v e n o d e’ s o u t p u t t o b e 0 a n d t h u s i nt e r p r e t e d a s
f al s e u n d e r R e m a r k 7. 3. 1 , i n p r a c ti c e t h e o u t p u t of t h e c o nj u n c ti v e n o d e s h o ul d b e n o n- z e r o s o t h a t t h e di sj u n c ti v e
l a y e r’ s i n p u t v al u e s c a n b e a s cl o s e t o t h e d e si r a bl e di s c r e t e s e t of ± 1 a s p o s si bl e.
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Fi g ur e 7. 4: S plit el e m e nt s i n t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s w ei g ht s w i nt o t w o s et s, b a s e d o n t h e
a b s ol ut e v al u e s of t h e el e m e nt s. T h e ori gi n al si g n of t h e w ei g ht s i s pr e s er v e d i n t h e fi g ur e, w h e r e
t h e p ur pl e w ei g ht s ar e p o siti v e a n d t h e y ell o w w ei g ht s ar e n e g ati v e. T h e s et o n t h e l eft i s t h e s m all-
m a g nit u d e w ei g ht s w h er e |w j | < m a x |w |/ 2, a n d t h e s et o n t h e ri g ht i s t h e l ar g e- m a g nit u d e w ei g ht s
w h er e |w j | ≥ m a x |w |/ 2. ¯J + i s t h e s et of i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e p ur pl e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e
l eft, a n d ¯J − i s t h e s et of i n di c e s c orr e s p o n d t o t h e y ell o w w ei g ht s i n t h e s et o n t h e l eft. J + \ ¯J +

i s t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e p o siti v e ( p ur pl e), a n d J − \ ¯J −

i s t h e s et of i n di c e s of t h e w ei g ht s i n t h e s et o n t h e ri g ht t h at ar e n e g ati v e ( y ell o w). All t h e w ei g ht s
i n t h e s et o n t h e ri g ht al o n e ar e s u ffi ci e nt t o m a k e t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e’ s b e h a vi o ur f al s e.
E a c h w ei g ht i n t h e s et o n t h e ri g ht c a n b e t h e o nl y el e m e nt pr e s e nt i n a s plit w ei g ht v e ct or i n t h e
s plit w ei g ht s et W .

( v ali dit y) i s f o u n d b y e x p a n di n g a c a n di d at e i n cl u si o n s et el e m e nt- b y- el e m e nt fr o m t h e s m all-

m a g nit u d e w ei g ht s et ¯J ( o pti m alit y).

• V ali dit y: a n i n cl u si o n s et O i s v ali d if it s a b s ol ut e w ei g ht s’ s u m i s gr e at er t h a n m a x |w |/ 2,

t h at i s, w h e n all t h e w ei g ht s i n t hi s i n cl u si o n s et h a v e t h eir si g n s mi s m at c hi n g t h e si g n s

of t h eir c orr e s p o n di n g i n p ut, t h e o ut p ut of t h e ori gi n al c o nj u n cti v e n o d e will b e n e g ati v e.

O nl y v ali d i n cl u si o n s et s t h at c o v er n e g ati v e e x a m pl e s will b e c o n v ert e d t o s plit w ei g ht s.

• O pti m alit y: b y d e fi niti o n, a v ali d i n cl u si o n s et c o nt ai n s all t h e i n di c e s of t h e w ei g ht s t h at

will b e i n cl u d e d i n t h e s plit w ei g ht w̃ ℓ , a n d O ℓ = J +
w̃ ℓ

∪ J −
w̃ ℓ

. T h e f e w er el e m e nt s i n

t h e i n cl u si o n s et, t h e m or e ‘ g e n er al’ it s c orr e s p o n di n g r ul e i s a n d it s c orr e s p o n di n g s plit

w ei g ht s u b s u m e s ot h er s.

F ull d et ail s of t hi s e x p a n si o n pr o c e s s ar e i n Al g orit h m 6 .

3. C o n v e r t i n cl u si o n s e t s t o w ei g h t v e c t o r s. F or e a c h v ali d a n d o pti m al i n cl u si o n s et

O ∗
ℓ ∈ O ∗ , a n e w w ei g ht v e ct or w̃ ℓ ∈ { − 6 , 0 , 6 } s i s cr e at e d w h er e it s j -t h el e m e nt i s:

w̃ ℓ, j =






− 6 · si g n( w j ) if j ∈ O ∗
ℓ

0 ot h er wi s e

T h u s, W ∗ = { w̃ 1 , . . . , w̃ L } , L ≤ | X − | i s c o m p ut e d f or a n e g ati v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e, w h er e

n o p air of w ei g ht v e ct or s i s s u b s u m e d b y t h e ot h er. B el o w i s a n e x a m pl e of h o w t h e o pti mi s ati o n

pr o c e s s w or k s:
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E x a m pl e 7. 3. 2: Fi n di n g s pli t w ei g h t s e t f o r a n e g a ti v el y u s e d c o nj u n c ti v e n o d e

C o n si d er a c o nj u n cti v e n o d e wit h w ei g ht s w = [ − 1 .3 , − 2 .2 , 6] t h at i s n e g ati v el y c o n n e ct e d t o

a di sj u n cti v e n o d e. T h e bi a s i s c al c ul at e d a s β = m a x |w | − |w | = 6 − ( 1.3 + 2 .2 + 6) = − 3 .5.

T h e s oft- v al u e d tr ut h t a bl e of t hi s n o d e i s:

x 1 x 2 x 3

N o d e a cti v ati o n  Bi v al e nt I nt er pr et ati o n

t a n h(
3
i = 1 w i x i + β ) b

1 1 1 - 0. 7 6 2 ⊥

1 1 - 1 - 1. 0 0 0 ⊥

1 - 1 1 0. 9 9 8 ⊤

1 - 1 - 1 - 1. 0 0 0 ⊥

- 1 1 1 0. 9 2 2 ⊤

- 1 1 - 1 - 1. 0 0 0 ⊥

- 1 - 1 1 1. 0 0 0 ⊤

- 1 - 1 - 1 - 1. 0 0 0 ⊥

T h e mi ni m al s et of r ul e s t h at p erf e ctl y d e s cri b e s t h e n o d e’ s n e g at e d b e h a vi o ur (t h e bi v a-

l e nt i nt er pr et ati o n i s ⊥ a n d m ar k e d i n bl u e), w hi c h will p o siti v el y a cti v at e it s c o n n e ct e d

di sj u n cti v e n o d e, i s:

L =
c ← n o t a 3 .

c ← a 1 , a 2 .
. ( 7. 2 0)

T h e s m all- m a g nit u d e w ei g ht s et ¯J i s c o m p ut e d a s ( u si n g o n e-i n d e xi n g):

1

2
m a x |w | = 3

J l a r g e = { j ∈ J | | w j | ≤
1

2
m a x |w | } = { 1 , 2 }

J \ ¯J = { 3 } i s t h e s et of i n di c e s of w h er e e a c h i n d e x i n t h e s et c a n f or m a si n gl et o n i n cl u si o n

s et. S o t h er e i s o n e i n cl u si o n s et fr o m J \ ¯J , O ∗
1 = { 3 } . A n d fr o m ¯J , t h er e i s o nl y o n e

o pti m al i n cl u si o n s et O ∗
2 = { 1 , 2 } . S o t h e o pti m al i n cl u si o n s et s ar e:

O ∗
1 = { 3 }

j ∈ O ∗
1

|w j | = 6 > 3

O ∗
2 = { 1 , 2 }

j ∈ O ∗
2

|w j | = 3 .5 > 3

T h e c orr e s p o n di n g s plit w ei g ht v e ct or s ar e c o m p ut e d a s:

O ∗
1 = { 3 } w̃ 1 = [ 0 , 0 , − 6]

O ∗
2 = { 1 , 2 } w̃ 2 = [ 6 , 6 , 0]
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A n d t h e tr a n sl at e d r ul e s ar e:

L W ∗ =
c ← n o t a 3 .

c ← a 1 , a 2 .
.

T hi s r ul e s et m at c h e s t h e mi ni m al r ul e s et L i n E q u ati o n (7. 2 0 ) a b o v e.

Al g o ri t h m 6 T h e f ull al g orit h m o n s plitti n g a n e g ati v el y u s e d c o nj u n cti v e n o d e wit h o pti mi s ati o n

I n p u t: Wei g ht w of a c o nj u n cti v e n o d e n e g ati v el y c o n n e ct e d t o a di sj u n cti v e n o d e
O u t p u t: Li st of v ali d s plit w ei g ht s

1: C o m p ut e J ← { j ∈ { 1 .. s}| w j ≠ 0 }
2: C o m p ut e J l a r g e ← { j ∈ J | | w j | > m a x |w |/ 2 }
3: C o m p ut e J s m all ← { j ∈ J | | w j | ≤ m a x |w |/ 2 }
4: if | Jl a r g e | = 0 t h e n
5: / * E v e r y e l e m e n t i n t h e o r i g i n a l n o d e ’ s w e i g h t v e c t o r i s n e e d e d . * /
6: r e t u r n [ si g n(w ) · 6]

7: o v e r all v ali d s plit s ← { }
8: / * A d d a l l l a r g e w e i g h t s a s s i n g l e t o n s i g n - m i s m a t c h s e t s * /
9: f o r j ∈ J l a r g e d o

1 0: o v e r all v ali d s plit s. a d d( { j } )

1 1: / * E x p l o r e c o m b i n a t i o n s o f s m a l l w e i g h t s t h a t e x c e e d t h r e s h o l d * /
1 2: a c c u m ul at o r s ← [{ j } | j ∈ J s m all ]
1 3: w hil e a c c u m ul at o r s i s n ot e m pt y d o
1 4: P o p t h e h e a d it e m c a n di d at e s et fr o m a c c u m ul at o r s
1 5: s u m w ei g ht s ← j ∈ c a n d i d a t e s e t |w j |
1 6: if s u m w ei g ht s > m a x |w |/ 2 t h e n
1 7: / * T h i s i s n o w a v a l i d i n c l u s i o n s e t . * /
1 8: / * C h e c k i f i t i s s u b s u m e d b y a n y o t h e r v a l i d i n c l u s i o n s e t . * /
1 9: / * I f n o t , t h e n a d d i t t o o v e r all v ali d s plit s . * /
2 0: if c a n di d at e s et i s n ot s u b s u m e d t h e n
2 1: o v e r all v ali d s plit s. a d d( c a n di d at e s et )

2 2: el s e
2 3: / * C o n t i n u e e x p l o r i n g l a r g e r c o m b i n a t i o n s * /
2 4: f o r j ∈ J s m all a n d j /∈ c a n di d at e s et d o
2 5: n e w c a n di d at e ← s ort( c a n di d at e s et ∪ { j } )
2 6: a c c u m ul at o r s. a p p e n d( n e w c a n di d at e )

2 7: s plit t e n s o r s ← []
2 8: f o r e a c h v ali d si g n- mi s m at c h s et S ∈ o v e r all v ali d s plit s d o
2 9: Cr e at e n e w t e n s or w̃ w h e r e:
3 0: - j ∈ S : ˜w j = − 6 · si g n( w j )
3 1: - j ∈ J \ S : ˜w j = 0
3 2: A d d w̃ t o s plit t e n s o r s

3 3: r e t u r n s plit t e n s o r s
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7. 3. 4 M o d el S p a r si fi c a ti o n

E v e n wit h t h e o pti mi s ati o n pr o c e s s, t h e c o m p ut ati o n of c a n di d at e i n di c e s c a n still b e c o m e a n e x-

p e n si v e c o m bi n at ori al pr o bl e m wit h t h e w or st- c a s e c o m pl e xit y O ( 2 s ) w h e n t h e n u m b er of i n p ut s s

t o a c o nj u n cti v e n o d e i s l ar g e. N ot e t h at t hi s s mi g ht b e di ff er e nt t o t h e ori gi n al n u m b e r of i n p ut s

s ′ fr o m t h e t a s k si n c e t hi s di s e nt a n gl e m e nt pr o c e s s o p er at e s o n a pr u n e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el.

Si n c e t h e m o d el m a y n ot b e s p ar s e e n o u g h aft er pr u ni n g, f urt h er s p ar si fi c ati o n i s r e q uir e d at t h e

tr ai ni n g st a g e. T o p- K i s a n o p er ati o n t h at c a n b e u s e d eit h er a s a n a cti v ati o n f u n cti o n i n s p ar s e

a ut o e n c o d er s [ 1 0 0 , 5 8 ], w h er e o nl y t h e k l ar g e st l at e nt s ar e k e pt a n d t h e r e st ar e s et t o 0, or u s e d

a s a r a n d o ml y-i niti ali s e d w ei g ht m a s k [ 7 6 ] t o e x pl or e a s u b s et of p ar a m et er s wit h l ar g e m a g nit u d e.

T hi s w or k t a k e s i n s pir ati o n fr o m T o p- K t o f urt h er s p ar sif y t h e m o d el at t h e m o d el d e si g n st a g e,

b y o nl y c o n n e cti n g a c o nj u n cti v e n o d e t o a r a n d o ml y- s el e ct e d s u b s et of k i n p ut s, a n d s etti n g t h e

c o n n e cti o n t o t h e r e st of t h e i n p ut s t o 0 t hr o u g h o ut tr ai ni n g. Di ff er e nt fr o m T o p- K A S T [ 7 6 ], t hi s

a p pr o a c h d o e s n ot h a v e a n e x pl or ati o n l o s s t o c h a n g e t h e w ei g ht m a s k, w hi c h c o ul d b e a f ut ur e

i m pr o v e m e nt. F urt h er m or e, L 0 a p pr o xi m ati o n- b a s e d a p pr o a c h e s [ 9 8 , 1 3 5 ] m a y al s o b e s uit a bl e f or

t hi s pr o bl e m.

7. 4 A d di ti o n al L e a r ni n g T e c h ni q u e s

T hi s s e cti o n i ntr o d u c e s t w o a d diti o n al l e ar ni n g t e c h ni q u e s t h at ar e n ot dir e ctl y r el at e d t o t h e di s-

e nt a n gl e m e nt m et h o d b ut ar e u s e d i n t h e e x p eri m e nt s of t hi s c h a pt er. S p e ci fi c all y, S e cti o n 7. 4. 1

i ntr o d u c e s t h e pr e di c at e i n v e nti o n m et h o d, a n d S e cti o n 7. 4. 2 i ntr o d u c e s t h e i m pr o v e d d elt a s c h e d ul-

i n g m et h o d.

7. 4. 1 P r e di c a t e I n v e n ti o n

Si n c e t h e i n p ut s of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s ar e r e stri ct e d t o t h e r a n g e [ − 1 , 1] t o s u p p ort n e ur o-

s y m b oli c i nt er pr et ati o n, n e ur al D N F- b a s e d m o d el s r e q uir e p r e di c a t e i n v e n ti o n t o h a n dl e n o n-

bi v al e nt i n p ut s. B ot h pi x 2r ul e [ 2 8 ] a n d t h e w or k pr e s e nt e d i n C h a pt er 6 u s e C N N s t o e xtr a ct

hi g h er-l e v el f e at ur e s a s pr e di c at e s fr o m l o w-l e v el u n str u ct ur e d i n p ut s w hil e m ai nt ai ni n g t h e a bilit y

t o tr ai n t h e w h ol e ar c hit e ct ur e e n d-t o- e n d. T h e ar c hit e ct ur e d e si g n of t h e pr e di c at e i n v e nt or i s n ot

li mit e d t o C N N s b ut c a n i n cl u d e a n y n e ur al m o d el s s u c h a s M L P s or e v e n tr a n sf or m e r s. H o w e v er,

t h e s e n e ur al pr e di c at e s ar e n ot i n h er e ntl y i nt er pr et a bl e, a n d t h e att e m pt i n C h a pt er 6 t o i m pr o v e

t h e i nt er pr et a bilit y t hr o u g h a n A S P o pti mi s ati o n pr o c e s s d o e s n ot g u ar a nt e e a s ol uti o n. I n pri n ci pl e,

t h e n e ur al- n et w or k- b a s e d pr e di c at e i n v e nt or c a n b e di still e d i nt o a n e ur al D N F- b a s e d m o d el t h at

c a n b e tr a n sl at e d i nt o s o m e f or m of l o gi c al r e pr e s e nt ati o n. T h e di still ati o n i n t h e w or k pr e s e nt e d

i n S e cti o n 6. 3. 3 i s t o tr ai n a n e ur al D N F- b a s e d m o d el t h at o ut p ut s t h e s a m e a s t h e M L P u n d er

t h e s a m e i n p ut. T hi s c h a pt er d o e s n ot u s e t h e di still ati o n m et h o d a s it f o c u s e s o n a n i n h er e ntl y

i nt er pr et a bl e t hr e s h ol d-l e ar ni n g pr e di c at e i n v e nti o n t h at will b e di s c u s s e d n o w.

T hi s s e cti o n i ntr o d u c e s a n i n h er e ntl y i nt er pr et a bl e a p pr o a c h c all e d t h r e s h ol d-l e a r ni n g p r e di-

c a t e i n v e n ti o n ( Fi g ur e 7. 5 c ). F or e a c h r e al- v al u e d i n p ut f e at ur e x i , t h e m et h o d l e ar n s m t hr e s h ol d

v al u e s { ti, 1 , . . . ti, m } , w hi c h ar e e a c h u s e d t o cr e at e a pr e di c at e p i, j = t a n h(( x i − ti, j )/ T ) w h er e

T ∈ [ 0.1 , 1] i s a t e m p er at ur e p ar a m et er. T h e i n v e nt e d pr e di c at e p i, j c a n b e i nt er pr et e d a s a bi v al e nt

pr e di c at e r e pr e s e nti n g t h e i n e q u alit y x i > t i, j if p i, j > 0. T h e m et h o d s c h e d ul e s t h e t e m p er at ur e
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N e ur al D N F/
N e ur al D N F- M T

Bi v al e nt i n p ut f e at ur e s

( a ) N o p r e di c a t e i n v e nti o n.

N e ur al D N F/
N e ur al D N F- M T

Mi x e d I n p ut
F e at ur e s

I n v e nt e d
pr e di c at e s

Pr e di c at e I n v e nt or
e. g. M L P

( b ) N e u r al- n e t w o r k- b a s e d p r e di c a t e i n v e nti o n. T h e a r c hi t e c t u r e
i s n o t r e s t ri c t e d t o M L P s o nl y b u t c a n b e a n y n e u r al m o d el s
s u c h a s C N N s o r e v e n t r a n sf o r m e r s.

N e ur al D N F/
N e ur al D N F- M T

Bi v al e nt i n p ut f e at ur e s

Mi x e d I n p ut
F e at ur e s

R e al v al u e d i n p ut f e at ur e s

I d e ntit y
f u n cti o n

C o n c at

L e ar n a bl e
T hr e s h ol d

S e mi- bi v al e nt i n p ut
f e at ur e s

Bi v al e nt i n p ut f e at ur e s

S e mi- bi v al e nt i n p ut
f e at ur e s

( c ) T h e n o v el t h r e s h ol d-l e a r ni n g p r e di c a t e i n v e nti o n, w hi c h c a n b e t r a n sl a t e d t o i n e q u ali ti e s a n d t h u s p r o vi d e
i nt e r p r e t a bili t y.

Fi g ur e 7. 5: Ar c hit e ct ur e s f or v ari o u s s etti n g s wit h di ff er e nt t y p e s of i n p ut s, w h er e bl u e r o u n d e d
b o x e s h a v e l e ar n a bl e p ar a m et er s. 7. 5 a i s t h e b a si c s et u p f or bi v al e nt i n p ut s. 7. 5 b a n d 7. 5 c s h o w h o w
pr e di c at e i n v e nti o n i s p erf or m e d wit h M L P s a n d t hr e s h ol d l e ar ni n g.

T t o d e cr e a s e t hr o u g h o ut tr ai ni n g i n t h e s a m e w a y a s t h e e x p o n e nti al d el a y e d d e c a y of δ , i n or-

d er t o p u s h p i, j a w a y fr o m 0, t h u s a m plif yi n g t h e d e gr e e of b eli ef i n t h e i n v e nt e d pr e di c at e. T hi s

t hr e s h ol d-l e ar ni n g pr e di c at e i n v e nti o n d o e s n ot n e e d p o st-tr ai ni n g m et h o d s t o b e i nt er pr et a bl e a n d

g u ar a nt e e s a s ol uti o n.

7. 4. 2 I m p r o v e d D el t a S c h e d uli n g

A s m e nti o n e d i n S e cti o n 5. 2. 2 , a n d p o s si bl y S e cti o n 7. 2. 2 , t h e c h a n g e i n t h e m a g nit u d e of δ t hr o u g h-

o ut tr ai ni n g c a n h e a vil y a ff e ct t h e l e ar ni n g r e s ult of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el, si n c e t h e stri ct er

t h e l o gi c al bi a s b e c o m e s, t h e m or e di ffi c ult it i s f or t h e m o d el t o l e ar n. T hi s s e cti o n i ntr o d u c e s a n

i m pr o v e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d t h at c a n miti g at e t h e i s s u e.

D el a y e d D e c a y D el t a S c h e d uli n g wi t h Di ff e r e n t U p d a t e F u n c ti o n s

R e c all t h e e x p o n e nti al d e c a y s c h e d ul er d e fi n e d i n E q u ati o n 2. 7 i n S e cti o n 2. 3. 2 :

|δ t + 1 | =






δ 0 if t < t d el a y

mi n δ 0 · r
t − t d e l a y

t s t e p s
+ 1

, 1 if t ≥ td el a y

w h er e δ 0 ∈ ( 0, 1) i s t h e i niti al m a g nit u d e of δ , r > 1 i s t h e d e c a y r at e, td el a y ∈ N i s t h e d el a y e p o c h

b ef or e t h e m a g nit u d e of δ st art s t o i n cr e a s e, a n d ts t e p s ∈ N > 0 i s t h e n u m b er of e p o c h s b et w e e n

u p d at e s. N ot e t h at t h e a b s ol ut e v al u e i s u s e d a s t h e si g n of δ i s p o siti v e f or c o nj u n cti v e n o d e s a n d

n e g ati v e f or di sj u n cti v e n o d e s.

T h e d el a y e d d e c a y s c h e d ul er c a n b e g e n er ali s e d t o t h e f oll o wi n g:

|δ t + 1 | = f δ, d el a y e d (t, td el a y , ts t e p s , δ0 , r, g) =






δ 0 if t < t d el a y

mi n ( g (t, td el a y , ts t e p s , δ0 , r), 1) if t ≥ td el a y

( 7. 2 1)
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w h er e g (t, td el a y , ts t e p s , δ0 , r) i s a n u p d at e f u n cti o n t h at c o m p ut e s t h e n e w m a g nit u d e of δ at ti m e t.

T h e e x p o n e nti al d e c a y s c h e d ul er a b o v e u s e s t h e f oll o wi n g u p d at e f u n cti o n:

g e x p o n e n ti al (t, td el a y , ts t e p s , δ0 , r) = δ 0 · r
t − t d e l a y

t s t e p s
+ 1

( 7. 2 2)

A p art fr o m t h e e x p o n e nti al u p d at e f u n cti o n, t hi s s e cti o n i ntr o d u c e s t h e f oll o wi n g u p d at e f u n c-

ti o n s:

g li n e a r(t, td el a y , ts t e p s , δ0 , r) = δ 0 + r ·
t − td el a y

ts t e p s
, r ∈ ( 0, 1) ( 7. 2 3)

g m o n o t o ni c , hi (t, td el a y , ts t e p s , r) =
h i (ξ )

h i ( 1)

w h er e r > 1 , i ∈ { 1 , 2 } , ξ = mi n





t − t d e l a y

t s t e p s

r
, 1



 , a n d

h 1 (x ) =
x 2

2
−

x 3

3

h 2 (x ) =
x 5

5
−

x 4

2
+

x 3

3

( 7. 2 4)

N ot e t h at δ 0 i s n ot u s e d f or t h e m o n ot o ni c u p d at e f u n cti o n s a n d t h u s n ot i n cl u d e d i n t h e t h e or eti c al

d e fi niti o n. H o w e v er, it i s k e pt i n t h e c o d e f or i m pl e m e nt ati o n c o n si st e n c y a n d i s i g n or e d i n t h e

c al c ul ati o n s.

Fi g ur e 7. 6 s h o w s e x a m pl e s of t h e n e w d el a y e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d s wit h di ff er e nt u p d at e

f u n cti o n s. T h e n e w u p d at e f u n cti o n s s h o w sl o w er gr o wt h w h e n |δ t + 1 | i s cl o s e t o 1 c o m p ar e d t o t h e

e x p o n e nti al u p d at e f u n cti o n, w hi c h i s t h e bi g g e st o b st a cl e f or t h e m o d el t o l e ar n a s t h e l o gi c al bi a s

a p pr o a c h e s f ull str e n gt h.
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( a ) A n e x a m pl e of t h e d el a y e d li n e a r d el t a s c h e d uli n g,
u si n g g li n e a r ( t, t d el a y , ts t e p s , δ0 , r) i n E q u a ti o n ( 7. 2 3 )
wi t h p a r a m e t e r s δ 0 = 0 .1, r = 0 .1, t d el a y = 5 a n d
t s t e p s = 2.
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( b ) Pl o t of h 1 ( x ) a n d h 2 ( x ) u s e d i n t h e m o n o t o ni c
u p d a t e f u n c ti o n g m o n o t o ni c , h i ( t, t d el a y , ts t e p s , δ0 , r).
T h e s e t w o f u n c ti o n s a r e c h o s e n f o r t h ei r sl o w
m o n o t o ni c i n c r e a s e f r o m x ∈ [ 0.5 , 1] r a n g e.
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D elt a D el a y e d M o n ot o ni c F u n cti o n S c h e d ul er
δ 0 = 0 .0 , td el a y = 5 , tst e p s = 2 , r = 3 0 , us e h 1 = T r u e

( c ) A n e x a m pl e of d el a y e d m o n o t o ni c s c h e d uli n g u s-
i n g g m o n o t o ni c , h 1 ( t, t d el a y , ts t e p s , r) i n E q u a ti o n ( 7. 2 4 )
wi t h p a r a m e t e r s r = 0 .1, t d el a y = 5 a n d t s t e p s = 2.
T h e i ni ti al v al u e of δ i s al w a y s 0 a n d h y p e r p a r a m e t e r
δ 0 i s n o t u s e d f o r t hi s f u n c ti o n, b u t k e p t f o r i m pl e-
m e nt a ti o n c o n si s t e n c y.
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D elt a D el a y e d M o n ot o ni c F u n cti o n S c h e d ul er
δ 0 = 0 .0 , td el a y = 5 , tst e p s = 2 , r = 3 0 , us e h 1 = F al s e

( d ) A n e x a m pl e of d el a y e d m o n o t o ni c s c h e d uli n g u s-
i n g g m o n o t o ni c , h 2 ( t, t d el a y , ts t e p s , r) i n E q u a ti o n ( 7. 2 4 )
wi t h p a r a m e t e r s r = 0 .1, t d el a y = 5 a n d t s t e p s = 2.
T h e i ni ti al v al u e of δ i s al w a y s 0 a n d h y p e r p a r a m e t e r
δ 0 i s n o t u s e d f o r t hi s f u n c ti o n, b u t k e p t f o r i m pl e-
m e nt a ti o n c o n si s t e n c y.

Fi g ur e 7. 6: E x a m pl e s of n e w d el a y e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d s wit h di ff er e nt u p d at e f u n cti o n s a n d
di ff er e nt s etti n g s.



1 3 0 C H A P T E R 7. T H E E N T A N G L E M E N T P R O B L E M A N D DI S E N T A N G L E M E N T

D el a y e d P e rf o r m a n c e- m o ni t o ri n g D el t a S c h e d uli n g

A p art fr o m u si n g ts t e p s t o c o ntr ol t h e u p d at e fr e q u e n c y, t h e s c h e d ul er c a n r e pl a c e t h e w aiti n g st e p s

wit h a c h e c k o n t h e m o d el’ s p erf or m a n c e e v e r y e p o c h a g ai n st t h e tr ai n s et, a n d o nl y u p d at e t h e

m a g nit u d e of δ if t h e p erf or m a n c e r e a c h e s a d e sir e d t ar g et or i s cl o s e t o it wit hi n a t ol er a n c e. N ot e

t h at t h e m a g nit u d e of δ i s n ot g u ar a nt e e d t o r e a c h 1 u n d er t hi s s etti n g, si n c e if t h e p erf or m a n c e

d o e s n ot r e a c h t h e d e sir e d t ar g et, t h e m a g nit u d e of δ will n ot b e u p d at e d. H o w e v er, if t h e u p d at e

d o e s o c c ur, t h e l e ar ni n g i s m or e st a bl e. U si n g it + 1 a s a n i nt er n al c o u nt er i niti ali s e d t o 0, t h e d el a y e d

m o nit ori n g e x p o n e nti al a n d li n e ar s c h e d ul er s ar e d e fi n e d a s f oll o w s:

f δ, d el a y e d m o ni t o ri n g e x p o n e n ti al (t, td el a y , δ0 , r, ϵp e rf , it + 1 ) = mi n δ 0 · r i t + 1 , 1 ( 7. 2 5)

f δ, d el a y e d m o ni t o ri n g li n e a r (t, td el a y , δ0 , r, ϵp e rf , it + 1 ) = mi n ( δ 0 + r · it + 1 , 1) ( 7. 2 6)

it + 1 = c o m p u t e I n t e r n a l C o u n t e r (t, td el a y , it , c urr e nt p erf , or d er , ϵp e rf ) ( 7. 2 7)

c o m p u t e I n t e r n a l C o u n t e r i s d e fi n e d a s f oll o w s:

Al g o ri t h m 7 I nt er n al st e p c o u nt er f or d el a y e d m o nit ori n g d elt a s c h e d uli n g

1: f u n c ti o n C o m p u t e I n t e r n a l C o u n t e r (t, td el a y , it , c urr e nt p erf , or d er , ϵp e rf )

▷ I nt er al t ar g et p erf or m a n c e tr a c k er i nt e r n al t a r g et p e r f n e e d s t o b e st or e d i n p er si st e nt

m e m or y t h at c a n b e a c c e s s e d a cr o s s e a c h f u n cti o n c all

2: if t < t d el a y t h e n

3: r e t u r n 0

4: if t = td el a y t h e n

5: i nt er n al t ar g et p erf ← c urr e nt p erf ▷ S et t ar g et p erf. f or t h e fir st ti m e

6: if or d er = “ a s c e n di n g ” a n d c urr e nt p erf − i nt er n al t ar g et p erf < − ϵ p e rf t h e n

7: r e t u r n it ▷ P erf. b el o w t ar g et, r et ur n c urr e nt c o u nt er

8: if or d er = “ d e s c e n di n g ” a n d c urr e nt p erf − i nt er n al t ar g et p erf > − ϵ p e rf t h e n

9: r e t u r n it ▷ P erf. a b o v e t ar g et, r et ur n c urr e nt c o u nt er

1 0: i nt er n al t ar g et p erf ← c urr e nt p erf

1 1: r e t u r n it + 1

Fi g ur e 7. 7 s h o w s a n e x a m pl e of t h e d el a y e d m o nit ori n g li n e ar d elt a s c h e d uli n g u s e d i n tr ai ni n g.

7. 5 E x p e ri m e n t s

7. 5. 1 S e t u p

T hi s s e cti o n tr ai n s a n d e v al u at e s t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s a cr o s s bi n a r y , m ulti- cl a s s a n d m ulti-

l a b el cl a s si fi c ati o n t a s k s, i n cl u di n g t a s k s wit h r e al- v al u e d f e at ur e s t h at r e q uir e p r e di c at e i n v e nti o n s :

• Bi n ar y: B C C † [1 2 2 ], M o n k [1 6 2 ], M u s hr o o m [6 7 ] a n d C D C† [1 5 2 ].

• M ulti- cl a s s: C ar [ 2 2 ] a n d C o v ert y p e‡ [2 1 ].

• M ulti-l a b el: A R A [ 2 5 ], B u d di n g [9 4 ], Fi s si o n [3 5 ], a n d M A M [5 2 ].
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Fi g ur e 7. 7:  A n e x a m pl e of t h e d el a y e d  m o nit ori n g li n e ar d elt a s c h e d uli n g u si n g
f δ, d el a y e d m o ni t o ri n g li n e a r fr o m E q u ati o n 7. 2 6 . T h e s c h e d ul e h alt s at |δ | = 0 .6 b ef or e c o nti n ui n g t o
i n cr e a s e.

T h e m ulti-l a b el d at a s et s ar e d e ri v e d fr o m B o ol e a n N et w or k s [ 8 2 ], w hi c h m o d el t h e st at e tr a n siti o n s of

g e n e s fr o m ti m e t t o t + 1. L e ar ni n g s u c h d y n a mi c s y st e m s i s f or m ul at e d a s a m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n

pr o bl e m, w h er e t h e t ar g et l a b el s c orr e s p o n d t o t h e g e n e st at e s at ti m e t + 1. T h e s e d at a s et s ar e

a c c o m p a ni e d b y gr o u n d-tr ut h l o gi c pr o gr a m s, e n a bli n g dir e ct e v al u ati o n of t h e e xtr a ct e d r ul e s.

D at a s et s m ar k e d wit h † a n d ‡ c o nt ai n r e al- v al u e d f e at ur e s t h at n e c e s sit at e pr e di c at e i n v e nti o n f or

t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s: t hr e s h ol d-l e ar ni n g pr e di c at e i n v e nti o n i s e m pl o y e d f or t h e f or m er,

a n d M L P pr e di c at e i n v e nti o n f or t h e l att er. R e g ar di n g m o d el s el e cti o n, n e ur al D N F i s a p pli e d t o

bi n ar y a n d m ulti-l a b el t a s k s, w h er e a s n e ur al D N F- M T a n d n e ur al D N F- E O ar e e m pl o y e d f or m ulti-

cl a s s cl a s si fi c ati o n. E x p o n e nti al u p d at e s ar e a d o pt e d a s t h e d ef a ult c h oi c e f or m o st e x p eri m e nt s, a s

t h e y pr o vi d e a si m pl e y et e ff e cti v e a p pr o a c h wit h mi ni m al p erf or m a n c e v ari ati o n a cr o s s alt er n ati v e

u p d at e f u n cti o n s. T w o e x c e pti o n s ar e t h e C D C a n d C o v ert y p e d at a s et s, w hi c h e m pl o y m o n ot o ni c

a n d m o nit ori n g li n e ar u p d at e s, r e s p e cti v el y, t o b ett er s uit t h eir s p e ci fi c c h ar a ct eri sti c s. Fi g ur e 7. 8

c o m p ar e s t h e p erf or m a n c e of di ff er e nt d el a y e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d s d uri n g tr ai ni n g o n t h e C D C

a n d C o v ert y p e d at a s et s.

T h e e x p eri m e nt s c o n si d er m a c hi n e l e ar ni n g m o d el s t h at d o n ot r el y o n t a s k- s p e ci fi c b a c k gr o u n d

k n o wl e d g e a s b a s eli n e s, i n cl u di n g: L o gi sti c R e gr e s si o n, R a n d o m F or e st, D e ci si o n Tr e e, S u p p ort

Ve ct or M a c hi n e s ( S V M s) a n d M L P s. W hil e t h e s e m o d el s o ff er v ar yi n g d e gr e e s of i nt er pr et a bilit y,

d e ci si o n tr e e s a n d n e ur al D N F- b a s e d m o d el s st a n d o ut f or t h eir hi g h i nt er pr et a bilit y b y pr o vi di n g

c o n diti o n al pr e di cti o n i n a r ul e- b a s e d d e ci si o n- m a ki n g pr o c e s s: d e ci si o n tr e e s pr o vi d e d e ci si o n p at h s

t h at c a n b e f oll o w e d fr o m i n p ut s t o d e ci si o n s; a n d t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s ar e d e si g n e d s u c h

t h at t h e y pr o vi d e r ul e- b a s e d i nt er pr et ati o n s. L o gi sti c r e gr e s si o n a n d r a n d o m f or e st s ar e t w o l e s s

i nt er pr et a bl e m o d el s wit h a c o m p o siti o n al n at ur e: l o gi sti c r e gr e s si o n s h o w s t h e a d diti v e c o ntri b uti o n

of i n p ut s t o t h e l o g- o d d s of t h e fi n al d e ci si o n; e a c h tr e e i n a r a n d o m f or e st i s r ul e- b a s e d b ut t h e

o v er all d e ci si o n i s d eri v e d fr o m a w ei g ht e d v oti n g s y st e m of t h e tr e e s’ d e ci si o n s. S V M s a n d M L P s

ar e t y pi c all y n ot c o n si d er e d i nt er pr et a bl e d u e t o t h eir c o m pl e x d e ci si o n b o u n d ari e s a n d l a c k of

tr a n s p ar e n c y i n d e ci si o n- m a ki n g pr o c e s s e s. B e c a u s e of t h e di ff er e nt c h ar a ct eri sti c s, t hi s st u d y f o c u s e s

o n d e ci si o n tr e e s a s dir e ct c o m p etit or s t o n e ur al D N F- b a s e d m o d el s f or t h e i nt er pr et a bilit y st u d y,
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( a ) Tr ai ni n g of n e u r al D N F m o d el o n t h e C D C
d a t a s e t u si n g di ff e r e nt d el a y e d m o ni t o ri n g d el t a
s c h e d uli n g m e t h o d s, wi t h e x p o n e nti al u p d a t e f u n c-
ti o n , li n e a r u p d a t e f u n c ti o n a n d m o n o t o ni c u p d a t e
f u n c ti o n h 1 . T h e e x p o n e nti al u p d a t e s h o w s m o r e t u r-
b ul e nt c h a n g e s i n t h e a c c u r a c y c u r v e c o m p a r e d t o t h e
li n e a r a n d m o n o t o ni c u p d a t e s.

( b ) Tr ai ni n g of n e u r al D N F- M T m o d el o n t h e C o v e r-
t y p e d a t a s e t u si n g di ff e r e nt d el a y e d m o ni t o ri n g d el t a
s c h e d uli n g m e t h o d s, wi t h e x p o n e nti al u p d a t e f u n c-
ti o n , m o ni t o ri n g li n e a r u p d a t e f u n c ti o n a n d li n e a r u p-
d a t e f u n c ti o n . T h e m o ni t o ri n g li n e a r u p d a t e s h o w s
m o r e a s t a bl e t r ai ni n g p r o c e s s wi t h li t tl e a c c u r a c y
d e g r a d a ti o n c o m p a r e d t o t h e e x p o n e nti al a n d li n e a r
u p d a t e s.

Fi g ur e 7. 8: C o m p ari s o n of di ff er e nt d el a y e d d elt a s c h e d uli n g m et h o d s d uri n g tr ai ni n g o n t h e C D C
a n d C o v e rt y p e d at a s et s. T h e a c c ur a c y c ur v e s ar e s h o w n a s s oli d li n e s a n d t h e d elt a m a g nit u d e c ur v e s
ar e s h o w n a s d a s h e d li n e s. T h e fi g ur e s s h o w t h e st a bilit y b e n e fit s of di ff er e nt u p d at e f u n cti o n s o v er
e x p o n e nti al u p d at e s.

a n d i g n or e s t h e ot h er m o d el s wit h n o n-r ul e- b a s e d i nt er pr et ati o n s. O pti m al S p ar s e D e ci si o n Tr e e

( O S D T) [ 7 1 ] t h at a d dr e s s e s tr e e c o m pl e xit y i s al s o i n cl u d e d a s a b ett er c o m p etit or, b ut O S D T i s

li mit e d t o bi n ar y f e at ur e s a n d l a c k s s u p p ort f or m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n.

7. 5. 2 R e s ul t s

T h e fir st r o w s i n T a bl e 7. 1 , 7. 2 a n d 7. 4 s h o w t h at n e ur al D N F- b a s e d m o d el s a c hi e v e c o m p etiti v e

F 1 s c or e s c o m p ar e d t o st a n d ar d M L a p pr o a c h e s t h at al s o d o n ot r el y o n t a s k- s p e ci fi c b a c k gr o u n d

k n o wl e d g e, wit h n e ur al D N F- b a s e d m o d el s p erf or mi n g t h e b e st i n 7 of t h e 1 0 d at a s et s. T h e n e u-

r al D N F- b a s e d m o d el s m at c h t h e l e v el of e x pr e s si v e n e s s w hil e e n a bli n g e n d-t o- e n d tr ai ni n g wit h

pr e di c at e i n v e nti o n f or r e al- v al u e d i n p ut s.

T h e s e c o n d r o w s of T a bl e 7. 1 , 7. 2 a n d 7. 4 pr e s e nt t h e p erf or m a n c e of t h e n o v el o pti mi s e d l o gi c al

i nt er pr et ati o n of t h e m o d el s a s l o gi c pr o gr a m s ( N D N F: A S P a n d N D N F- M T: LI r e s p.), w hi c h i n

m o st c a s e s l e a d t o a mi n or p erf or m a n c e dr o p c o m p ar e d t o t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s b ut at

t h e b e n e fit of i nt er pr et a bilit y. T a bl e 7. 5 s h o w s t h at t h e n e w i nt er pr et ati o n m et h o d h a s a m u c h

s m all er r e d u cti o n i n p erf or m a n c e (ri g ht c ol u m n) c o m p ar e d wit h t h e pr e- e xi sti n g t hr e s h ol d m et h o d

(l eft c ol u m n) i n all b ut o n e d at a s et ( C o v ert y p e). T hi s e x c e pti o n m a y r el at e t o t h e l a c k of f ait hf ul n e s s

g u ar a nt e e f or c o nj u n cti v e n o d e di s e nt a n gl e m e nt w h e n u si n g pr e di c at e i n v e nti o n, al o n g wit h a hi g h er

t a s k c o m pl e xit y.

T h e r e s ult s al s o s h o w t h at t h e n e ur al D N F- E O m o d el s p erf or m w or s e t h a n t h e n e ur al D N F- M T

m o d el o n t h e s a m e t a s k s. T a bl e 7. 3 pr o vi d e s t h e a d diti o n al J a c c ar d i n d e x s c or e s f or t h e n e ur al

D N F- E O m o d el s i n m ulti- cl a s s t a s k s. T h e u s e of J a c c ar d i n d e x s c or e s i s t o m e a s ur e b ot h t h e
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c orr e ct n e s s a n d t h e m ut u al e x cl u si vit y of t h e m o d el’ s o ut p ut. T h e cl o s er t o 1, t h e b ett er t h e m o d el’ s

p erf or m a n c e. Alt h o u g h t h e n e ur al D N F- E O m o d el c a n p e rf or m w ell b ef or e a n y p o st-tr ai ni n g pr o c e s s,

di s pl a yi n g hi g h F 1 a n d J a c c ar d i n d e x s c or e s, t h e A S P i nt e r pr et ati o n of t h e m o d el’ s o ut p ut dr o p s

si g ni fi c a ntl y, e s p e ci all y f or t h e C o v ert y p e d at a s et. T h e n e ur al D N F- E O m o d el’ s c o n str ai nt l a y er

(t h e l a st l a y er, s e e Fi g ur e 5. 1 ) e nf or c e s t h e l o gi c al m ut u al e x cl u si vit y c o n str ai nt. T h e p erf or m a n c e

dr o p aft er p o st-tr ai ni n g l o gi c al i nt er pr et ati o n s h o w s t h at t h e l e ar n e d n e ur al r e pr e s e nt ati o n s et s at a n

u n st a bl e e q uili bri u m t h at c a n n ot b e m ai nt ai n e d aft er m o di fi c ati o n s o n t h e m o d el d uri n g t h e p o st-

tr ai ni n g pr o c e s s, r e a c hi n g a si mil ar c o n cl u si o n t o t h e bri ef di s c u s si o n i n S e cti o n 5. 3. 2 . I n c o m p ari s o n,

t h e n e ur al D N F- M T m o d el e nf or c e s t h e pr o b a bili sti c m ut u al e x cl u si vit y c o n str ai nt vi a it s m ut e x-

t a n h a cti v ati o n i n t h e di sj u n cti v e l a y er a n d t h e di sj u n cti v e l a y er i s t h u s tr a n sl at e d i nt o pr o b a bili sti c

l o gi c i n st e a d of bi v al e nt l o gi c. T h e m ut e x-t a n h a cti v ati o n all o w s m or e fl e xi bilit y i n l e ar ni n g vi a t h e

s oft m a x f u n cti o n a n d t h e pr o b a bili sti c i nt e r pr et ati o n d o e s n ot m o dif y t h e di sj u n cti v e l a y er, b ett er

pr e s er vi n g t h e m o d el’ s i nt er n al r e pr e s e nt ati o n.

T o a s s e s s t h e c o m p a ct n e s s of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n s i n d u c e d b y t h e di s e nt a n gl e d n e ur al D N F-

b a s e d m o d el s, t hi s s e cti o n c o m p ar e s t h e l e n gt h of t h e r ul e s of it s A S P pr o gr a m (f ull A S P pr o gr a m s

f or bi n ar y / m ulti-l a b el t a s k s, A S P pr o gr a m s f or c o nj u n cti v e l a y er s i n t h e n e ur al D N F- M T m o d el s

i n m ulti- cl a s s t a s k s) wit h t h e tr e e si z e s of d e ci si o n tr e e s a n d O S D T s tr ai n e d o n t h e s a m e d at a s et s.

F or a d e ci si o n tr e e’ s d e ci si o n p at h, e a c h n o d e i n t h e p at h c a n b e s e e n a s a c o n diti o n cl a u s e of a n

if st at e m e nt, t h u s m a ki n g t h e d e ci si o n tr e e’ s d e pt h a n e q ui v al e nt m etri c t o A S P r ul e l e n gt h. T h e

n u m b er of br a n c h e s i n di c at e s t h e n u m b er of di ff er e nt d e ci si o n p at h s, m a ki n g it e q ui v al e nt t o t h e

n u m b er of r ul e s i n a n A S P pr o gr a m. T a bl e 7. 6 s h o w s t h e m o d el s’ i nt er pr et ati o n s ar e c o n si st e ntl y

m or e c o m p a ct t h a n t h o s e of d e ci si o n tr e e s, a s s h o w n b y t h e m h a vi n g f e w er r ul e s a n d b ot h t h e

a v er a g e a n d m a xi m u m r ul e l e n gt h b ei n g l o w er. C o m p ar e d t o O S D T, t h e m o d el s h a v e c o m p ar a bl e

c o m p a ct n e s s (t h e y ar e m or e c o m p a ct f or t h e M o n k d at a s et w hil e O S D T i s m or e c o m p a ct f or t h e

M u s hr o o m d at a s et) w hil st a c hi e vi n g s u p eri or p erf or m a n c e. Li sti n g 7. 1 s h o w s t h e A S P i nt er pr et ati o n

of a n e ur al D N F m o d el i n t h e M O N K d at a s et.

T o s u m m ari s e, t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s d e m o n str at e c o m p ar a bl e p erf or m a n c e t o ot h er

m et h o d s t h at al s o d o n ot r el y o n b a c k gr o u n d k n o wl e d g e a n d tr ai n w ell t o g et h er wit h e n d-t o- e n d

pr e di c at e i n v e nti o n, w hil e al s o pr o vi di n g c o m p a ct l o gi c al r e pr e s e nt ati o n s at a mi ni m al p erf or m a n c e

c o st. I n p arti c ul ar, t h e n e w di s e nt a n gl e m e nt a p pr o a c h r e d u c e s s u c h p erf or m a n c e l o s s w h e n di s cr eti s-

i n g t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s c o m p ar e d t o t h e pr e vi o u s t hr e s h ol di n g m et h o d.

1 % t i s t h e t a r g e t c l a s s p r e d i c a t e .
2 % a _ i i s t h e i n p u t f e a t u r e .
3 t : - a _ 1 , a _ 4 . t : - a _ 2 , a _ 5 . t : - a _ 0 , a _ 3 .
4 t : - n o t a _ 1 1 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 3 .

Li sti n g 7. 1: A S P i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e M O N K d at a s et. M or e e x a m pl e s c a n
b e f o u n d i n A p p e n di x B. 3 .

7. 6 Di s c u s si o n s

T h e e x p eri m e nt al r e s ult s d e m o n str at e t h at t h e pr o p o s e d di s e nt a n gl e m e nt m et h o d s u b st a nti all y r e-

d u c e s p erf or m a n c e d e gr a d ati o n w h e n tr a n sl ati n g n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i nt o bi v al e nt l o gi c r e p-
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M o d el M o n k B C C † M u s hr o o m  C D C †

N D N F 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .7 1 8 ± 0 .0 7 2 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .8 8 2 ± 0 .0 0 1
N D N F: A S P 0 .9 9 2 ± 0 .0 0 8 0 .7 6 5 ± 0 .0 3 3 0 .9 7 1 ± 0 .0 1 6 0 .8 6 1 ± 0 .0 0 3

M L P 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .7 2 5 ± 0 .0 2 5 0 .9 9 9 ± 0 .0 0 0 0 .8 9 6 ± 0 .0 0 0
L o gi sti c R e gr e s si o n 0 .7 0 7 ± 0 .0 0 6 0 .7 9 6 ± 0 .0 2 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .8 7 3 ± 0 .0 0 0
S V M 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .7 6 2 ± 0 .0 2 9 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .8 9 4 ± 0 .0 0 0
R a n d o m F or e st 0 .9 8 4 ± 0 .0 0 5 0 .7 5 3 ± 0 .0 1 2 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .8 8 9 ± 0 .0 0 0
D e ci si o n Tr e e 0 .8 7 7 ± 0 .0 2 7 0 .7 6 6 ± 0 .0 3 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .8 7 1 ± 0 .0 0 2
O S D T 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 N A 0 .8 9 3 ± 0 .0 0 0  N A

T a bl e 7. 1: F 1 s c or e s ( m e a n ± st e) f or bi n ar y cl a s si fi c ati o n t a s k s. ‘ N D N F: A S P’ i s t h e l o gi c al
i nt er pr et ati o n of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s. F 1 s c or e i s n ot m e a s ur e d f or n e ur al D N F- E O’ s A S P
i nt er pr et ati o n a s t h er e mi g ht b e m ulti pl e cl a s s e s i n cl u d e d i n t h e a n s w er s et a n d t h u s vi ol ati n g t h e
e x a ctl y- o n e c o n str ai nt of m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n.

M o d el C ar  C o v ert y p e ‡

N D N F- M T 0. 9 6 3 ± 0. 0 0 1 0. 8 5 9 ± 0. 0 0 3
N D N F- M T: LI 0. 9 3 5 ± 0. 0 0 5 0. 8 2 3 ± 0. 0 0 3

N D N F- E O 0 .9 7 3 ± 0 .0 0 1 0. 8 1 3 ± 0. 0 0 5
M L P 0. 8 6 9 ± 0. 0 0 5 0. 8 2 8 ± 0. 0 0 1
L o gi sti c R e gr e s si o n 0. 8 9 1 ± 0. 0 0 3 0. 7 5 8 ± 0. 0 0 0
S V M 0. 9 3 7 ± 0. 0 0 4 0. 7 1 6 ± 0. 0 0 1
R a n d o m F or e st 0. 9 5 4 ± 0. 0 0 2 0 .9 4 2 ± 0 .0 0 0
D e ci si o n Tr e e 0. 9 5 9 ± 0. 0 0 4 0. 9 1 4 ± 0. 0 0 2

T a bl e 7. 2: F 1 s c or e s ( m e a n ± st e) f or m ulti- cl a s s t a s k s. ‘ N D N F- M T: LI’ i s t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n
of n e ur al D N F- M T m o d el s.

M o d el C ar  C o v ert y p e ‡

N D N F- E O 0. 8 8 5 ± 0. 0 0 3 0. 6 3 0 ± 0. 0 0 5
N D N F- E O: A S P 0. 8 4 2 ± 0. 0 1 2 0. 3 6 2 ± 0. 0 4 3

T a bl e 7. 3: J a c c ar d i n d e x s c or e s ( m e a n ± st e) f or N e ur al D N F- E O m o d el s i n m ulti- cl a s s t a s k s.
‘ N D N F- E O: A S P’ i s t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of n e ur al D N F- E O m o d el s.

M o d el A R A  B u d di n g  Fi s si o n  M A M

N D N F 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0
N D N F: A S P 0 .9 9 3 ± 0 .0 0 2 0 .9 9 3 ± 0 .0 0 3 0 .9 8 7 ± 0 .0 0 3 0 .9 9 4 ± 0 .0 0 3

M L P 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0
R a n d o m F or e st 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .9 9 6 ± 0 .0 0 0 0 .9 9 2 ± 0 .0 0 1 0 .9 9 8 ± 0 .0 0 1
D e ci si o n Tr e e 1 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 0 .9 7 2 ± 0 .0 0 1 0 .9 5 4 ± 0 .0 0 2 0 .9 5 0 ± 0 .0 0 2

T a bl e 7. 4: F 1 s c or e s ( m e a n ± st e) f or m ulti-l a b el t a s k s. ‘ N D N F: A S P’ i s t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n
of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s.
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D at a s et f 1 t r a i n − f 1 t h r e s h f 1 t r a i n − f 1 d i s e n t

Bi
n.

M o n k 0 .0 7 6 ± 0 .0 2 7 0 .0 0 8 ± 0 .0 0 8
B C C † 0 .0 5 0 ± 0 .0 3 8 0 .0 0 3 ± 0 .0 2 2
M u s hr o o m 0 .3 1 6 ± 0 .0 9 9 0 .0 2 9 ± 0 .0 1 6
C D C † 0 .0 3 1 ± 0 .0 0 7 0 .0 2 1 ± 0 .0 0 3

M
C.

C a r 0 .1 2 2 ± 0 .0 1 2 0 .0 2 7 ± 0 .0 0 5
C o v ert y p e ‡ 0 .0 3 6 ± 0 .0 0 3 0 .0 4 3 ± 0 .0 0 4

M
L.

A R A 0 .0 8 5 ± 0 .0 0 9 0 .0 0 7 ± 0 .0 0 2
B u d d 0 .1 5 9 ± 0 .0 0 4 0 .0 0 7 ± 0 .0 0 3
Fi s si o n 0 .1 4 1 ± 0 .0 0 7 0 .0 1 3 ± 0 .0 0 3
M A M 0 .0 4 5 ± 0 .0 0 4 0 .0 0 5 ± 0 .0 0 3

T a bl e 7. 5: F 1 s c or e dr o p s aft er t hr e s h ol di n g ( f 1 t − f 1 t h r e s h ) a n d di s e nt a n gl e m e nt ( f 1 t − f 1 d i s e n t )
di s cr eti s ati o n.

D at a s et
M a x. R ul e L e n gt h / M a x D e pt h  A v g. R ul e L e n gt h / A v g D e pt h N o. R ul e s / N o. Br a n c h e s

N D N F / D T / N D N F / D T / N D N F / D T /
N D N F- M T: A S P * O S D T  N D N F- M T: A S P * O S D T  N D N F- M T: A S P * O S D T

Bi
n.

M o n k
2 .7 7 8 ± 0 .1 4 8

1 0 .0 0 0 ± 0 .2 8 3
2 .0 4 2 ± 0 .0 5 3

7 .8 4 2 ± 0 .0 9 8
4 .0 0 0 ± 0 .0 0 0

4 9 .0 0 0 ± 7 .0 7 1
* 4 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 * 3 .2 8 6 ± 0 .0 0 0 * 7 .0 0 0 ± 0 .0 0 0

B C C † 3 .2 0 0 ± 0 .1 7 9 6 .6 0 0 ± 0 .2 1 9 2 .2 6 7 ± 0 .1 2 1 4 .8 3 3 ± 0 .0 6 2 5 .0 0 0 ± 0 .5 6 6 1 8 .2 0 0 ± 0 .6 5 7

M u s h
4 .2 5 0 ± 0 .2 2 5

7 .4 0 0 ± 0 .3 5 8
2 .9 8 2 ± 0 .1 2 2

4 .9 0 7 ± 0 .1 3 2
3 .7 5 0 ± 0 .2 4 2

1 8 .0 0 0 ± 1 .0 9 5
* 2 .4 0 0 ± 0 .2 1 9 * 1 .9 0 0 ± 0 .1 2 8 * 3 .4 0 0 ± 0 .2 1 9

C D C † 4 .8 0 0 ± 0 .2 7 6 4 0 .6 0 0 ± 0 .6 0 7 2 .0 2 1 ± 0 .0 7 6 2 1 .8 0 4 ± 0 .0 2 1 2 7 .6 0 0 ± 0 .8 5 1 3 1 3 9 4 ± 2 5 7 .0 4 5

M
C. C a r 8 .5 0 0 ± 0 .1 5 3 1 3 .0 0 0 ± 0 .2 8 3 4 .4 3 2 ± 0 .0 7 5 9 .4 6 2 ± 0 .0 6 0 2 5 .6 8 8 ± 0 .9 4 3 1 0 9 .2 0 0 ± 1 .9 2 7

C o v ‡ 4 .3 0 0 ± 0 .2 0 2 2 5 .2 0 0 ± 0 .6 5 7 1 .7 7 8 ± 0 .0 4 1 1 4 .5 4 1 ± 0 .0 4 7 3 8 .9 0 0 ± 1 .0 9 0 8 6 8 .4 0 0 ± 8 .0 8 3

M
L.

A R A 3 .9 0 0 ± 0 .0 9 5 1 3 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 2 .0 5 0 ± 0 .0 2 4 9 .7 2 4 ± 0 .0 0 6 2 6 .7 0 0 ± 0 .3 1 8 5 8 1 .8 0 0 ± 2 .1 2 5
B u d 4 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 2 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 3 .1 2 6 ± 0 .0 3 6 1 0 .9 3 7 ± 0 .0 0 7 4 8 .4 0 0 ± 1 .0 7 0 1 5 2 1 .3 0 0 ± 6 .4 0 6
Fi s 6 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 0 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 2 .8 5 2 ± 0 .0 2 0 9 .3 0 8 ± 0 .0 1 8 2 1 .8 0 0 ± 0 .2 7 6 3 9 2 .5 0 0 ± 4 .4 0 1
M A M 4 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 1 0 .0 0 0 ± 0 .0 0 0 2 .6 4 5 ± 0 .0 1 4 0 .8 9 7 ± 0 .0 1 8 2 1 .5 0 0 ± 0 .2 1 2 4 2 4 .2 0 0 ± 5 .2 6 1

T a bl e 7. 6: C o m p ari n g c o m p a ct n e s s of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s’ l o gi c i nt er pr et ati o n s v s. d e ci si o n
tr e e s’, i. e. m a x. r ul e l e n gt h /tr e e d e pt h, a v g. r ul e l e n gt h /tr e e d e pt h, a n d n o. r ul e s / br a n c h e s. T h e
l o w er t h e n u m b er t h e b ett er t h e c o m p a ct n e s s. T h e c ell m ar k e d wit h * r ef er s t o O S D T’ s p erf or m a n c e.
O S D T i s o nl y a p pli c a bl e w h e n t h e i n p ut f e at ur e s ar e b o ol e a n a n d t h e t ar g et i s a si n gl e cl a s s.
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r e s e nt ati o n s, o ut p erf or mi n g t h e c o n v e nti o n al t hr e s h ol di n g a p pr o a c h a cr o s s bi n ar y, m ulti- cl a s s, a n d

m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n t a s k s. T h e m et h o d s u c c e s sf ull y a d dr e s s e s t h e e nt a n gl e m e nt pr o bl e m at t h e

c o nj u n cti v e l a y er b y s plitti n g e nt a n gl e d n o d e s i nt o m ulti pl e s m all er di s cr eti s e d n o d e s t h at c oll e cti v el y

pr e s er v e t h e ori gi n al b e h a vi o ur. H o w e v e r, t h er e r e m ai n c ert ai n s c e n ari o s w h er e t h e di s e nt a n gl e m e nt

m et h o d f a c e s c h all e n g e s. T hi s s e cti o n e x a mi n e s t w o k e y c o n si d er ati o n s: t h e li mit ati o n s t h at ari s e

w h e n e nt a n gl e m e nt s i n v ol v e di sj u n cti v e l a y e r s, a n d t h e c o m p ut ati o n al s c al a bilit y of t h e di s e nt a n gl e-

m e nt pr o c e s s.

7. 6. 1 Li mi t a ti o n s w h e n Di s e n t a n gli n g Di sj u n c ti v e L a y e r s

A s s e e n i n t h e e x p e ri m e nt s, t h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d w or k s w ell i n m o st c a s e s. H o w e v er, it

c a n n ot h a n dl e c ert ai n c a s e s w h er e t h e e nt a n gl e m e nt s i n v ol vi n g b ot h c o nj u n cti v e a n d di sj u n cti v e

n o d e s l e a d t o i m p erf e ct di s e nt a n gl e m e nt. E x a m pl e 7. 6. 1 s h o w s a c a s e w h er e di sj u n cti v e n o d e s

a s si g n w ei g ht s t o utili s e s m all- m a g nit u d e a cti v ati o n s of c o nj u n cti v e n o d e s t o m at c h t h e t ar g et. A s

di s c u s s e d i n S e cti o n 7. 3 , t h e di s e nt a n gl e m e nt r e q uir e s n o d e i n p ut s t o b e e x a ctl y { − 1 , 1 } N . D e s pit e

u si n g a n a u xili ar y l o s s t o e n c o ur a g e ± 1 c o nj u n cti v e a cti v ati o n s, t hi s c o n str ai nt i s n ot g u ar a nt e e d

f or t h e di sj u n cti v e n o d e s. T h e a cti v ati o n s of c o nj u n cti v e n o d e s ar e n ot cl o s e t o ± 1 a n d di sj u n cti v e

n o d e s a s si g n w ei g ht s a c c or di n gl y t o utili s e c o nj u n cti v e n o d e s’ a cti v ati o n s wit h s m all m a g nit u d e t o

m at c h t h e t ar g et tr ai ni n g d at a. S u c h n o n- e xtr e m e a cti v ati o n s i n c o nj u n cti v e n o d e s pr e v e nt a p pl yi n g

t h e s a m e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d t o t h e di sj u n cti v e l a y er, a n d e x p eri m e nt s s h o w t h at s plitti n g

di sj u n cti v e n o d e s p erf or m s w or s e t h a n si m pl y t hr e s h ol di n g. F ut ur e w or k c a n i n v e sti g at e h o w t o

a v oi d t h e s e i nt er m e di at e- v al u e d c a s e s.

E x a m pl e 7. 6. 1: N e s t e d E n t a n gl e m e n t

C o n si d er t w o c o nj u n cti v e n o d e s wit h w ei g ht s w c 1 = [ − 1 .3 3 , 0 , 0 , 1 .0 1 , − 1 .4 4] a n d w c 2 =

[− 2 .0 2 , − 0 .7 9 , − 0 .7 9 , 0 .7 1 , − 1 .5 2] r e s p e cti v el y; a n d t w o di sj u n cti v e n o d e s c o n n e ct e d t o t h o s e

c o nj u n cti v e n o d e s, wit h w ei g ht s w d 1 = [ 3 .4 3 , 1 .2 8] a n d w d 2 = [ 0 , 3 .5 6] r e s p e cti v el y. T h e r e i s

a n e st e d e nt a n gl e m e nt a m o n g all t h e n o d e s h er e: c 1 s u b s u m e s c 2, a n d d 1 u s e s a c o m bi n ati o n

of c 1 a n d c 2 t o m at c h t h e t ar g et l a b el. T h e di sj u n cti v e n o d e s’ bi v al e nt i nt er pr et ati o n s c h a n g e

d e p e n di n g o n w h et h er t h e i n p ut a cti v ati o n s fr o m t h e c o nj u n cti v e n o d e s ar e s oft- v al u e d or

stri ctl y ± 1, e v e n w h e n t h e i nt er pr et ati o n s of t h e c o nj u n cti v e n o d e s’ a cti v ati o n s ar e t h e s a m e

( di ff er e n c e s m ar k e d i n r e d i n t h e t a bl e b el o w).

a 1 a 2 a 3 a 4 a 5 c 1 c 2 d 1 d 2

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 0. 5 2 /⊥ 0. 5 4 / ⊤ 0. 1 7 / ⊤ 1. 0 0 / ⊤

— - 1 /⊥ 1 / ⊤ - 0. 7 0 /⊥ 1. 0 0 / ⊤

- 1 - 1 - 1 1 1 - 0. 8 9 /⊥ - 0. 7 7 /⊥ - 0. 9 9 /⊥ 0. 6 7 / ⊤

— - 1 /⊥ - 1 /⊥ - 1. 0 0 /⊥ 0. 0 0 / ⊥

7. 6. 2 S c al a bili t y of Di s e n t a n gl e m e n t

T h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d’ s r u nti m e gr o w s e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er of i n p ut s u s e d i n a

n o d e, a s s h o w n i n Fi g ur e 7. 9 , si n c e it m a y c h e c k all p o s si bl e w ei g ht c o m bi n ati o n s t h at tri g g er t h e
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n o d e t o fir e f or t h e w or st- c a s e s c e n ari o. T hi s m a k e s it l e s s s c al a bl e t h a n t h e t hr e s h ol di n g di s cr eti-

s ati o n m et h o d, w hi c h s c al e s li n e arl y wit h w ei g ht m a g nit u d e s. H o w e v er, t hi s li mit ati o n o nl y a ff e ct s

m o d el i nt e r pr et ati o n, n ot l e ar ni n g c a p a bilit y, a n d c a n b e miti g at e d t hr o u g h m o d el s p ar si fi c ati o n

( S e cti o n 7. 3. 4 ).

1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5 4 0 4 5

N o. I n p u t s U s e d b y t h e O ri gi n al C o nj u n c ti v e N o d e
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Fi g ur e 7. 9: Ti m e t a k e n ( bl u e) t o di s e nt a n gl e t h e c o nj u n cti v e n o d e s wit h di ff er e nt n u m b er s of i n p ut s
u s e d, a n d t h e n u m b er of s plit c o nj u n cti o n s (r e d) aft er di s e nt a n gl e m e nt, i n a tr ai n e d n e ur al D N F
m o d el. A m a x r u nti m e of 1 8 0 s i s s et f or di s e nt a n gl e m e nt.

7. 7 C o n cl u si o n

T hi s c h a pt er pr o p o s e s a di s e nt a n gl e m e nt di s cr eti s ati o n m et h o d t h at e n a bl e s m or e f ait hf ul tr a n sl a-

ti o n of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s i nt o bi v al e nt l o gi c r e pr e s e nt ati o n s. A d diti o n all y, it i ntr o d u c e s a n

i nt er pr et a bl e- b y- d e si g n pr e di c at e i n v e nti o n m et h o d t h at l e ar n s t hr e s h ol d v al u e s e n d-t o- e n d, e ff e c-

ti v el y c o n v e rti n g r e al- v al u e d f e at ur e s i nt o i n e q u aliti e s a s b o ol e a n pr e di c at e s. T h e d elt a s c h e d uli n g

m et h o d i s al s o i m pr o v e d t o r e d u c e t h e d e str u cti v e e ff e ct of t h e f or c e d l o gi c al bi a s o n t h e l e ar ni n g

of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s t h at l e a d s t o p o or p erf or m a n c e. T h e e x p eri m e nt s a cr o s s v ari o u s

r e al- w orl d cl a s si fi c ati o n t a s k s d e m o n str at e t h at t h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d pr o vi d e s c o m p a ct a n d

i nt er pr et a bl e l o gi c al r e pr e s e nt ati o n s f or t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s wit h o ut r e q uiri n g t a s k- s p e ci fi c

b a c k gr o u n d k n o wl e d g e, w hil e i m pr o vi n g p erf or m a n c e o v er t h e e xi sti n g t hr e s h ol di n g m et h o d.



1 3 8



C h a p t e r 8

C o n cl u si o n a n d F u t u r e W o r k

T hi s t h e si s h a s pr e s e nt e d a f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s t h at c a n s e ar c h i n l ar g e c o nti n u o u s

h y p ot h e si s s p a c e s wit h o ut pri or k n o wl e d g e a n d pr o vi d e c o m p a ct a n d i nt er pr et a bl e d e ci si o n r ul e s

f or h u m a n r e a d a bilit y a n d c ur ati o n. H a vi n g e x a mi n e d t h e t h e or eti c al f o u n d ati o n s, pr o p o s e d n o v el

ar c hit e ct ur e s f or cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g, a n d a d dr e s s e d t h e c h all e n g e of di s cr eti-

s ati o n, t hi s c h a pt er r e fl e ct s o n t h e c o ntri b uti o n s m a d e a n d o utli n e s pr o mi si n g dir e cti o n s f or f ut ur e

r e s e ar c h.

8. 1 S u m m a r y of C o n t ri b u ti o n s

T hi s t h e si s pr o vi d e s a n u m b er of c o ntri b uti o n s.

T h e fir st f u n d a m e nt al w or k i s t h e f or m ali s ati o n a n d pr o of of k e y pr o p erti e s of n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s, w hi c h s u p p ort t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n a n d i nt er v e nti o n o n t h e m o d el s. C h a pt er 4 f or-

m ali s e s t h e s e mi- s y m b oli c n o d e’ s b e h a vi o ur a n d i nt er pr et ati o n, a n d pr o v e s t h e cr u ci al pr o p ert y t h at

t h e bi v al e nt l o gi c- n e ur al tr a n sl ati o n i s bi dir e cti o n al a n d m ai nt ai n s t h e tr ut h v al u e e q ui v al e n c e, gi v e n

a p pr o pri at e c o n str ai nt s. T h e bi v al e nt-l o gi c-t o- n e ur al tr a n sl ati o n i s f u n d a m e nt al f or t h e i nt er pr et a-

ti o n of t h e tr ai n e d n e ur al D N F- b a s e d m o d el s, w hil e t h e n e ur al-t o- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n pr o vi d e s

a w a y t o i nt er v e n e o n t h e m o d el.

T h e m ai n o bj e cti v e of t hi s t h e si s i s t o pr o p o s e a f a mil y of n e ur al D N F- b a s e d m o d el s t h at p er-

f or m di ff e r e nti a bl e r ul e l e ar ni n g f or cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g t a s k s. I n s pir e d b y t h e

s e mi- s y m b oli c n o d e f or m ul ati o n i n pi x 2r ul e [ 2 8 ], t hi s t h e si s d e v el o p s n o v el ar c hit e ct ur e s t ail or e d t o

t h e di sti n ct r e q uir e m e nt s of e a c h d o m ai n. C h a pt er 5 pr o p o s e s t h e n e ur al D N F- E O m o d el f or d et er-

mi ni sti c m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n t a s k s a n d i n v e sti g at e s h o w t o a d o pt t h e l o gi c al m ut u al- e x cl u si v e

c o n str ai nt o n t h e o ut p ut s fr o m a n e ur al D N F- b a s e d ar c hit e ct ur e. C h a pt er 6 pr o p o s e s t h e n e ur al

D N F- M T m o d el f or pr o b a bili sti c p oli c y l e ar ni n g i n r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g s etti n g s. Di ff er e nt fr o m

t h e l o gi c al m ut u al- e x cl u si v e c o n str ai nt i n t h e n e ur al D N F- E O m o d el, t h e n e ur al D N F- M T m o d el

f o c u s e s o n t h e pr o b a bili sti c m ut u al- e x cl u si v e c o n str ai nt a n d pr o vi d e s a pr o b a bili sti c i nt er pr et ati o n

of t h e m o d el’ s b e h a vi o ur. C h a pt er 6 al s o d e m o n str at e s t h e i nt er v e nti o n c a p a bilit y of t h e m o d el b y

p oli c y m o di fi c ati o n.

T h e m ai n c h all e n g e t hr o u g h o ut t h e t h e si s i s t o di s c r eti s e t h e w ei g ht s of a n e ur al D N F- b a s e d

m o d el w hil e pr e s er vi n g t h e m o d el’ s b e h a vi o ur. C h a pt er 7 i n v e sti g at e s t h e p erf or m a n c e d e gr a d ati o n
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of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s c a u s e d b y t h e c o n v er si o n of t h e m o d el’ s l e a r n e d h y p ot h e si s fr o m

a c o nti n u o u s s p a c e t o a di s cr et e s p a c e f or l o gi c al i nt er pr et ati o n. It pr o p o s e s a di s e nt a n gl e m e nt

m et h o d t h at s plit s t h e s e mi- s y m b oli c n o d e s t o m ulti pl e n o d e s i n or d e r t o pr e s er v e t h e s a m e l o gi c al

i nt er pr et ati o n, t h u s pr e s er vi n g t h e m o d el’ s b e h a vi o ur.

8. 2 F u t u r e W o r k

T h e t w o m ai n dir e cti o n s of f ut ur e w or k ar e (i) t o f urt h er e x pl or e t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el i n

it s t h e or eti c al pr o p erti e s, ar c hit e ct ur e a n d tr ai ni n g r e gi m e, a n d (ii) t o a p pl y t h e n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s t o ot h e r r e al-lif e d o m ai n s.

8. 2. 1 M o d el E x t e n si o n s

T h e a bilit y t o tr a n sl at e b et w e e n bi v al e nt l o gi c a n d n e ur al r e pr e s e nt ati o n s o p e n s f urt h er o p p ort u-

niti e s. I n st a n d ar d pr a cti c e, a n e ur al n et w or k i s i niti ali s e d wit h r a n d o m w ei g ht s b ef or e tr ai ni n g.

H o w e v er, a n e ur al D N F- M T a ct or c a n i n st e a d b e w ar m- st art e d: a n e xi sti n g p oli c y, eit h er alr e a d y i n

n e ur al f or m or tr a n sl at e d fr o m A S P f or m, c a n b e u s e d a s i niti al n et w or k w ei g ht s. T hi s a p pr o a c h i s

p arti c ul arl y u s ef ul w h e n d e pl o yi n g t h e a ct or i n a si mil ar b ut pr e vi o u sl y u n s e e n e n vir o n m e nt. S u p-

p o s e a n e ur al D N F- M T a ct or h a s b e e n tr ai n e d i n e n vir o n m e nt A; t h e a ct or c a n b e r etr ai n e d i n

e n vir o n m e nt B wit h s o m e si mil ariti e s t o e n vir o n m e nt A, t h u s mi mi c ki n g t h e b e h a vi o ur of tr a n sf er-

ri n g b a c k gr o u n d k n o wl e d g e fr o m e n vir o n m e nt A t o B. T h e bi v al e nt-l o gi c-t o- n e ur al tr a n sl ati o n c a n

al s o b e u s e d a s a f or m of b a c k gr o u n d k n o wl e d g e i nj e cti o n. A n e ur al D N F- b a s e d m o d el m a y e n c o d e

e x p e ct e d p arti al b e h a vi o ur s of t h e t a s k, if a v ail a bl e b ef or e tr ai ni n g, t o f urt h er s p e e d u p t h e tr ai ni n g

pr o c e s s.

A s e c o n d dir e cti o n i s t o e x a mi n e w h et h er t h e i nt er pr et a bl e str u ct ur e of a n e ur al D N F- b a s e d

m o d el pr o p a g at e s t o it s n e ur al pr e di c at e i n v e nt or d uri n g e n d-t o- e n d tr ai ni n g. Fi g ur e 8. 2 s h o w s

t h e C A M s of t h e C N N e n c o d er c o n n e ct e d t o a n M L P a n d a n e ur al D N F- M T a ct or i n t h e D o or

C orri d or e n vir o n m e nt. T h e C A M s ar e g e n er at e d u si n g Gr a d- C A M [ 1 3 9 ] a n d Ei g e n C A M [1 1 1 ], a n d

s h o w t h e r e gi o n s of t h e i n p ut t h at t h e a ct or h a s f o c u s e d o n t o m a k e it s d e ci si o n. T h e C A M s of

t h e C N N c o n n e ct e d t o t h e n e ur al D N F- M T a ct or s h o w di ff er e nt r e gi o n s of f o c u s c o m p ar e d t o t h e

M L P a ct or. F or s o m e st e p s, t h e C N N’ s r e gi o n of f o c u s i s ali g n e d t o t h e i nt er pr et e d l o gi c al p oli c y.

T hi s pr eli mi n ar y o b s er v ati o n r ai s e s t h e h y p ot h e si s t h at t h e n e ur al D N F- M T a ct or m a y i m pr o v e t h e

i nt er pr et a bilit y of t h e pr e di c at e i n v e nt or a s a b y- pr o d u ct of f ull e n d-t o- e n d tr ai ni n g; h o w e v er, f urt h er

s y st e m ati c i n v e sti g ati o n i s r e q uir e d t o c o n fir m t hi s e ff e ct.

A t hir d dir e cti o n i n v ol v e s b uil di n g d e e p er n e ur al D N F- b a s e d ar c hit e ct ur e s. All n e ur al D N F-

b a s e d m o d el s d e v el o p e d i n t hi s t h e si s c o n si st of o nl y t w o tr ai n a bl e l a y er s: a c o nj u n cti v e l a y er a n d

a di sj u n cti v e l a y er. A d di n g f urt h er tr ai n a bl e l a y er s w o ul d i n c r e a s e t h e e x pr e s si vit y of t h e m o d el. A

c o nj u n cti v e l a y er p air e d wit h a di sj u n cti v e l a y er c a n f or m a si n gl e n e ur al D N F bl o c k, a n d s u c h bl o c k s

c a n b e st a c k e d t o f or m a m ulti-l a y er n e ur al D N F- b a s e d m o d el, a s ill u str at e d i n Fi g ur e 8. 1 , t h er e b y

s u p p orti n g i nt e r n al a u xili a r y pr e di c at e i n v e nti o n. I nt er n al a u xili ar y pr e di c at e i n v e nti o n di ff er s fr o m

t h e p ri m a r y pr e di c at e i n v e nti o n i ntr o d u c e d i n S e cti o n 7. 4. 1 , w hi c h i s e m pl o y e d i n t h e t a s k s of S e cti o n

6. 3. 4 a n d S e cti o n 7. 5 t o c o n v ert u n str u ct ur e d i n p ut s i nt o str u ct ur e d pr e di c at e s. I n st e a d, t h e a u xili ar y

pr e di c at e s pr o d u c e d b y e a c h n e ur al D N F bl o c k c o n stit ut e a f or m of hi er ar c hi c al k n o wl e d g e l e ar ni n g:

t o g et h er wit h t h e t a s k-i n p ut pr e di c at e s, t h e y ar e m a d e a c c e s si bl e t o all s u b s e q u e nt bl o c k s, yi el di n g a



8. 2. F U T U R E W O R K 1 4 1

hi er ar c hi c al m o d el str u ct ur e si mil ar t o t h at of H RI [ 6 4 ]. T h e fi n al n e ur al D N F bl o c k t h e n a ct s a s t h e

‘t a s k- s p e ci fi c’ r ul e l e ar n er, wit h it s o ut p ut a cti v ati o n s et t o eit h er t a n h or m ut e x-t a n h d e p e n di n g o n

t h e t a s k. T h e i n p ut pr e di c at e s m a y ori gi n at e eit h er fr o m t h e t a s k it s elf or fr o m pr e di c at e s i n v e nt e d

b y ot h er n e ur al ar c hit e ct ur e s.
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Fi g ur e 8. 1: A pr o p o s al of a m ulti-l a y er n e ur al D N F- b a s e d m o d el wit h t hr e e n e ur al D N F bl o c k s.
Bl o c k B i c a n a c c e s s all pr e di c at e s fr o m B 1 t o B i − 1 , a s w ell a s t h e i n p ut pr e di c at e s.

A f o urt h dir e cti o n i s t o i n v e sti g at e a p pl yi n g tr ai ni n g tri c k s or d e v el o pi n g n e w tr ai ni n g r e gi m e s.

B ot h t h e di s e nt a n gl e m e nt a p pr o a c h a n d t h e h ar d er l o gi c al c o n str ai nt wit h t h e m o di fi e d bi a s s u g g e st

t h at c o n v e nti o n al gr a di e nt- b a s e d tr ai ni n g mi g ht n ot b e t h e o pti m al w a y t o tr ai n a n e ur al D N F- b a s e d

m o d el wit h g o o d p erf or m a n c e w hil e m ai nt ai ni n g a f ait hf ul l o gi c al i nt er pr et ati o n. F urt h er r e s e ar c h

i nt o tr ai ni n g r e gi m e s m a y h el p o pti mi s e t h e tr a d e- o ff b et w e e n p erf or m a n c e a n d i nt er pr et a bilit y f or

n e ur al D N F- b a s e d m o d el s. B el o w ar e s o m e p ot e nti al w a y s t o i m pr o v e t h e tr ai ni n g pr o c e s s.

C o n s t r ai n e d o p ti mi s a ti o n. O n e p ot e nti al i m pr o v e m e nt i s t o i n c or p or at e c o n str ai n e d o pti-

mi s ati o n t e c h ni q u e s i n tr ai ni n g. W or k s s u c h a s [ 1 1 2 , 8 9 ] h a v e utili s e d t h e L a gr a n gi a n f u n cti o n

a s t h eir c e ntr al m at h e m ati c al t o ol f or h a n dli n g c o m pl e x c o n str ai nt s. T h e L a gr a n gi a n c o m bi n e s

t h e o bj e cti v e a n d all c o n str ai nt s i nt o a si n gl e f u n cti o n u si n g d u al v ari a bl e s, d e fi n e d a s:

L (θ, λ ) = f (θ ) + λ g (θ )

w h er e λ i s c all e d t h e L a gr a n gi a n m ulti pli er, a n d t h e o pti m u m i s r e a c h e d w h e n ∂ L / ∂ θ = 0

a n d ∂ L / ∂ λ = 0. T h e o bj e cti v e f u n cti o n (i. e. t h e l o s s f u n cti o n) f (θ ) i s s u bj e ct t o a n e q u alit y

c o n str ai nt g (θ ) = 0. I n t h e c a s e of tr ai ni n g a n e ur al D N F- b a s e d m o d el, g (θ ) will b e t h e w ei g ht

r e q uir e m e nt, w h er e g (w i j ) = ( w i j − 6)( 6 − w i j )w i j f or e a c h w ei g ht w i j i n t h e m o d el. Ot h er

w or k s s u c h a s [ 1 6 6 , 1 5 8 ] u s e pr oj e ct e d gr a di e nt d e s c e nt, w h er e p ar a m et er s ar e fir st u p d at e d

u si n g st a n d ar d gr a di e nt st e p s a n d t h e n pr oj e ct e d o nt o t h e c o n str ai nt s et. T h e s e c o n str ai n e d

o pti mi s ati o n t e c h ni q u e s m a y b e m or e e ff e cti v e t o e n c o d e t h e w ei g ht r e q uir e m e nt s of a n e ur al

D N F- b a s e d m o d el a s a ‘ h ar d er’ c o n str ai nt i n st e a d of t h e c urr e nt a u xili ar y l o s s f u n cti o n (i. e.

|w ||6 − | w ||).

D r o p o u t s. T h e t h e si s di d n ot e x pl or e t h e wi d el y u s e d dr o p o ut t e c h ni q u e. U si n g dr o p o ut s

d uri n g tr ai ni n g, e s p e ci all y i n t h e di sj u n cti v e l a y er s, m a y pr e v e nt di sj u n cti v e n o d e s fr o m c o-

a d a pti n g a n d f or c e t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el t o l e ar n m or e r o b u st f e at ur e s t h at d o n ot r el y

o n t h e pr e s e n c e of s p e ci fi c c o nj u n ct s.
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A d a m W. W hil e t h e t h e si s d o e s n ot u s e L 2 r e g ul ari s ati o n, it r e m ai n s u n cl e ar w h et h er t h e

a u xili ar y l o s s |w ||6 − | w || i n t h e l o s s f u n cti o n e x hi bit s si mil ar i n e ff e cti v e n e s s a s L 2 i n A d a m

[8 7 ]. A d a m W [9 7 ] s e p ar at e s w ei g ht d e c a y fr o m t h e gr a di e nt- b a s e d u p d at e a n d s h o ul d b e

i n v e sti g at e d if a n a d a pt ati o n of A d a m W c a n b ett er e nf or c e t h e w ei g ht p e n alt y |w ||6 − | w ||.

G r a di e n t-f r e e l e a r ni n g. Gr a di e nt-fr e e l e ar ni n g i s a n ot h er ar e a of o pti mi s ati o n. U nli k e

gr a di e nt- b a s e d o pti mi s ati o n, it d o e s n ot r e q uir e t h e c o m p ut ati o n of g r a di e nt s. It i s m or e

s uit a bl e f or pr o bl e m s t h at ar e n ot di ff er e nti a bl e or t h at h a v e a n o n- c o n v e x l o s s s urf a c e, w hi c h

mi g ht b e t h e c a s e f or t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s. G e n eti c al g orit h m s ar e e v ol uti o n ar y

al g orit h m s t h at ar e i n s pir e d b y t h e pr o c e s s of n at ur al s el e cti o n [ 1 4 6 ]. At e a c h g e n er ati o n, t h e

al g orit h m c r e at e s a p o p ul ati o n of c a n di d at e s ol uti o n s, a n d e v al u at e s t h eir fit n e s s. T h e fitt e st

s ol uti o n s ar e s el e ct e d f or r e pr o d u cti o n, a n d t h e o ff s pri n g ar e cr e at e d t hr o u g h cr o s s o v er a n d

m ut ati o n. T h e pr o c e s s r e p e at s u ntil t h e t er mi n ati o n c o n diti o n i s m et. Si m ul at e d A n n e ali n g

( S A) al g orit h m [ 1 2 9 ] i s a n ot h er gr a di e nt-fr e e l e ar ni n g al g orit h m i n s pir e d b y t h e pr o c e s s of

a n n e ali n g i n m et all ur g y, w h er e a m at eri al i s h e at e d a n d t h e n sl o wl y c o ol e d t o i n cr e a s e it s

cr y st al si z e a n d r e d u c e d ef e ct s. S A st art s wit h a hi g h ‘t e m p er at ur e’ t h at all o w s a c c e pt a n c e

of w or s e s ol uti o n s t o e s c a p e l o c al o pti m a, t h e n gr a d u all y c o ol s d o w n t o c o n v er g e o n a gl o b al

o pti m u m. G oi n g fr o m gr a di e nt d e s c e nt t o gr a di e nt-fr e e l e a r ni n g i s a si g ni fi c a nt c h a n g e i n t h e

tr ai ni n g pr o c e s s, w hi c h mi g ht bri n g n e w c h all e n g e s a n d o p p ort u niti e s.

8. 2. 2 A p pli c a ti o n s i n R e al-lif e D o m ai n s

A si d e fr o m t h e a p pli c ati o n s i n cl a s si fi c ati o n a n d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g, t h e n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s c a n al s o b e a p pli e d i n ot h er r e al-lif e d o m ai n s. O n e d o m ai n wit h gr e at p ot e nti al a n d a

n e e d f or i nt er pr et a bilit y f or s af et y r e a s o n s i s h e alt h c ar e. T h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s c a n b e u s e d

t o l e ar n di a g n o si s r ul e s fr o m a s et of p ati e nt s wit h di ff er e nt di a g n o s e s. T h e bi n ar y cl a s si fi c ati o n

t a s k o n t h e B C C d at a s et [ 1 2 2 ] i n S e cti o n 7. 5 s h o w s t h e m o d el’ s a bilit y t o di a g n o s e br e a st c a n c er

b a s e d o n t a b ul ar d at a of p ati e nt s’ r e si sti n, gl u c o s e, a g e, a n d B MI. A p art fr o m t a b ul ar d at a, m a n y

h e alt h c ar e a p pli c ati o n s i n v ol v e i m a g e- b a s e d 2 D / 3 D s c a n s [ 7 9 ] or ‘ti m e- s e ri e s’ p ati e nt r e c or d s [7 8 ].

T h e e n d-t o- e n d di ff er e nti a bilit y of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s all o w s i nt e gr ati o n wit h p o w erf ul

n e ur al c o m p o n e nt s s u c h a s C N N s, R N N s a n d tr a n sf or m er s f or pr o c e s si n g s u c h u n str u ct ur e d d at a,

a n d t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s c a n b e u s e d t o l e ar n t h e di a g n o si s r ul e s fr o m hi g h-l e v el f e at ur e s

e xtr a ct e d.

A n ot h er d o m ai n r e q uiri n g i nt er pr et a bilit y i s a n o m al y d et e cti o n i n c h e mi c al pr o c e s si n g. T h e w or k

i n [8 ] s h o w s a pr ot ot y p e of u si n g I L P a p pr o a c h e s (I L A S P [9 2 ] or F a st L A S [9 1 ]) t o l e ar n r ul e s t o

d et e ct pr o c e s s a n o m ali e s fr o m si m ul at e d a n d str u ct ur e d c h e mi c al pr o c e s s d at a. A g ai n, t h e e n d-

t o- e n d di ff er e nti a bilit y of t h e n e ur al D N F- b a s e d m o d el s c a n b e l e v er a g e d t o l e ar n fr o m r e al- v al u e d

ti m e- s eri e s d at a, a n d t h e s c al a bilit y a n d l a c k of r eli a n c e o n b a c k gr o u n d k n o wl e d g e c o m p ar e d t o

tr a diti o n al I L P a p pr o a c h e s m e a n t h at littl e d o m ai n k n o wl e d g e or h u m a n e n gi n e eri n g i s r e q uir e d t o

st art tr ai ni n g t h e m o d el.

Fi n all y, e n s uri n g t h e c orr e ct n e s s of L L M o ut p ut s h a s b e c o m e a ri si n g r e q uir e m e nt f or s af et y a n d

r eli a bilit y r e a s o n s, a n d v ari o u s n e ur o- s y m b oli c a p pr o a c h e s h a v e b e e n pr o p o s e d t o pr o vi d e l o gi c al

c o n str ai nt s t o L L M s. Ctrl- G [ 1 6 9 ] c o n str ai n s a n L L M wit h a di still a bl e Hi d d e n M ar k o v M o d el

( H M M) wit h l o gi c al c o n str ai nt s r e pr e s e nt e d a s d et er mi ni sti c fi nit e a ut o m at a ( D F A). At i nf er e n c e
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ti m e, t h e H M M i s c o n diti o n e d o n t h e D F A a n d t h e c o m p ut e d c o n diti o n al pr o b a bilit y i s u s e d t o

g ui d e L L M g e n er ati o n. S E M - C T R L [6 ] pr o p o s e s a n a p pr o a c h u si n g A n s w er S et Gr a m m ar ( A S G) t o

e n c o d e s y nt a cti c a n d s e m a nti c c o n str ai nt s wit h t o k e n-l e v el M o nt e C arl o Tr e e S e ar c h ( M C T S) t o

e n s ur e t h e c orr e ct n e s s of L L M o ut p ut s. A s u b s e q u e nt st u d y [ 5 ] b uil d s o n t o p of S E M - C T R L a n d

l e ar n s c o nt e xt- s e n siti v e c o n str ai nt s wit h I L A S P [9 2 ], r e m o vi n g t h e n e e d f or m a n u al e n gi n e eri n g of

t h e c o n str ai nt s. U si n g t h e bi dir e cti o n al n e ur al- bi v al e nt-l o gi c tr a n sl ati o n pr o p ert y, t h e n e ur al D N F-

b a s e d m o d el s c a n al s o b e u s e d t o e n c o d e or l e ar n l o gi c al c o n str ai nt s at t h e d e c o di n g pr o c e s s, a n d

t h e e n d-t o- e n d di ff er e nti a bilit y all o w s p ot e nti al i nt e gr ati o n a n d p ar all el i nf er e n c e, w hi c h t h e c urr e nt

a p pr o a c h e s l a c k.



Gr a d C A M Ei g e n C A M

( a ) C A M s of t h e C N N e n c o d e r c o n n e c t e d t o a n M L P
a c t o r.

Gr a d C A M Ei g e n C A M

( b ) C A M s of t h e C N N e n c o d e r c o n n e c t e d t o a n e u r al
D N F- M T a c t o r.

Fi g ur e 8. 2: Gr a d- C A M s [ 1 3 9 ] a n d Ei g e n C A M s [1 1 1 ] of t h e C N N s c o n n e ct e d t o a n M L P (8. 2 a )
a n d n e ur al D N F- M T ( 8. 2 b ) a ct or, at e a c h u ni q u e st e p i n t h e D o or C orri d or e n vir o n m e nt fr o m
S e cti o n 6. 3. 4 . F or e a c h s u b- fi g ur e, t h e l eft-t o- ri g ht c ol u m n s s h o w t h e ori gi n al i n p ut s t o t h e C N N,
t h e Gr a d- C A M s, a n d t h e Ei g e n C A M s i n or d er. F or e a c h c ell i n t h e C A M s, t h e l e s s gr e y e d- o ut it i s,
t h e hi g h er t h e a cti v ati o n it r e pr e s e nt s.
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arti fi ci al i nt elli g e n c e: a s ur v e y. N e u r al C o m p uti n g a n d A p pli c ati o n s , 3 6( 2 1): 1 2 8 0 9 – 1 2 8 4 4, 2 0 2 4.

[ 2 1] J o c k Bl a c k ar d.  C o v ert y p e.  U CI M a c hi n e L e ar ni n g R e p o sit or y, 1 9 9 8.  D OI:

htt p s: / / d oi. or g / 1 0. 2 4 4 3 2 / C 5 0 K 5 N.

[ 2 2] M ar k o B o h a n e c.  C ar E v al u ati o n.  U CI M a c hi n e L e ar ni n g R e p o sit or y, 1 9 8 8.  D OI:

htt p s: / / d oi. or g / 1 0. 2 4 4 3 2 / C 5 J P 4 8.

[ 2 3] A n dr e s C a m p er o, Al d o P ar ej a, Ti m Kli n g e r, J o s h Te n e n b a u m, a n d S e b a sti a n Ri e d el. L o gi c al

r ul e i n d u cti o n a n d t h e or y l e ar ni n g u si n g n e ur al t h e or e m pr o vi n g. C o R R , a b s / 1 8 0 9. 0 2 1 9 3,

2 0 1 8.

[ 2 4] Y u s hi C a o, Z hi mi n g Li, Ti a n p ei Y a n g, H a o Z h a n g, Y a n Z h e n g, Yi Li, Ji a n y e H a o, a n d Y a n g Li u.

G al oi s: b o o sti n g d e e p r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g vi a g e n er ali z a bl e l o gi c s y nt h e si s. I n P r o c e e di n g s

of t h e 3 6t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , NI P S ’ 2 2,

R e d H o o k, N Y, U S A, 2 0 2 4. C urr a n A s s o ci at e s I n c.

[ 2 5] Ál v a r o C h a o s, M a x Al d a n a, C arl o s E s pi n o s a- S ot o, B er e ni c e G ar cı́ a P o n c e d e L e ó n, A d ri-

a n a G a r a y Arr o y o, a n d El e n a R. Al v ar e z- B u yll a. Fr o m g e n e s t o fl o w er p att er n s a n d e v ol uti o n:

D y n a mi c m o d el s of g e n e r e g ul at or y n et w or k s. J o u r n al of Pl a nt G r o wt h R e g ul ati o n , 2 5( 4): 2 7 8 –

2 8 9, D e c 2 0 0 6.

[ 2 6] T h e o C h ar al a m b o u s, Y a ni v A s pi s, a n d Al e s s a n dr a R u s s o. N e ur alf a stl a s: F a st l o gi c- b a s e d

l e ar ni n g fr o m r a w d at a, 2 0 2 3.
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[ 2 7] M a xi m e C h e v ali er- B oi s v ert, B ol u n D ai, M ar k T o w er s, R o dri g o d e L a z c a n o, L u c a s Will e m s,

S al e m L a hl o u, S u m a n P al, P a bl o S a m u el C a str o, a n d J or d a n Terr y. Mi ni gri d & mi ni w orl d:

M o d ul ar & c u st o mi z a bl e r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g e n vir o n m e nt s f or g o al- ori e nt e d t a s k s. C o R R ,

a b s / 2 3 0 6. 1 3 8 3 1, 2 0 2 3.

[ 2 8] N uri Ci n gilli o gl u a n d Al e s s a n dr a R u s s o. pi x 2r ul e: E n d-t o- e n d n e ur o- s y m b oli c r ul e l e ar ni n g.

I n Art ur d’ A vil a G ar c e z a n d Er n e st o Ji m é n e z- R ui z, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 1 5t h I nt e r n a-

ti o n al W o r k s h o p o n N e u r al- S y m b oli c L e a r ni n g a n d R e a s o ni n g ( N e S y 2 0 2 1 ) a s p a rt of t h e 1 st

I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g & R e a s o ni n g (I J C L R 2 0 2 1 ) . C E U R W or k s h o p

Pr o c e e di n g s, 2 0 2 1.

[ 2 9] A n dr e w Cr o p p e r, S e b a stij a n D u m a n či ć, Ri c h a r d E v a n s, a n d St e p h e n H. M u g gl et o n. I n d u cti v e

l o gi c pr o gr a m mi n g at 3 0. M a c hi n e L e a r ni n g , 1 1 1( 1): 1 4 7 – 1 7 2, J a n 2 0 2 2.

[ 3 0] A n dr e w  Cr o p p e r a n d St e p h e n  H.  M u g gl et o n.  M et a g ol s y st e m.

htt p s: / / git h u b. c o m / m et a g ol / m et a g ol, 2 0 1 6.

[ 3 1] D a ni el C u n ni n gt o n, M ar k L a w, J or g e L o b o, a n d Al e s s a n dr a R u s s o. Ff n sl: Fe e d-f or w ar d n e ur al-

s y m b oli c l e ar n er. M a c hi n e L e a r ni n g , 1 1 2( 2): 5 1 5 – 5 6 9, Fe b 2 0 2 3.

[ 3 2] D a ni el C u n ni n gt o n, M ar k L a w, J or g e L o b o, a n d Al e s s a n dr a R u s s o. N e ur o- s y m b oli c l e ar ni n g

of a n s w er s et pr o gr a m s fr o m r a w d at a. I n E dit h El ki n d, e dit or, P r o c e e di n g s of t h e T hi rt y-

S e c o n d I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e, I J C AI- 2 3 , p a g e s 3 5 8 6 – 3 5 9 6.

I nt er n ati o n al J oi nt C o nf er e n c e s o n Arti fi ci al I nt elli g e n c e Or g a ni z ati o n, 8 2 0 2 3. M ai n Tr a c k.

[ 3 3] W a n g- Z h o u D ai a n d St e p h e n M u g gl et o n. A b d u cti v e k n o wl e d g e i n d u cti o n fr o m r a w d at a. I n

Z hi- H u a Z h o u, e dit or, P r o c e e di n g s of t h e T hi rti et h I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e o n A rti-

fi ci al I nt elli g e n c e, I J C AI- 2 1 , p a g e s 1 8 4 5 – 1 8 5 1. I nt er n ati o n al J oi nt C o nf er e n c e s o n Arti fi ci al

I nt elli g e n c e Or g a ni z ati o n, 8 2 0 2 1. M ai n Tr a c k.

[ 3 4] Al e s s a n dr o D a ni el e, T o m m a s o C a m p ari, S a g ar M al h otr a, a n d L u ci a n o S er a fi ni. D e e p s y m b oli c

l e ar ni n g: Di s c o v eri n g s y m b ol s a n d r ul e s fr o m p er c e pti o n s. I n E dit h El ki n d, e dit or, P r o c e e di n g s

of t h e T hi rt y- S e c o n d I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e, I J C AI- 2 3 , p a g e s

3 5 9 7 – 3 6 0 5. I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf er e n c e s o n Arti fi ci al I nt elli g e n c e Or g a ni z ati o n, 8 2 0 2 3.

M ai n Tr a c k.

[ 3 5] M ari a I. D a vi di c h a n d St ef a n B or n h ol dt. B o ol e a n n et w or k m o d el pr e di ct s c ell c y cl e s e q u e n c e

of fi s si o n y e a st. P L O S O N E , 3( 2): 1 – 8, 0 2 2 0 0 8.

[ 3 6] Art ur S. d’ A vil a G ar c e z a n d L uı́ s C. L a m b.  N e u r o s y m b oli c AI: t h e 3r d w a v e. C o R R ,

a b s / 2 0 1 2. 0 5 8 7 6, 2 0 2 0.

[ 3 7] L u c D e R a e dt, A n g eli k a Ki m mi g, a n d H a n n u T oi v o n e n. Pr o bl o g: a pr o b a bili sti c pr ol o g a n d

it s a p pli c ati o n i n li n k di s c o v er y. I n P r o c e e di n g s of t h e 2 0t h I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e

o n A rti fi c al I nt elli g e n c e , I J C AI’ 0 7, p a g e s 2 4 6 8 – 2 4 7 3, S a n Fr a n ci s c o, C A, U S A, 2 0 0 7. M or g a n

K a uf m a n n P u bli s h er s I n c.

[ 3 8] Oli v er D e a n e a n d Oli v er R a y. N e ur o- s y m b oli c i n v er s e c o n str ai n e d r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g.

I n L eil a ni H. Gil pi n, El e o n or a Gi u n c hi gli a, P a s c al Hit zl er, a n d E mil e v a n Kri e k e n, e dit or s,



BI B LI O G R A P H Y 1 4 9

P r o c e e di n g s of T h e 1 9t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r o s y m b oli c L e a r ni n g a n d R e a s o ni n g ,

v ol u m e 2 8 4 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 9 1 3 – 9 2 5. P M L R, 0 8 – 1 0 S e p

2 0 2 5.

[ 3 9] Q u e nti n D elf o s s e, Hi k ar u S hi n d o, D e v e n dr a D h a mi, a n d Kri sti a n K er sti n g. I nt er pr et a bl e a n d

e x pl ai n a bl e l o gi c al p oli ci e s vi a n e ur all y g ui d e d s y m b oli c a b str a cti o n. I n A. O h, T. N a u m a n n,

A. Gl o b er s o n, K. S a e n k o, M. H ar dt, a n d S. L e vi n e, e dit or s, A d v a n c e s i n N e u r al I nf o r m ati o n

P r o c e s si n g S y st e m s , v ol u m e 3 6, p a g e s 5 0 8 3 8 – 5 0 8 5 8. C urr a n A s s o ci at e s, I n c., 2 0 2 3.

[ 4 0] J a c o b D e vli n, Mi n g- Wei C h a n g, K e nt o n L e e, a n d Kri sti n a T o ut a n o v a. B E R T: Pr e-tr ai ni n g of

d e e p bi dir e cti o n al tr a n sf or m er s f or l a n g u a g e u n d er st a n di n g. I n Jill B ur st ei n, C hri st y D or a n,

a n d T h a m ar S ol ori o, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 2 0 1 9 C o nf e r e n c e of t h e N o rt h A m e ri c a n C h a p-

t e r of t h e A s s o ci ati o n f o r C o m p ut ati o n al Li n g ui sti c s: H u m a n L a n g u a g e Te c h n ol o gi e s, V ol u m e

1 ( L o n g a n d S h o rt P a p e r s ) , p a g e s 4 1 7 1 – 4 1 8 6, Mi n n e a p oli s, Mi n n e s ot a, J u n e 2 0 1 9. A s s o ci ati o n

f or C o m p ut ati o n al Li n g ui sti c s.

[ 4 1] T h o m a s G Di ett eri c h. Hi er ar c hi c al r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g wit h t h e m a x q v al u e f u n cti o n d e-

c o m p o siti o n. J o u r n al of a rti fi ci al i nt elli g e n c e r e s e a r c h , 1 3: 2 2 7 – 3 0 3, 2 0 0 0.

[ 4 2] Xi a o Di n g, Y u e Z h a n g, Ti n g Li u, a n d J u n w e n D u a n. D e e p l e ar ni n g f or e v e nt- dri v e n st o c k

pr e di cti o n. I n P r o c e e di n g s of t h e 2 4t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e ,

I J C AI’ 1 5, p a g e s 2 3 2 7 – 2 3 3 3. A A AI Pr e s s, 2 0 1 5.

[ 4 3] H o n g h u a D o n g, Ji a y u a n M a o, Ti a n Li n, C h o n g W a n g, Li h o n g Li, a n d D e n n y Z h o u. N e ur al

l o gi c m a c hi n e s. I n 7t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g R e p r e s e nt ati o n s, I C L R 2 0 1 9,

N e w O rl e a n s, L A, U S A, M a y 6- 9, 2 0 1 9 . O p e n R e vi e w. n et, 2 0 1 9.

[ 4 4] S a š o D ž e r o s ki, L u c D e R a e dt, a n d K urt Dri e s s e n s. R el ati o n al r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g. M a c hi n e

L e a r ni n g , 4 3( 1): 7 – 5 2, A pr 2 0 0 1.

[ 4 5] T h er e s a Ei m e r, M ari u s Li n d a u er, a n d R o b ert a R ail e a n u. H y p er p ar a m et er s i n r ei nf or c e m e nt

l e ar ni n g a n d h o w t o t u n e t h e m. I n P r o c e e di n g s of t h e 4 0t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a c hi n e

L e a r ni n g , I C M L’ 2 3. J M L R. or g, 2 0 2 3.

[ 4 6] T h o m a s Eit er, Gi o v a m b atti st a I a n ni, a n d T h o m a s Kr e n n w all n er. A n s w e r S et P r o g r a m mi n g:

A P ri m e r , p a g e s 4 0 – 1 1 0. S pri n g er B erli n H ei d el b er g, B erli n, H ei d el b er g, 2 0 0 9.

[ 4 7] L o g a n E n g str o m, A n dr e w Il y a s, S hi b a ni S a nt ur k ar, Di mitri s T si pr a s, Fir d a u s J a n o o s, L arr y

R u d ol p h, a n d Al e k s a n d er M a dr y. I m pl e m e nt ati o n m att er s i n d e e p rl: A c a s e st u d y o n p p o

a n d tr p o. I n I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g R e p r e s e nt ati o n s , 2 0 2 0.

[ 4 8] A n dr e E st e v a, Br ett K u pr el, R o b ert o A. N o v o a, J u sti n K o, S u s a n M. S w ett er, H el e n M.

Bl a u, a n d S e b a sti a n T hr u n. D er m at ol o gi st-l e v el cl a s si fi c ati o n of s ki n c a n c e r wit h d e e p n e ur al

n et w or k s. N at u r e , 5 4 2( 7 6 3 9): 1 1 5 – 1 1 8, Fe b 2 0 1 7.

[ 4 9] Ri c h ar d E v a n s, M at k o B o š nj a k, L a r s B u e si n g, K e vi n Elli s, D a vi d Pf a u, P u s h m e et K o hli, a n d

M ar e k S er g ot. M a ki n g s e n s e of r a w i n p ut ( e xt e n d e d a b str a ct). I n L u d D e R a e dt, e dit or, P r o-

c e e di n g s of t h e T hi rt y- Fi r st I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e, I J C AI-

2 2 , p a g e s 5 7 2 7 – 5 7 3 1. I nt er n ati o n al J oi nt C o nf er e n c e s o n Arti fi ci al I nt elli g e n c e Or g a ni z ati o n,

7 2 0 2 2. J o ur n al Tr a c k.
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[ 5 0] Ri c h ar d E v a n s a n d E d w ar d Gr ef e n st ett e. L e ar ni n g e x pl a n at or y r ul e s fr o m n oi s y d at a. J o u r n al

of A rti fi ci al I nt elli g e n c e R e s e a r c h , 6 1: 1 – 6 4, 2 0 1 8.

[ 5 1] Ri c h ar d E v a n s, J o s é H e r n á n d e z- O r all o, J o h a n n e s Wel bl, P u s h m e et K o hli, a n d M ar e k J. S er g ot.

M a ki n g s e n s e of s e n s or y i n p ut. C o R R , a b s / 1 9 1 0. 0 2 2 2 7, 2 0 1 9.

[ 5 2] A dri e n F a ur é, A u r éli e n N al di, Cl a u di n e C h a o ui y a, a n d D e ni s T hi e ffr y. D y n a mi c al a n al y si s

of a g e n eri c b o ol e a n m o d el f or t h e c o ntr ol of t h e m a m m ali a n c ell c y cl e. Bi oi nf o r m ati c s ,

2 2( 1 4): e 1 2 4 – e 1 3 1, 0 7 2 0 0 6.

[ 5 3] M ar c Fi s c h er, Mi sl a v B al u n o vi c, D a n a Dr a c h sl er- C o h e n, Ti m o n G e hr, C e Z h a n g, a n d M arti n

Ve c h e v. D L 2: Tr ai ni n g a n d q u er yi n g n e ur al n et w or k s wit h l o gi c. I n K a m ali k a C h a u d h uri a n d

R u sl a n S al a k h ut di n o v, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 3 6t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a c hi n e

L e a r ni n g , v ol u m e 9 7 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 1 9 3 1 – 1 9 4 1. P M L R,

0 9 – 1 5 J u n 2 0 1 9.

[ 5 4] Ri c ar d o Fit a s. N e ur o- s y m b oli c ai f or a d v a n c e d si g n al a n d i m a g e pr o c e s si n g: A r e vi e w of r e c e nt

tr e n d s a n d f ut ur e dir e cti o n s. I E E E A c c e s s , 1 3: 1 4 3 3 6 0 – 1 4 3 3 7 6, 2 0 2 5.

[ 5 5] D a ni el F ur el o s- Bl a n c o, M ar k L a w, A n d er s J o n s s o n, Kr y si a Br o d a, a n d Al e s s a n dr a R u s s o.

Hi er ar c hi e s of r e w ar d m a c hi n e s. I n P r o c e e di n g s of t h e 4 0t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a-

c hi n e L e a r ni n g (I C M L 2 0 2 3 ) , v ol u m e 2 0 2 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s

1 0 4 9 4 – 1 0 5 4 1. P M L R, 2 0 2 3.

[ 5 6] K u n G a o, K at s u mi I n o u e, Y o n g z hi C a o, a n d H a n pi n W a n g. A di ff er e nti a bl e fir st- or d er r ul e

l e ar n er f or i n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g. A rti fi ci al I nt elli g e n c e , 3 3 1: 1 0 4 1 0 8, 2 0 2 4.

[ 5 7] K u n G a o, H a n pi n W a n g, Y o n g z hi C a o, a n d K at s u mi I n o u e. L e ar ni n g fr o m i nt e r pr et ati o n

tr a n siti o n u si n g di ff er e nti a bl e l o gi c pr o gr a m mi n g s e m a nti c s. M a c hi n e L e a r ni n g , 1 1 1( 1): 1 2 3 –

1 4 5, J a n 2 0 2 2.

[ 5 8] L e o G a o, T o m D u pr e l a T o ur, H e n k Till m a n, G a bri el G o h, R aj a n Tr oll, Al e c R a df or d, Il y a

S ut s k e v er, J a n L ei k e, a n d J e ffr e y W u. S c ali n g a n d e v al u ati n g s p ar s e a ut o e n c o d er s. I n T h e

T hi rt e e nt h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g R e p r e s e nt ati o n s , 2 0 2 5.

[ 5 9] Xi a oji e G a o, Y u e mi n g Ji n, Qi D o u, a n d P h e n g- A n n H e n g. A ut o m ati c g e st ur e r e c o g niti o n i n

r o b ot- a s si st e d s ur g er y wit h r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g a n d tr e e s e ar c h. I n 2 0 2 0 I E E E I nt e r n ati o n al

C o nf e r e n c e o n R o b oti c s a n d A ut o m ati o n (I C R A ) , p a g e s 8 4 4 0 – 8 4 4 6, 2 0 2 0.

[ 6 0] Mi c h a el G elf o n d a n d Vl a di mir Lif s c hit z. T h e st a bl e m o d el s e m a nti c s f or l o gi c pr o gr a m mi n g.

I n R o b ert K o w al s ki, B o w e n, a n d K e n n et h, e dit or s, P r o c e e di n g s of I nt e r n ati o n al L o gi c P r o-

g r a m mi n g C o nf e r e n c e a n d S y m p o si u m , p a g e s 1 0 7 0 – 1 0 8 0. MI T Pr e s s, 1 9 8 8.

[ 6 1] A mir at a G h or b a ni, A b u b a k ar A bi d, a n d J a m e s Z o u. I nt er pr et ati o n of n e ur al n et w or k s i s

fr a gil e. P r o c e e di n g s of t h e A A AI C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e , 3 3( 0 1): 3 6 8 1 – 3 6 8 8, J ul.

2 0 1 9.

[ 6 2] El e o n or a Gi u n c hi gli a a n d T h o m a s L u k a si e wi c z. C o h er e nt hi er ar c hi c al m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n

n et w or k s. I n H. L ar o c h ell e, M. R a n z at o, R. H a d s ell, M. F. B al c a n, a n d H. Li n, e dit or s, A d v a n c e s
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i n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s, v ol u m e 3 3, p a g e s 9 6 6 2 – 9 6 7 3. C urr a n A s s o ci at e s,

I n c., 2 0 2 0.

[ 6 3] El e o n or a Gi u n c hi gli a, Al e x T at o mir, Mi h a el a C ă t ăli n a St oi a n, a n d T h o m a s L u k a si e wi c z.

C c n +: A n e ur o- s y m b oli c fr a m e w or k f or d e e p l e ar ni n g wit h r e q uir e m e nt s. I nt e r n ati o n al J o u r-

n al of A p p r o xi m at e R e a s o ni n g , 1 7 1: 1 0 9 1 2 4, 2 0 2 4. S y n er gi e s b et w e e n M a c hi n e L e ar ni n g a n d

R e a s o ni n g.

[ 6 4] Cl air e Gl a n oi s, Z h a o h ui Ji a n g, X u e ni n g Fe n g, P a ul We n g, M att hi e u Zi m m er, D o n g Li, W ul o n g

Li u, a n d Ji a n y e H a o. N e ur o- s y m b oli c hi er ar c hi c al r ul e i n d u cti o n. I n K a m ali k a C h a u d h uri, St e-

f a ni e J e g el k a, L e S o n g, C s a b a S z e p e s v ari, G a n g Ni u, a n d Si v a n S a b at o, e dit or s, P r o c e e di n g s of

t h e 3 9t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a c hi n e L e a r ni n g, v ol u m e 1 6 2 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e

L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 7 5 8 3 – 7 6 1 5. P M L R, 1 7 – 2 3 J ul 2 0 2 2.

[ 6 5] X a vi er Gl or ot a n d Y o s h u a B e n gi o. U n d er st a n di n g t h e di ffi c ult y of tr ai ni n g d e e p f e e df or w ar d

n e ur al n et w or k s. I n Ye e W h y e Te h a n d Mi k e Titt eri n gt o n, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e T hi r-

t e e nt h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e a n d St ati sti c s , v ol u m e 9 of P r o c e e d-

i n g s of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h, p a g e s 2 4 9 – 2 5 6, C hi a L a g u n a R e s ort, S ar di ni a, It al y, 1 3 – 1 5

M a y 2 0 1 0. P M L R.

[ 6 6] I a n J. G o o df ell o w, J e a n P o u g et- A b a di e, M e h di Mir z a, Bi n g X u, D a vi d W ar d e- F arl e y, S h erjil

O z air, A ar o n C o ur vill e, a n d Y o s h u a B e n gi o. G e n er ati v e a d v er s ari al n et s. I n P r o c e e di n g s of t h e

2 8t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s - V ol u m e 2 , NI P S’ 1 4,

p a g e s 2 6 7 2 – 2 6 8 0, C a m bri d g e, M A, U S A, 2 0 1 4. MI T Pr e s s.

[ 6 7] A u d o b o n S o ci et y Fi el d G ui d e. M u s hr o o m. U CI M a c hi n e L e ar ni n g R e p o sit or y, 1 9 8 1. D OI:

htt p s: / / d oi. or g / 1 0. 2 4 4 3 2 / C 5 9 5 9 T.

[ 6 8] M. M. G u pt a a n d J. Qi. T h e or y of t- n or m s a n d f u z z y i nf er e n c e m et h o d s. F u z z y S et s a n d

S y st e m s , 4 0( 3): 4 3 1 – 4 5 0, 1 9 9 1. F u z z y L o gi c a n d U n c ert ai nt y M o d elli n g.

[ 6 9] C h arl e s R. H arri s, K. J arr o d Mill m a n, St éf a n J. v a n d e r W alt, R alf G o m m er s, P a uli Vir-

t a n e n, D a vi d C o ur n a p e a u, Eri c Wi e s er, J uli a n T a yl or, S e b a sti a n B er g, N at h a ni el J. S mit h,

R o b ert K er n, M atti Pi c u s, St e p h a n H o y e r, M art e n H. v a n K er k wij k, M att h e w Br ett, All a n

H al d a n e, J ai m e Fer n á n d e z d el Rı́ o, M a r k Wi e b e, P e ar u P et er s o n, Pi err e G é r a r d- M a r c h a nt,

K e vi n S h e p p ar d, T yl er R e d d y, W arr e n We c k e s s er, H a m e er A b b a si, C hri st o p h G o hl k e, a n d

Tr a vi s E. Oli p h a nt. Arr a y pr o gr a m mi n g wit h N u m P y. N at u r e , 5 8 5( 7 8 2 5): 3 5 7 – 3 6 2, S e pt e m b er

2 0 2 0.

[ 7 0] Ji a n xi n g H e, S all y L. B a xt er, Ji e X u, Ji mi n g X u, Xi n gt a o Z h o u, a n d K a n g Z h a n g. T h e

pr a cti c al i m pl e m e nt ati o n of arti fi ci al i nt elli g e n c e t e c h n ol o gi e s i n m e di ci n e. N at u r e M e di ci n e ,

2 5( 1): 3 0 – 3 6, J a n 2 0 1 9.

[ 7 1] Xi y a n g H u, C y nt hi a R u di n, a n d M ar g o S elt z er. O pti m al s p ar s e d e ci si o n tr e e s. I n H. W all a c h,

H. L ar o c h ell e, A. B e y g el zi m er, F. d 'Al c h é- B u c, E. F o x, a n d R. G ar n ett, e dit or s, A d v a n c e s i n

N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , v ol u m e 3 2, p a g e s 7 2 6 5 – 7 2 7 3. C urr a n A s s o ci at e s, I n c.,

2 0 1 9.
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[ 7 2] S h e n g yi H u a n g, R o u s sl a n Fer n a n d J uli e n D o s s a, C h a n g Ye, J e ff Br a g a, Di p a m C h a kr a b ort y,

Ki n al M e ht a, a n d J o ã o G. M. A r a új o. Cl e a n rl: Hi g h- q u alit y si n gl e- fil e i m pl e m e nt ati o n s of d e e p

r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g al g orit h m s. J o u r n al of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , 2 3( 2 7 4): 1 – 1 8, 2 0 2 2.

[ 7 3] R o dri g o T or o I c art e, T or y n Kl a s s e n, Ri c h ar d V al e n z a n o, a n d S h eil a M cIlr ait h. U si n g r e w ar d

m a c hi n e s f or hi g h-l e v el t a s k s p e ci fi c ati o n a n d d e c o m p o siti o n i n r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g. I n

J e n nif er D y a n d A n dr e a s Kr a u s e, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 3 5t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n

M a c hi n e L e a r ni n g , v ol u m e 8 0 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 2 1 0 7 – 2 1 1 6.

P M L R, 1 0 – 1 5 J ul 2 0 1 8.

[ 7 4] K at s u mi I n o u e, T o n y Ri b eir o, a n d C hi a ki S a k a m a. L e ar ni n g fr o m i nt er pr et ati o n tr a n siti o n.

M a c hi n e L e a r ni n g , 9 4( 1): 5 1 – 7 9, J a n 2 0 1 4.

[ 7 5] A d a m I s h a y, Z h u n Y a n g, a n d J o o h y u n g L e e. L e v er a gi n g l ar g e l a n g u a g e m o d el s t o g e n er at e

a n s w er s et pr o gr a m s. I n P r o c e e di n g s of t h e 2 0t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n P ri n ci pl e s of

K n o wl e d g e R e p r e s e nt ati o n a n d R e a s o ni n g , K R ’ 2 3, 2 0 2 3.

[ 7 6] Si d d h a nt M. J a y a k u m ar, R a z v a n P a s c a n u, J a c k W. R a e, Si m o n O si n d er o, a n d Eri c h El s e n.

T o p- k a st: t o p- k al w a y s s p ar s e tr ai ni n g. I n P r o c e e di n g s of t h e 3 4t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e

o n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , NI P S ’ 2 0, R e d H o o k, N Y, U S A, 2 0 2 0. C urr a n

A s s o ci at e s I n c.

[ 7 7] Z h e n g y a o Ji a n g a n d S h a n L u o. N e ur al l o gi c r ei nf or c e m e nt l e ar ni n g. I n K a m ali k a C h a u d h uri

a n d R u sl a n S al a k h ut di n o v, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 3 6t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a-

c hi n e L e a r ni n g , v ol u m e 9 7 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 3 1 1 0 – 3 1 1 9.

P M L R, 0 9 – 1 5 J u n 2 0 1 9.

[ 7 8] Ali st air J o h n s o n, L u c a s B ul g ar elli, T o m P oll ar d, Bri a n G o w, B e nj a mi n M o o d y, St e v e n H or n g,

L e o A nt h o n y C eli, a n d R o g er M ar k. MI MI C-I V, 2 0 2 4.

[ 7 9] Ali st air J o h n s o n, T o m P oll ar d, R o g er M ar k, S et h B er k o wit z, a n d St e v e n H or n g. MI MI C- C X R

D at a b a s e, 2 0 2 4.

[ 8 0] L e sli e P a c k K a el bli n g, Mi c h a el L. Litt m a n, a n d A nt h o n y R. C a s s a n dr a. Pl a n ni n g a n d a cti n g

i n p arti all y o b s e r v a bl e st o c h a sti c d o m ai n s. A rti fi ci al I nt elli g e n c e , 1 0 1( 1): 9 9 – 1 3 4, 1 9 9 8.

[ 8 1] J ar e d K a pl a n, S a m M c C a n dli s h, T o m H e ni g h a n, T o m B. Br o w n, B e nj a mi n C h e s s, R e w o n

C hil d, S c ott Gr a y, Al e c R a df or d, J e ffr e y W u, a n d D ari o A m o d ei. S c ali n g l a w s f or n e ur al

l a n g u a g e m o d el s. C o R R , a b s / 2 0 0 1. 0 8 3 6 1, 2 0 2 0.

[ 8 2] St u art K a u ff m a n. H o m e o st a si s a n d di ff er e nti ati o n i n r a n d o m g e n eti c c o ntr ol n et w or k s. N at u r e ,

2 2 4( 5 2 1 5): 1 7 7 – 1 7 8, O ct 1 9 6 9.

[ 8 3] Al e x K e n d all, J e ffr e y H a w k e, D a vi d J a n z, Pr z e m y sl a w M a z ur, D a ni el e R e d a, J o h n- M ar k

All e n, Vi n h- Di e u L a m, Al e x B e wl e y, a n d A m ar S h a h. L e ar ni n g t o dri v e i n a d a y. C o R R ,

a b s / 1 8 0 7. 0 0 4 1 2, 2 0 1 8.

[ 8 4] D ai ki Ki m ur a, M a s a ki O n o, S u b h ajit C h a u d h ur y, R y o s u k e K o hit a, A kif u mi W a c hi, D o n J o v e n

A gr a v a nt e, Mi c hi a ki T at s u b ori, A si m M u n a w ar, a n d Al e x a n d er Gr a y. N e ur o- s y m b oli c r ei n-

f or c e m e nt l e ar ni n g wit h fir st- or d er l o gi c. I n M ari e- Fr a n ci n e M o e n s, X u a nji n g H u a n g, L u ci a
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S p e ci a, a n d S c ott We n-t a u Yi h, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 2 0 2 1 C o nf e r e n c e o n E m pi ri c al

M et h o d s i n N at u r al L a n g u a g e P r o c e s si n g , p a g e s 3 5 0 5 – 3 5 1 1, O nli n e a n d P u nt a C a n a, D o mi ni-

c a n R e p u bli c, N o v e m b er 2 0 2 1. A s s o ci ati o n f or C o m p ut ati o n al Li n g ui sti c s.

[ 8 5] Pi et er- J a n Ki n d er m a n s, S ar a H o o k er, J uli u s A d e b a y o, M a xi mili a n Al b er, Kri st of T. S c h ü t t,

S v e n D ä h n e, D u mit r u E r h a n, a n d B e e n Ki m. T h e ( U n ) r eli a bilit y of S ali e n c y M et h o d s , p a g e s

2 6 7 – 2 8 0. S pri n g er I nt er n ati o n al P u bli s hi n g, C h a m, 2 0 1 9.

[ 8 6] Di e d eri k P. Ki n g m a a n d Ji m m y B a. A d a m: A m et h o d f or st o c h a sti c o pti mi z ati o n. 2 0 1 4.

[ 8 7] Di e d eri k P. Ki n g m a a n d Ji m m y B a. A d a m: A m et h o d f or st o c h a sti c o pti mi z ati o n. I n Y o s h u a

B e n gi o a n d Y a n n L e C u n, e dit or s, 3 r d I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g R e p r e s e nt ati o n s,

I C L R 2 0 1 5, S a n Di e g o, C A, U S A, M a y 7- 9, 2 0 1 5, C o nf e r e n c e Tr a c k P r o c e e di n g s , 2 0 1 5.

[ 8 8] P a n g Wei K o h, T h a o N g u y e n, Ye w Si a n g T a n g, St e p h e n M u s s m a n n, E m m a Pi er s o n, B e e n

Ki m, a n d P er c y Li a n g. C o n c e pt b ottl e n e c k m o d el s. I n I C M L, p a g e s 5 3 3 8 – 5 3 4 8, 2 0 2 0.

[ 8 9] J a m e s K ot ar y a n d Fer di n a n d o Fi or ett o. L e ar ni n g c o n str ai n e d o pti mi z ati o n wit h d e e p a u g-

m e nt e d l a gr a n gi a n m et h o d s, 2 0 2 4.

[ 9 0] Al e x Kri z h e v s k y, Il y a S ut s k e v er, a n d G e o ffr e y E. Hi nt o n. I m a g e n et cl a s si fi c ati o n wit h d e e p

c o n v ol uti o n al n e ur al n et w or k s. I n P r o c e e di n g s of t h e 2 6t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r al

I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s - V ol u m e 1 , NI P S’ 1 2, p a g e s 1 0 9 7 – 1 1 0 5, R e d H o o k, N Y, U S A,

2 0 1 2. C urr a n A s s o ci at e s I n c.

[ 9 1] M ar k L a w, Al e s s a n dr a R u s s o, Eli s a B erti n o, Kr y si a B r o d a, a n d J or g e L o b o. F a stl a s: S c al a bl e

i n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g i n c or p or ati n g d o m ai n- s p e ci fi c o pti mi s ati o n crit eri a. P r o c e e di n g s

of t h e A A AI C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e , 3 4( 0 3): 2 8 7 7 – 2 8 8 5, A pr. 2 0 2 0.

[ 9 2] M ar k L a w, Al e s s a n dr a R u s s o, a n d Kr y si a Br o d a. T h e c o m pl e xit y a n d g e n e r alit y of l e ar ni n g

a n s w er s et pr o gr a m s. A rti fi ci al I nt elli g e n c e , 2 5 9: 1 1 0 – 1 4 6, 2 0 1 8.

[ 9 3] M o s h e L e s h n o, Vl a di mir Y a. Li n, All a n Pi n k u s, a n d S hi m o n S c h o c k e n. M ultil a y er f e e df or w ar d

n et w or k s wit h a n o n p ol y n o mi al a cti v ati o n f u n cti o n c a n a p pr o xi m at e a n y f u n cti o n. N e u r al

N et w o r k s , 6( 6): 8 6 1 – 8 6 7, 1 9 9 3.

[ 9 4] F a n gti n g Li, T a o L o n g, Yi n g L u, Qi O u y a n g, a n d C h a o T a n g. T h e y e a st c ell- c y cl e n et w or k i s

r o b u stl y d e si g n e d. P r o c e e di n g s of t h e N ati o n al A c a d e m y of S ci e n c e s , 1 0 1( 1 4): 4 7 8 1 – 4 7 8 6, 2 0 0 4.

[ 9 5] Vl a di mir Lif s c hit z. A n s w e r s et p r o g r a m mi n g . S pri n g er N at ur e, C h a m, S wit z erl a n d, 2 0 1 9.

[ 9 6] Z h o n g Qi u Li n, M o h a m m a d J a v a d S h a fi e e, St a ni sl a v B o c h k ar e v, Mi c h a el St. J ul e s, Xi a o y u

W a n g, a n d Al e x a n d er W o n g. D o e x pl a n ati o n s r e fl e ct d e ci si o n s ? A m a c hi n e- c e ntri c str at e g y

t o q u a ntif y t h e p erf or m a n c e of e x pl ai n a bilit y al g orit h m s. C o R R , a b s / 1 9 1 0. 0 7 3 8 7, 2 0 1 9.

[ 9 7] Il y a L o s h c hil o v a n d Fr a n k H utt er. D e c o u pl e d w ei g ht d e c a y r e g ul ari z ati o n. I n 7t h I nt e r n ati o n al

C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g R e p r e s e nt ati o n s, I C L R 2 0 1 9, N e w O rl e a n s, L A, U S A, M a y 6- 9, 2 0 1 9 .

O p e n R e vi e w. n et, 2 0 1 9.

[ 9 8] C hri st o s L o ui z o s, M a x Welli n g, a n d Di e d eri k P. Ki n g m a. L e ar ni n g s p ar s e n e ur al n et w or k s

t hr o u g h l0 r e g ul ari z ati o n. I n I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n L e a r ni n g R e p r e s e nt ati o n s , 2 0 1 8.
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[ 9 9] S c ott M. L u n d b er g a n d S u-I n L e e. A u ni fi e d a p pr o a c h t o i nt er pr eti n g m o d el pr e di cti o n s.

A d v a n c e s i n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , 3 0: 4 7 6 5 – 4 7 7 4, 2 0 1 7.

[ 1 0 0] Alir e z a M a k h z a ni a n d Br e n d a n Fr e y. k- s p ar s e a ut o e n c o d er s. 2 0 1 4.

[ 1 0 1] R o bi n M a n h a e v e, S e b a stij a n D u m a n ci c, A n g eli k a Ki m mi g, T h o m a s D e m e e st er, a n d L u c

D e R a e dt. D e e p pr o bl o g: N e ur al pr o b a bili sti c l o gi c pr o gr a m mi n g. I n S. B e n gi o, H. W all a c h,

H. L ar o c h ell e, K. Gr a u m a n, N. C e s a- Bi a n c hi, a n d R. G ar n ett, e dit or s, A d v a n c e s i n N e u r al

I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , v ol u m e 3 1. C urr a n A s s o ci at e s, I n c., 2 0 1 8.

[ 1 0 2] R o bi n M a n h a e v e, Gi u s e p p e M arr a, a n d L u c D e R a e dt. A p pr o xi m at e I nf er e n c e f or N e ur al

Pr o b a bili sti c L o gi c Pr o gr a m mi n g. I n P r o c e e di n g s of t h e 1 8t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n

P ri n ci pl e s of K n o wl e d g e R e p r e s e nt ati o n a n d R e a s o ni n g , p a g e s 4 7 5 – 4 8 6, 1 1 2 0 2 1.

[ 1 0 3] A n dr ei M ar g el oi u, M att h e w A s h m a n, U m a n g B h att, Y a n z hi C h e n, M at ej a J a m ni k, a n d A dri a n

Well er. D o c o n c e pt b ottl e n e c k m o d el s l e ar n a s i nt e n d e d ? C o R R , a b s / 2 1 0 5. 0 4 2 8 9, 2 0 2 1.

[ 1 0 4] S c ott M a y er M c Ki n n e y, M ar ci n Si e ni e k, V ar u n G o d b ol e, J o n at h a n G o d wi n, N at a s h a

A ntr o p o v a, H ut a n A s hr a fi a n, Tr e v or B a c k, M ar y C h e s u s, Gr e g S. C orr a d o, Ar a D ar zi, M o z zi-

y ar Et e m a di, Fl or e n ci a G ar ci a- Vi c e nt e, Fi o n a J. Gil b ert, M ar k H alli n g- Br o w n, D e mi s H a s s-

a bi s, S u n n y J a n s e n, Al a n K art hi k e s ali n g a m, C hri st o p h er J. K ell y, D o mi ni c Ki n g, J o s e p h R.

L e d s a m, D a vi d M el ni c k, H or m u z M o st o fi, Lil y P e n g, J o s h u a J a y R ei c h er, B er n ar di n o R o m er a-

P ar e d e s, Ri c h ar d Si d e b ott o m, M u st af a S ul e y m a n, D a ni el T s e, K e n n et h C. Y o u n g, J e ffr e y

D e F a u w, a n d S hr a v y a S h ett y. I nt er n ati o n al e v al u ati o n of a n ai s y st e m f or br e a st c a n c er

s cr e e ni n g. N at u r e , 5 7 7( 7 7 8 8): 8 9 – 9 4, J a n 2 0 2 0.

[ 1 0 5] P a s q u al e Mi n er vi ni, M at k o B o s nj a k, Ti m R o c kt ä s c h el, S e b a sti a n Ri e d el, a n d E d w ar d Gr ef e n-

st ett e. Di ff e r e nti a bl e r e a s o ni n g o n l ar g e k n o wl e d g e b a s e s a n d n at ur al l a n g u a g e. I n P r o c e e di n g s

of t h e A A AI C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e ( A A AI 2 0 2 0 ) , p a g e s 5 1 8 2 – 5 1 9 0, 2 0 2 0.

[ 1 0 6] P a s q u al e Mi n er vi ni, M at k o B o s nj a k, Ti m R o c kt ä s c h el, a n d S e b a sti a n Ri e d el. T o w ar d s n e ur al

t h e or e m pr o vi n g at s c al e, 2 0 1 8.

[ 1 0 7] V ol o d y m yr M ni h, A dri a P ui g d o m e n e c h B a di a, M e h di Mir z a, Al e x Gr a v e s, Ti m ot h y Lilli cr a p,

Ti m H arl e y, D a vi d Sil v er, a n d K or a y K a v u k c u o gl u. A s y n c hr o n o u s m et h o d s f or d e e p r ei nf or c e-

m e nt l e ar ni n g. I n M ari a Fl ori n a B al c a n a n d Kili a n Q. Wei n b er g er, e dit or s, P r o c e e di n g s of T h e

3 3 r d I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a c hi n e L e a r ni n g , v ol u m e 4 8 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e

L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 1 9 2 8 – 1 9 3 7, N e w Y or k, N e w Y or k, U S A, 2 0 – 2 2 J u n 2 0 1 6. P M L R.

[ 1 0 8] V ol o d y m yr M ni h, K or a y K a v u k c u o gl u, D a vi d Sil v er, A n dr ei A. R u s u, J o el Ve n e s s, M ar c G.

B ell e m ar e, Al e x Gr a v e s, M arti n Ri e d mill er, A n dr e a s K. Fi dj el a n d, G e or g O str o v s ki, Sti g P e-

t er s e n, C h arl e s B e atti e, A mir S a di k, I o a n ni s A nt o n o gl o u, H el e n Ki n g, D h ar s h a n K u m ar a n,

D a a n Wi er str a, S h a n e L e g g, a n d D e mi s H a s s a bi s. H u m a n-l e v el c o ntr ol t hr o u g h d e e p r ei n-

f or c e m e nt l e ar ni n g. N at u r e , 5 1 8( 7 5 4 0): 5 2 9 – 5 3 3, Fe b 2 0 1 5.

[ 1 0 9] St e p h e n M u g gl et o n. I n v er s e e nt ail m e nt a n d pr o g ol. N e w G e n e r ati o n C o m p uti n g , 1 3( 3): 2 4 5 –

2 8 6, D e c 1 9 9 5.
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[ 1 1 0] St e p h e n M u g gl et o n a n d L u c d e R a e dt. I n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g: T h e or y a n d m et h o d s.

T h e J o u r n al of L o gi c P r o g r a m mi n g , 1 9- 2 0: 6 2 9 – 6 7 9, 1 9 9 4. S p e ci al I s s u e: Te n Ye ar s of L o gi c

Pr o gr a m mi n g.

[ 1 1 1] M o h a m m e d B a n y M u h a m m a d a n d M o h a m m e d Ye a si n. Ei g e n- c a m: Cl a s s a cti v ati o n m a p u si n g

pri n ci p al c o m p o n e nt s. I n 2 0 2 0 i nt e r n ati o n al j oi nt c o nf e r e n c e o n n e u r al n et w o r k s (I J C N N ) ,

p a g e s 1 – 7. I E E E, 2 0 2 0.

[ 1 1 2] Y ati n N a n d w a ni, A b hi s h e k P at h a k, M a u s a m, a n d P ar a g Si n gl a. A pri m al d u al f or m ul ati o n

f or d e e p l e ar ni n g wit h c o n str ai nt s. I n H. W all a c h, H. L ar o c h ell e, A. B e y g el zi m er, F. d 'Al c h é-

B u c, E. F o x, a n d R. G ar n ett, e dit or s, A d v a n c e s i n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s ,

v ol u m e 3 2. C urr a n A s s o ci at e s, I n c., 2 0 1 9.

[ 1 1 3] M ar ci o Ni c ol a u, A n d er s o n R. T a v ar e s, Z hi w ei Z h a n g, P e dr o H. C. A v el ar, J o ã o M a r c o s Fl a c h,

L ui s D C L a m b, a n d M o s h e V ar di. U n d e r st a n di n g b o ol e a n f u n cti o n l e ar n a bilit y o n d e e p

n e ur al n et w or k s: P a c l e ar ni n g m e et s n e ur o s y m b oli c m o d el s. I n L eil a ni H. Gil pi n, El e o n or a

Gi u n c hi gli a, P a s c al Hit zl er, a n d E mil e v a n Kri e k e n, e dit or s, P r o c e e di n g s of T h e 1 9t h I nt e r-

n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r o s y m b oli c L e a r ni n g a n d R e a s o ni n g , v ol u m e 2 8 4 of P r o c e e di n g s of

M a c hi n e L e a r ni n g R e s e a r c h , p a g e s 7 1 9 – 7 3 5. P M L R, 0 8 – 1 0 S e p 2 0 2 5.

[ 1 1 4] T h e o Ol a u s s o n, Al e x G u, B e n Li p ki n, C e d e g a o Z h a n g, Ar m a n d o S ol ar- L e z a m a, J o s h u a Te n e n-

b a u m, a n d R o g er L e v y. LI N C: A n e ur o s y m b oli c a p pr o a c h f or l o gi c al r e a s o ni n g b y c o m bi ni n g

l a n g u a g e m o d el s wit h fir st- or d er l o gi c pr o v er s. I n H o u d a B o u a m or, J u a n Pi n o, a n d K ali k a

B ali, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 2 0 2 3 C o nf e r e n c e o n E m pi ri c al M et h o d s i n N at u r al L a n g u a g e

P r o c e s si n g , p a g e s 5 1 5 3 – 5 1 7 6, Si n g a p or e, D e c e m b er 2 0 2 3. A s s o ci ati o n f or C o m p ut ati o n al Li n-

g ui sti c s.

[ 1 1 5] O p e n AI. O p e n ai b a s eli n e s: A c ktr & a 2 c. h t t p s : / / o p e n a i . c o m / i n d e x / o p e n a i - b a s e l i n e s -

a c k t r - a 2 c / , A u g 2 0 1 7.

[ 1 1 6] O p e n AI. I ntr o d u ci n g g pt- 5. h t t p s : / / o p e n a i . c o m / i n d e x / i n t r o d u c i n g - g p t - 5 / , 2 0 2 5. A c-

c e s s e d: 2 0 2 5- 1 0- 2 8.

[ 1 1 7] O p e n AI. S or a 2 i s h er e. h t t p s : / / o p e n a i . c o m / i n d e x / s o r a - 2 / , S e pt e m b er 2 0 2 5. Vi d e o a n d

a u di o g e n er ati o n m o d el r el e a s e.

[ 1 1 8] L o n g O u y a n g, J e ffr e y W u, X u Ji a n g, Di o g o Al m ei d a, C arr oll W ai n wri g ht, P a m el a Mi s h ki n,

C h o n g Z h a n g, S a n d hi ni A g ar w al, K at ari n a Sl a m a, Al e x R a y, J o h n S c h ul m a n, J a c o b Hilt o n,

Fr a s er K elt o n, L u k e Mill er, M a d di e Si m e n s, A m a n d a A s k ell, P et er Weli n d er, P a ul F C hri s-

ti a n o, J a n L ei k e, a n d R y a n L o w e. Tr ai ni n g l a n g u a g e m o d el s t o f oll o w i n str u cti o n s wit h h u m a n

f e e d b a c k. A d v a n c e s i n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g S y st e m s , 3 5: 2 7 7 3 0 – 2 7 7 4 4, 2 0 2 2.

[ 1 1 9] Li a n g mi n g P a n, Al o n Al b al a k, Xi n yi W a n g, a n d Willi a m W a n g. L o gi c- L M: E m p o w eri n g l ar g e

l a n g u a g e m o d el s wit h s y m b oli c s ol v er s f or f ait hf ul l o gi c al r e a s o ni n g. I n H o u d a B o u a m or, J u a n

Pi n o, a n d K ali k a B ali, e dit or s, Fi n di n g s of t h e A s s o ci ati o n f o r C o m p ut ati o n al Li n g ui sti c s:

E M N L P 2 0 2 3 , p a g e s 3 8 0 6 – 3 8 2 4, Si n g a p or e, D e c e m b er 2 0 2 3. A s s o ci ati o n f or C o m p ut ati o n al

Li n g ui sti c s.

https://openai.com/index/openai-baselines-acktr-a2c/
https://openai.com/index/openai-baselines-acktr-a2c/
https://openai.com/index/introducing-gpt-5/
https://openai.com/index/sora-2/
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[ 1 2 0] M o hit P a n d e y, Mi c h a el Fer n a n d e z, Fr a n c e s c o G e ntil e, Ol e x a n dr I s a y e v, Al e x a n d er Tr o p s h a,

A br a h a m C. St er n, a n d Art e m C h er k a s o v. T h e tr a n sf or m ati o n al r ol e of g p u c o m p uti n g a n d

d e e p l e ar ni n g i n dr u g di s c o v er y. N at u r e M a c hi n e I nt elli g e n c e , 4( 3): 2 1 1 – 2 2 1, M ar 2 0 2 2.

[ 1 2 1] R o k o P ar a ć, L o r e n z o N o d a ri, L e o Ar d o n, D a ni el F ur el o s- Bl a n c o, Fe d eri c o C er utti, a n d Al e s s a n-

dr a R u s s o. L e ar ni n g r o b u st r e w ar d m a c hi n e s fr o m n oi s y l a b el s. I n P r o c e e di n g s of t h e 2 1 st

I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n P ri n ci pl e s of K n o wl e d g e R e p r e s e nt ati o n a n d R e a s o ni n g , K R ’ 2 4,

2 0 2 4.

[ 1 2 2] Mi g u el P atrı́ ci o, J o s é P e r ei r a, J o a n a Cri s ó s t o m o, P a ul o M at af o m e, M a n u el G o m e s, R a q u el

S ei ç a, a n d Fr a n ci s c o C ar a m el o. U si n g r e si sti n, gl u c o s e, a g e a n d b mi t o pr e di ct t h e pr e s e n c e of

br e a st c a n c er. B M C C a n c e r , 1 8( 1): 2 9, J a n 2 0 1 8.

[ 1 2 3] Ali P a y a ni a n d F ar a m ar z Fe kri. I n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g vi a di ff er e nti a bl e d e e p n e ur al

l o gi c n et w or k s. C o R R , a b s / 1 9 0 6. 0 3 5 2 3, 2 0 1 9.

[ 1 2 4] Vi n c e nt P err e a ult, K at s u mi I n o u e, Ri c h ar d L a bi b, a n d Al ai n H ert z. N e ur al l o gi c n et w or k s f or

i nt er pr et a bl e cl a s si fi c ati o n, 2 0 2 5.

[ 1 2 5] Yi n J u n P h u a a n d K at s u mi I n o u e. V ari a bl e a s si g n m e nt i n v ari a nt n e ur al n et w or k s f or l e ar ni n g

l o gi c pr o gr a m s. I n T ar e k R. B e s ol d, Art ur d’ A vil a G ar c e z, Er n e st o Ji m e n e z- R ui z, R o b ert o

C o nf al o ni eri, Pr a n a v a M a d h y a st h a, a n d B e n e di kt W a g n er, e dit or s, N e u r al- S y m b oli c L e a r ni n g

a n d R e a s o ni n g , p a g e s 4 7 – 6 1, C h a m, 2 0 2 4. S pri n g er N at ur e S wit z erl a n d.

[ 1 2 6] P ot a s s c o, t h e P ot s d a m A n s w er S et S ol vi n g C oll e cti o n. Cli n g o: A gr o u n d er a n d s ol v er f or l o gi c

pr o gr a m s., 2 0 2 2.

[ 1 2 7] M arti n L. P ut e r m a n. M ar k o v d e ci si o n pr o c e s s e s. I n St o c h a sti c M o d el s , v ol u m e 2 of H a n d b o o k s

i n O p e r ati o n s R e s e a r c h a n d M a n a g e m e nt S ci e n c e, p a g e s 3 3 1 – 4 3 4. El s e vi er, 1 9 9 0.

[ 1 2 8] L u c d e R a e dt, S e b a stij a n D u m a n či ć, R o bi n M a n h a e v e, a n d Gi u s e p p e M arr a. Fr o m st ati sti c al

r el ati o n al t o n e ur o- s y m b oli c arti fi ci al i nt elli g e n c e. I n C hri sti a n B e s si er e, e dit or, P r o c e e di n g s of

t h e T w e nt y- Ni nt h I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e, I J C AI- 2 0 , p a g e s

4 9 4 3 – 4 9 5 0. I nt e r n ati o n al J oi nt C o nf er e n c e s o n Arti fi ci al I nt elli g e n c e Or g a ni z ati o n, 7 2 0 2 0.

S ur v e y tr a c k.

[ 1 2 9] L. M. R a s di R er e, M o h a m a d I v a n F a n a n y, a n d A ni ati M ur ni Ar y m urt h y. Si m ul at e d a n n e al-

i n g al g orit h m f or d e e p l e ar ni n g. P r o c e di a C o m p ut e r S ci e n c e , 7 2: 1 3 7 – 1 4 4, 2 0 1 5. T h e T hir d

I nf or m ati o n S y st e m s I nt er n ati o n al C o nf er e n c e 2 0 1 5.

[ 1 3 0] M ar c o T uli o Ri b eir o, S a m e er Si n g h, a n d C arl o s G u e stri n. ” w h y s h o ul d i tr u st y o u ? ”: E x pl ai n-

i n g t h e pr e di cti o n s of a n y cl a s si fi er. I n P r o c e e di n g s of t h e 2 2 n d A C M SI G K D D I nt e r n ati o n al

C o nf e r e n c e o n K n o wl e d g e Di s c o v e r y a n d D at a Mi ni n g , K D D ’ 1 6, p a g e s 1 1 3 5 – 1 1 4 4, N e w Y or k,

N Y, U S A, 2 0 1 6. A s s o ci ati o n f or C o m p uti n g M a c hi n er y.

[ 1 3 1] R y a n Ri e g el, Al e x a n d er G. Gr a y, Fr a n c oi s P. S. L u u s, N a w e e d K h a n, N di v h u w o M a k o n d o,

I s m ail Y u n u s A k h al w a y a, H aif e n g Qi a n, R o n al d F a gi n, Fr a n ci s c o B ar a h o n a, U dit S h ar m a,

S h ajit h I k b al, Hi m a K ar a n a m, S u mit N e el a m, A n kit a Li k h y a ni, a n d S a nt o s h K. Sri v a st a v a.

L o gi c al n e ur al n et w or k s. C o R R , a b s / 2 0 0 6. 1 3 1 5 5, 2 0 2 0.
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[ 1 3 2] Ti m R o c kt ä s c h el a n d S e b a sti a n Ri e d el. L e ar ni n g k n o wl e d g e b a s e i nf er e n c e wit h n e ur al t h e or e m

pr o v er s. I n J a y P uj ar a, Ti m R o c kt a s c h el, D a n qi C h e n, a n d S a m e er Si n g h, e dit or s, P r o c e e di n g s

of t h e 5t h W o r k s h o p o n A ut o m at e d K n o wl e d g e B a s e C o n st r u cti o n , p a g e s 4 5 – 5 0, S a n Di e g o,

C A, J u n e 2 0 1 6. A s s o ci ati o n f or C o m p ut ati o n al Li n g ui sti c s.

[ 1 3 3] C y nt hi a R u di n. St o p e x pl ai ni n g bl a c k b o x m a c hi n e l e ar ni n g m o d el s f or hi g h st a k e s d e ci si o n s

a n d u s e i nt er pr et a bl e m o d el s i n st e a d. N at u r e M a c hi n e I nt elli g e n c e , 1( 5): 2 0 6 – 2 1 5, M a y 2 0 1 9.

[ 1 3 4] M d K a mr u z z a m a n S ar k er, L u Z h o u, A ar o n E b er h art, a n d P a s c al Hit zl er. N e ur o- s y m b oli c

arti fi ci al i nt elli g e n c e: C urr e nt tr e n d s. AI C o m m u ni c ati o n s , 3 4( 3): 1 9 7 – 2 0 9, 2 0 2 1.

[ 1 3 5] P e dr o S a v ar e s e, H u g o Sil v a, a n d Mi c h a el M air e. Wi n ni n g t h e l ott er y wit h c o nti n u o u s s p ar si fi-

c ati o n. I n P r o c e e di n g s of t h e 3 4t h I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n N e u r al I nf o r m ati o n P r o c e s si n g

S y st e m s , NI P S ’ 2 0, R e d H o o k, N Y, U S A, 2 0 2 0. C urr a n A s s o ci at e s I n c.

[ 1 3 6] J o h n S c h ul m a n, S er g e y L e vi n e, Pi et er A b b e el, Mi c h a el J or d a n, a n d P hili p p M orit z. Tr u st

r e gi o n p oli c y o pti mi z ati o n. I n Fr a n ci s B a c h a n d D a vi d Bl ei, e dit or s, P r o c e e di n g s of t h e 3 2 n d

I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n M a c hi n e L e a r ni n g , v ol u m e 3 7 of P r o c e e di n g s of M a c hi n e L e a r ni n g

R e s e a r c h , p a g e s 1 8 8 9 – 1 8 9 7, Lill e, Fr a n c e, 0 7 – 0 9 J ul 2 0 1 5. P M L R.

[ 1 3 7] J o h n S c h ul m a n, P hili p p M orit z, S er g e y L e vi n e, Mi c h a el J or d a n, a n d Pi et er A b b e el. Hi g h-

di m e n si o n al c o nti n u o u s c o ntr ol u si n g g e n er ali z e d a d v a nt a g e e sti m ati o n, 2 0 1 8.

[ 1 3 8] J o h n S c h ul m a n, Fili p W ol s ki, Pr af ull a D h ari w al, Al e c R a df or d, a n d Ol e g Kli m o v. Pr o xi m al

p oli c y o pti mi z ati o n al g orit h m s. C o R R , a b s / 1 7 0 7. 0 6 3 4 7, 2 0 1 7.

[ 1 3 9] R a m pr a s a at h R. S el v ar aj u, Mi c h a el C o g s w ell, A b hi s h e k D a s, R a m a kri s h n a Ve d a nt a m, D e vi

P ari k h, a n d D hr u v B atr a. Gr a d- c a m: Vi s u al e x pl a n ati o n s fr o m d e e p n et w or k s vi a gr a di e nt-

b a s e d l o c ali z ati o n. I n P r o c e e di n g s of t h e I E E E I nt e r n ati o n al C o nf e r e n c e o n C o m p ut e r Vi si o n

(I C C V ) , O ct 2 0 1 7.

[ 1 4 0] Prit h vir aj S e n, Br e n o W S R d e C ar v al h o, R y a n Ri e g el, a n d Al e x a n d er Gr a y. N e ur o- s y m b oli c

i n d u cti v e l o gi c pr o gr a m mi n g wit h l o gi c al n e ur al n et w or k s. I n P r o c e e di n g s of t h e A A AI C o n-

f e r e n c e o n A rti fi ci al I nt elli g e n c e, v ol u m e 3 6, p a g e s 8 2 1 2 – 8 2 1 9, 2 0 2 2.

[ 1 4 1] Ji n g y u a n S h a, Hi k ar u S hi n d o, Kri sti a n K er sti n g, a n d D e v e n dr a Si n g h D h a mi. N e ur al- s y m b oli c

pr e di c at e i n v e nti o n: L e ar ni n g r el ati o n al c o n c e pt s fr o m vi s u al s c e n e s. I n Art ur d’ A vil a G ar c e z

a n d Er n e st o Ji m é n e z- R ui z, e dit or s, N e S y 2 0 2 3, 1 7t h I nt e r n ati o n al W o r k s h o p o n N e u r al-

S y m b oli c L e a r ni n g a n d R e a s o ni n g , p a g e s 1 0 3 – 1 1 7. C E U R W or k s h o p Pr o c e e di n g s, 2 0 2 3.

[ 1 4 2] Hi k ar u S hi n d o, M a s a a ki Ni s hi n o, a n d A ki hir o Y a m a m ot o. Di ff er e nti a bl e i n d u cti v e l o gi c pr o-

gr a m mi n g f or str u ct ur e d e x a m pl e s. I n P r o c e e di n g s of t h e A A AI C o nf e r e n c e o n A rti fi ci al I n-

t elli g e n c e, v ol u m e 3 5, p a g e s 5 0 3 4 – 5 0 4 1, 2 0 2 1.

[ 1 4 3] Hi k ar u S hi n d o, Vi kt or Pf a n s c hilli n g, D e v e n dr a Si n g h D h a mi, a n d Kri sti a n K er sti n g. Al p h a il p:

t hi n ki n g vi s u al s c e n e s a s di ff er e nti a bl e l o gi c pr o gr a m s. M a c hi n e L e a r ni n g , 1 1 2( 5): 1 4 6 5 – 1 4 9 7,

M a y 2 0 2 3.
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[ 1 4 4] Hi k ar u S hi n d o, Vi kt or Pf a n s c hilli n g, D e v e n dr a Si n g h D h a mi, a n d Kri sti a n K er sti n g. L e ar ni n g

di ff er e nti a bl e l o gi c pr o gr a m s f or a b str a ct vi s u al r e a s o ni n g. M a c hi n e L e a r ni n g , 1 1 3( 1 1): 8 5 3 3 –

8 5 8 4, D e c 2 0 2 4.

[ 1 4 5] D a vi d Sil v er, J uli a n S c hritt wi e s er, K ar e n Si m o n y a n, I o a n ni s A nt o n o gl o u, Aj a H u a n g, Art h ur

G u e z, T h o m a s H u b ert, L u c a s B a k er, M att h e w L ai, A dri a n B olt o n, Y uti a n C h e n, Ti m ot h y Lil-

li cr a p, F a n H ui, L a ur e nt Sifr e, G e or g e v a n d e n Dri e s s c h e, T h or e Gr a e p el, a n d D e mi s H a s s a bi s.

M a st eri n g t h e g a m e of g o wit h o ut h u m a n k n o wl e d g e. N at u r e , 5 5 0( 7 6 7 6): 3 5 4 – 3 5 9, O ct 2 0 1 7.

[ 1 4 6] S. N. Si v a n a n d a m a n d S. N. D e e p a. I nt r o d u cti o n t o g e n eti c al g o rit h m s . S pri n g er, 2 0 1 0.

[ 1 4 7] A s h wi n Sri ni v a s a n. T h e A L E P H M a n u al , 2 0 0 1.
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A p p e n di x A

S e mi- S y m b oli c N o d e a n d N e u r al

D N F M o d el: S u p pl e m e n t a r y

M a t e ri al

A. 1 P r o p e r ti e s of Di s c r e ti s e d S e mi- S y m b oli c N o d e s

P r o of of P r o p o siti o n 4. 1. 2 . B e c a u s e t h e n o d e i s di s cr eti s e d, all el e m e nt s i n t h e r el e v a nt s et h a v e a n

a b s ol ut e v al u e of 6, t h at i s, ∀ i ∈ J w d
.|w d i | = 6. Fr o m E q u ati o n ( 4. 2 ), t h e bi a s a n d t h e r a w o ut p ut

of t hi s di s cr eti s e d di sj u n cti v e n o d e c a n b e c al c ul at e d a s:

β =
N

i = 1

|w d i | − m a x
i = 1 ,..., N

|w d i | =
i ∈ J w d

6 − 6 = 6 | Jw d
| − 6

f w d
(x ) =

i ∈ J w d

w d i x i + 6 | Jw d
| − 6

Si n c e ∀ i ∈ J w d
. [ si g n(w d i ) ≠ 0 , |w d i | = 6 , |x i | = 1], t hi s gi v e s:

∀ i ∈ J w d
. wd i x i =






6 if si g n( w d i ) = x i

− 6 ot h er wi s e

1 6 1
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T h u s, t h e r a w o ut p ut c a n b e r ef or m ul at e d u si n g t h e si g n- m at c hi n g a n d si g n- mi s m at c hi n g s et s:

f w d
(x ) =

i ∈ J w d

w d i x i + 6 | Jw d
| − 6

=

i ∈ J +
w d ⊙ x

6 +

i ∈ J −
w d ⊙ x

(− 6) + 6 | Jw d
| − 6

= 6






i ∈ J +
w d ⊙ x

1 −

i ∈ J −
w d ⊙ x

1 + | Jw d
| − 1






= 6 | J +
w d ⊙ x | − | J −

w d ⊙ x | + | Jw d ⊙ x | − 1

= 6 2 | J +
w d ⊙ x | − 1 gi v e n | J +

w d ⊙ x | + | J −
w d ⊙ x | = | Jw d

|

Si n c e | J +
w d ⊙ x | ∈ N , t h e l o w er b o u n d of 2| J +

w d ⊙ x | − 1 i s - 1, a n d ( 2 | J +
w d ⊙ x | − 1) ∈ { − 1 , 1 , 3 , 5 , . . .} .

T h u s, f w d
(x ) ∈ { − 6 , 6 , 1 8 , 3 0 , . . .} . ■

A. 2 P r o of s of N e u r al- Bi v al e n t- L o gi c Tr a n sl a ti o n

P r o of of T h e o r e m 4. 2. 1 . T h e bi a s of t h e di s cr eti s e d c o nj u n cti v e n o d e i s c al c ul at e d a s f oll o w s, u si n g

E q u ati o n ( 4. 2 ):

β c = m a x
i = 1 ,..., N

|w c , i| −
N

i = 1

|w c , i| = 6 −
i ∈ J w c

6 = 6 − 6 | Jw c
|

T h e o ut p ut of t h e c o nj u n cti v e n o d e i s c al c ul at e d a s f oll o w s:

f w c
(x ) =

N

i = 1

w c , ix i + β c

= 6

i ∈ J +
w c ⊙ x

x i − 6

i ∈ J −
w c ⊙ x

x i + ( 6 − 6 | Jw c
|)

w h er e J +
w c ⊙ x a n d J −

w c ⊙ x ar e t h e si g n- m at c hi n g a n d si g n- mi s m at c hi n g s et s.

T h e r el e v a nt s et J w c
c a n b e f urt h er s plit i nt o f o ur m ut u all y e x cl u si v e s u b s et s, u si n g t h e i nt er-

s e cti o n of si g n- b a s e d i n d e x s et s:

J + ,+
w c ,x = { i | i ∈ J w c

, si g n( w c , i) = 1 , si g n( x i ) = 1 }

J + ,−
w c ,x = { i | i ∈ J w c

, si g n( w c , i) = 1 , si g n( x i ) = − 1 }

J − ,−
w c ,x = { i | i ∈ J w c

, si g n( w c , i) = − 1 , si g n( x i ) = − 1 }

J − ,+
w c ,x = { i | i ∈ J w c , si g n( w c , i) = − 1 , si g n( x i ) = 1 }
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A n d b y c o n str u cti o n, t h e f oll o wi n g e q u aliti e s h ol d:

J + ,+
w c ,x ∪ J − ,−

w c ,x = J +
w c ⊙ x Si g n- m at c hi n g b et w e e n w c a n d x

J + ,−
w c ,x ∪ J − ,+

w c ,x = J −
w c ⊙ x Si g n- mi s m at c hi n g b et w e e n w c a n d x

J + ,+
w c ,x ∪ J + ,−

w c ,x = J +
w c

P o siti v e- si g n r el e v a nt s et

J − ,+
w c ,x ∪ J − ,−

w c ,x = J −
w c

N e g ati v e- si g n r el e v a nt s et

T h u s, t h e r a w o ut p ut of t h e c o nj u n cti v e n o d e c a n b e c al c ul at e d a s:

f w c
(x ) = 6

i ∈ J +
w c ⊙ x

x i − 6

i ∈ J −
w c ⊙ x

x i + ( 6 − 6 | Jw c
|)

= 6





i ∈ J + , +
w c , x

1 +

i ∈ J − , −
w c , x

1 −

i ∈ J − , +
w c , x

1 −

i ∈ J + , −
w c , x

1 + 1 − | J w c
|





= 6 | J + ,+
w c ,x | + | J − ,−

w c ,x | − | J − ,+
w c ,x | − | J + ,−

w c ,x | − | Jw c | + 1

= 6 1 − 2 | J + ,−
w c ,x | − 2 | J − ,+

w c ,x | ( A. 1)

B a s e d o n Pr o p o siti o n 4. 1. 1 , t h e t w o c a s e s of f w c
(x ) ar e c o n si d er e d.

C a s e 1 : f w c
(x ) = 6 > 0.  T h e c o nj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b c = ⊤ . It

m u st b e pr o v e n t h at c fr o m t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 0 ) i s i n t h e a n s w er s et (i. e. c i s

tr u e).

B y f w c
(x ) = 6 a n d E q u ati o n ( A. 1 ), t h e f oll o wi n g e q u aliti e s h ol d:

1 − 2 | J + ,−
w c ,x | − 2 | J − ,+

w c ,x | = 1

| J + ,−
w c ,x | + | J − ,+

w c ,x | = 0

⇒ J + ,−
w c ,x = ∅ ∧ J − ,+

w c ,x = ∅

⇒ J + ,+
w c ,x = J +

w c
∧ J − ,−

w c ,x = J −
w c

U si n g t h e s e e q u aliti e s a n d t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 1 ), t h e s et of A S P f a ct s tr a n s-

l at e d fr o m i n p ut x i s:

P x ,f a c t s = { a i | i ∈ J + ,+
w c ,x ∪ i ∈ J − ,+

w c ,x }

= { a i | i ∈ J +
w c

}

T hi s gi v e s t h e f oll o wi n g i m pli c ati o n s: t h e c o nj u n cti o n i ∈ J +
w c

a i i s tr u e b e c a u s e all t h e lit er al s

a i w h er e i ∈ J +
w c

ar e pr e s e nt a s f a ct s i n P x ,f a c t s ; a n d t h e c o nj u n cti o n i ∈ J −
w c

(n o t a i ) i s al s o tr u e

b e c a u s e n o n e of t h e lit er al s n o t a i w h er e i ∈ J −
w c

i s pr e s e nt a s a f a ct i n P x ,f a c t s . T h u s, t h e r ul e b o d y

i ∈ J +
w c

a i , i ∈ J −
w c

(n o t a i ) i s tr u e, a n d t h e r ul e h e a d c i s pr e s e nt i n t h e a n s w er s et (i. e. c i s tr u e) i n

t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s a n d t h e r ul e fr o m t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 0 ).

C a s e 2 : f w c
(x ) ≤ − 6 < 0.  T h e c o nj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b c = ⊥ . It
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m u st b e pr o v e n t h at c i s n ot i n t h e a n s w er s et (i. e. c i s f al s e).

B y f w c
(x ) ≤ − 6 a n d E q u ati o n ( A. 1 ):

1 − 2 | J + ,−
w c ,x | − 2 | J − ,+

w c ,x | ≤ −1

| J + ,−
w c ,x | + | J − ,+

w c ,x | ≥ 1 ( A. 2)

R e c all t h e s et of tr a n sl at e d A S P f a ct s fr o m i n p ut x i s P x ,f a c t s a s d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 1 ):

P x ,f a c t s = { a i | i ∈ J + ,+
w c ,x ∪ i ∈ J − ,+

w c ,x }

T h e i n e q u alit y c a n b e s plit i nt o t w o c a s e s.

( 2. a ) : If | J − ,+
w c ,x | ≥ 1.  B y c o n str u cti o n, if i ∈ J − ,+

w c ,x , t h e n i ∈ J −
w c

. T h er ef or e, r e g ar dl e s s of t h e

v al u e of | J + ,−
w c ,x |, t h er e e xi st s at l e a st o n e lit er al ai w h er e i ∈ J −

w c
t h at i s pr e s e nt a s a f a ct i n P x ,f a c t s ,

c a u si n g t h e n o t a i t o b e f al s e a n d t h e c o nj u n cti o n i ∈ J −
w c

(n o t a i ) t o b e f al s e. T h u s, t h e b o d y of

t h e r ul e fr o m E q u ati o n ( 4. 2 0 ) i s f al s e, a n d t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s a n d t hi s r ul e d o e s n ot

h a v e c i n it s a n s w er s et (i. e. c i s f al s e).

( 2. b ) : If | J + ,−
w c ,x | ≥ 1. Si n c e J + ,+

w c ,x ∪ J + ,−
w c ,x = J +

w c
, t h er e i s a stri ct s u b s et r el ati o n s hi p J + ,+

w c ,x ⊂

J +
w c

. T h er ef or e, t h er e e xi st s at l e a st o n e lit er al ai w h er e i ∈ J +
w c

t h at i s n ot pr e s e nt a s a f a ct i n

P x ,f a c t s , c a u si n g t h e c o nj u n cti o n i ∈ J +
w c

a i t o b e f al s e. T h u s, t h e b o d y of t h e r ul e fr o m E q u ati o n

(4. 2 0 ) i s f al s e, a n d t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s a n d t hi s r ul e d o e s n ot h a v e c i n it s a n s w er s et

(i. e. c i s f al s e).

T o g et h er, t h e s e t w o c a s e s e st a bli s h t h at t h e bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b c of t h e c o nj u n cti v e

s e mi- s y m b oli c n o d e h a s t h e s a m e tr ut h v al u e a s t h e r ul e h e a d c i n t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s

a n d t h e r ul e c ← i ∈ J +
w c

a i , i ∈ J −
w c

(n o t a i ) fr o m E q u ati o n ( 4. 2 0 ), w h et h er f w c (x ) = 6 or f w c (x ) ≤

− 6. ■

P r o of of T h e o r e m 4. 2. 2 . T h e bi a s of t h e di s cr eti s e d di sj u n cti v e n o d e i s c al c ul at e d a s f oll o w s, u si n g

E q u ati o n ( 4. 2 ):

β d =
N

i = 1

|w d , i| − m a x
i = 1 ,..., N

|w d , i| =
i ∈ J w d

6 − 6 = 6 | Jw d
| − 6

T h e o ut p ut of t h e di sj u n cti v e n o d e i s c al c ul at e d a s f oll o w s:

f w d
(x ) =

N

i = 1

w d , ix i + β d

= 6

i ∈ J +
w d ⊙ x

x i − 6

i ∈ J −
w d ⊙ x

x i + ( 6 | Jw d
| − 6)

w h er e J +
w d ⊙ x a n d J −

w d ⊙ x ar e t h e si g n- m at c hi n g a n d si g n- mi s m at c hi n g s et s.

T h e r el e v a nt s et J w d
c a n b e f urt h er s plit i nt o f o ur m ut u all y e x cl u si v e s u b s et s, u si n g t h e i nt er-
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s e cti o n of si g n- b a s e d i n d e x s et s:

J + ,+
w d ,x = { i | i ∈ J w d

, si g n( w d , i) = 1 , si g n( x i ) = 1 }

J + ,−
w d ,x = { i | i ∈ J w d

, si g n( w d , i) = 1 , si g n( x i ) = − 1 }

J − ,−
w d ,x = { i | i ∈ J w d

, si g n( w d , i) = − 1 , si g n( x i ) = − 1 }

J − ,+
w d ,x = { i | i ∈ J w d

, si g n( w d , i) = − 1 , si g n( x i ) = 1 }

A n d b y c o n str u cti o n, t h e f oll o wi n g e q u aliti e s h ol d:

J + ,+
w d ,x ∪ J − ,−

w d ,x = J +
w d ⊙ x Si g n- m at c hi n g b et w e e n w d a n d x

J + ,−
w d ,x ∪ J − ,+

w d ,x = J −
w d ⊙ x Si g n- mi s m at c hi n g b et w e e n w d a n d x

J + ,+
w d ,x ∪ J + ,−

w d ,x = J +
w d

P o siti v e- si g n r el e v a nt s et

J − ,+
w d ,x ∪ J − ,−

w d ,x = J −
w d

N e g ati v e- si g n r el e v a nt s et

T h u s, t h e r a w o ut p ut of t h e di sj u n cti v e n o d e c a n b e c al c ul at e d a s:

f w d
(x ) = 6

i ∈ J +
w d ⊙ x

x i − 6

i ∈ J −
w d ⊙ x

x i + ( 6 | Jw d
| − 6)

= 6






i ∈ J + , +
w d , x

1 +

i ∈ J − , −
w d , x

1 −

i ∈ J + , −
w d , x

1 −

i ∈ J − , +
w d , x

1 + | Jw d
| − 1






= 6 | J + ,+
w d ,x | + | J − ,−

w d ,x | − | J + ,−
w d ,x | − | J − ,+

w d ,x | + | Jw d
| − 1

= 6 2 | J + ,+
w d ,x | + 2 | J − ,−

w d ,x | − 1 ( A. 3)

B a s e d o n Pr o p o siti o n 4. 1. 2 , t h e t w o c a s e s of f w d
(x ) ar e c o n si d er e d.

C a s e 1 : f w d
(x ) ≥ 6 > 0.  T h e di sj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b d = ⊤ . It

m u st b e pr o v e n t h at d fr o m t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 4 ) i s i n t h e a n s w er s et (i. e. d i s

tr u e).

B y f w d
(x ) ≥ 6 a n d E q u ati o n ( A. 3 ), t h e f oll o wi n g i n e q u alit y h ol d s:

2 | J + ,+
w d ,x | + 2 | J − ,−

w d ,x | − 1 ≥ 1

| J + ,+
w d ,x | + | J − ,−

w d ,x | ≥ 1 ( A. 4)

R e c all t h e s et of tr a n sl at e d A S P f a ct s fr o m i n p ut x i s P x ,f a c t s a s d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 5 ):

P x ,f a c t s = { a i | i ∈ J + ,+
w d ,x ∪ i ∈ J − ,+

w d ,x }

T h e i n e q u alit y c a n b e s plit i nt o t w o c a s e s.

( 1. a ) : If | J + ,+
w d ,x | ≥ 1.  B y c o n str u cti o n, if i ∈ J + ,+

w d ,x , t h e n i ∈ J +
w d

. T h e r ef or e, r e g ar dl e s s of t h e

v al u e of | J − ,−
w d ,x |, t h er e e xi st s at l e a st o n e lit er al ai w h er e i ∈ J +

w d
t h at i s pr e s e nt a s a f a ct i n P x ,f a c t s ,

c a u si n g t h e b o d y of r ul e d ← a i t o b e tr u e. T h u s, t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s a n d t h e r ul e s



1 6 6  A P P E N DI X A. S E MI- S Y M B O LI C N O D E A N D N E U R A L D N F M O D E L: S U P P L E M E N T A R Y M A T E RI A L

fr o m E q u ati o n (4. 2 4 ) h a s d i n it s a n s w er s et (i. e. d i s tr u e).

( 1. b ) : If | J − ,−
w d ,x | ≥ 1.  B y c o n str u cti o n, if i ∈ J − ,−

w d ,x , t h e n i ∈ J −
w d

a n d x i = − 1, m e a ni n g

a i /∈ P x ,f a c t s . T h er ef or e, r e g ar dl e s s of t h e v al u e of | J + ,+
w d ,x |, t h e r e e xi st s at l e a st o n e lit er al n o t a i

w h er e i ∈ J −
w d

t h at i s n ot pr e s e nt a s a f a ct i n P x ,f a c t s , c a u si n g t h e b o d y of r ul e d ← n o t a i t o b e

tr u e. T h u s, t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s a n d t h e r ul e s fr o m E q u ati o n ( 4. 2 4 ) h a s d i n it s a n s w er

s et (i. e. d i s tr u e).

C a s e 2 : f w d
(x ) = − 6 < 0.  T h e di sj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b d = ⊥ . It

m u st b e pr o v e n t h at d i s n ot i n t h e a n s w e r s et (i. e. d i s f al s e).

B y f w d
(x ) = − 6 a n d E q u ati o n ( A. 3 ):

2 | J + ,+
w d ,x | + 2 | J − ,−

w d ,x | − 1 = − 1

| J + ,+
w d ,x | + | J − ,−

w d ,x | = 0

⇒ J + ,+
w d ,x = ∅ ∧ J − ,−

w d ,x = ∅

⇒ J + ,−
w d ,x = J +

w d
∧ J − ,+

w d ,x = J −
w d

U si n g t h e s e e q u aliti e s a n d t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 2 5 ), t h e s et of A S P f a ct s tr a n s-

l at e d fr o m i n p ut x i s:

P x ,f a c t s = { a i | i ∈ J + ,+
w d ,x ∪ i ∈ J − ,+

w d ,x }

= { a i | i ∈ J −
w d

}

B y J + ,+
w d ,x = ∅ , t h e f oll o wi n g h ol d s:

∀ i ∈ J +
w d

. [x i = − 1 ∧ a i /∈ P x ,f a c t s ]

S o all r ul e s of t h e f or m d ← a i f or i ∈ J +
w d

h a v e f al s e b o di e s.

A n d b y J − ,+
w d ,x = J −

w d
, t h e f oll o wi n g h ol d s:

∀ i ∈ J −
w d

. [x i = 1 ∧ a i ∈ P x ,f a c t s ]

S o f or all i ∈ J −
w d

, n o t a i i s f al s e a n d t h u s all r ul e s of t h e f or m d ← n o t a i h a v e f al s e b o di e s.

T h er ef or e, t h e b o d y of e v er y r ul e i n P w d ,r ul e s i s f al s e, a n d t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s a n d

P w d ,r ul e s d o e s n ot h a v e d i n it s a n s w er s et (i. e. d i s f al s e).

T o g et h er, t h e s e t w o c a s e s e st a bli s h t h at t h e bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b d of t h e di sj u n cti v e

s e mi- s y m b oli c n o d e h a s t h e s a m e tr ut h v al u e a s t h e r ul e h e a d d i n t h e c o m bi n e d pr o gr a m of P x ,f a c t s

a n d t h e r ul e s P w d ,r ul e s fr o m E q u ati o n (4. 2 4 ), w h et h er f w d
(x ) ≥ 6 or f w d

(x ) = − 6. ■

P r o of of T h e o r e m 4. 2. 3 . F oll o wi n g t h e s a m e d eri v ati o n a s i n t h e pr o of of T h e or e m 4. 2. 1 , t h e r a w

o ut p ut of t h e tr a n sl at e d c o nj u n cti v e n o d e c a n b e e x pr e s s e d i n t er m s of t h e f o ur m ut u all y e x cl u si v e
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s u b s et s a s s h o w n i n E q u ati o n ( A. 1 ):

f w c
(x ) = 6 1 − 2 | J + ,−

w c ,x | − 2 | J − ,+
w c ,x | ( A. 5)

T w o c a s e s ar e c o n si d e r e d.

C a s e 1 : h c i s i n t h e a n s w er s et (i. e. h c i s tr u e). It m u st b e pr o v e n t h at f w c
(x ) = 6 > 0 s u c h

t h at t h e c o nj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b c = ⊤ .

F or h c t o b e i n t h e a n s w er s et, t h e b o d y of t h e r ul e m u st b e s ati s fi e d. T h at i s:

∀ i ∈ J +
w c

.a i i s tr u e ∧ ∀ i ∈ J −
w c

.n o t a i i s tr u e

C o m bi n e d wit h t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 3 6 ), t hi s gi v e s:

∀ i ∈ J +
w c

. xi = 1 ∧ ∀ i ∈ J −
w c

. xi = − 1

⇒ J + ,−
w c ,x = ∅ ∧ J − ,+

w c ,x = ∅

S u b stit uti n g t h e v al u e s i nt o E q u ati o n ( A. 5 ) gi v e s:

f w c
(x ) = 6 ( 1 − 2 · 0 − 2 · 0) = 6 > 0

⇒ b c = ⊤

C a s e 2 : h c i s n ot i n t h e a n s w er s et (i. e. h c i s f al s e). It m u st b e pr o v e n t h at f w c
(x ) ≤ − 6 < 0

s u c h t h at t h e c o nj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b c = ⊥ .

F or h c t o b e n ot i n t h e a n s w er s et, t h e b o d y of t h e r ul e m u st n ot b e s ati s fi e d. T h at i s, at l e a st

o n e of t h e di sj u n ct s i n t h e f oll o wi n g di sj u n cti o n m u st h ol d:

∃ i ∈ J +
w c

.a i i s f al s e ∨ ∃ i ∈ J −
w c

.n o t a i i s f al s e

I n t er m s of t h e f o ur m ut u all y e x cl u si v e s u b s et s:

• If a i i s f al s e f or s o m e i ∈ J +
w c

, t h e n x i = − 1, m e a ni n g i ∈ J + ,−
w c ,x .

• If n o t a i i s f al s e f or s o m e i ∈ J −
w c

, t h e n ai i s tr u e a n d x i = 1, m e a ni n g i ∈ J − ,+
w c ,x .

T h er ef or e, t h e f oll o wi n g i n e q u alit y h ol d s:

| J + ,−
w c ,x | + | J − ,+

w c ,x | ≥ 1

S u b stit uti n g i nt o E q u ati o n ( A. 5 ):

1 − 2 | J + ,−
w c ,x | − 2 | J − ,+

w c ,x | ≤ 1 − 2 = − 1

⇒ f w c
(x ) ≤ − 6 < 0

⇒ b c = ⊥
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T o g et h er, t h e s e t w o c a s e s e st a bli s h t h at t h e r ul e h e a d h c ’ s tr ut h v al u e e q u al s t h e bi v al e nt l o gi c al

i nt er pr et ati o n b c of t h e tr a n sl at e d c o nj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e, w h et h er h c i s tr u e or f al s e u n d er

s o m e gi v e n f a ct s. ■

P r o of of T h e o r e m 4. 2. 4 . F oll o wi n g t h e s a m e d eri v ati o n a s i n t h e pr o of of T h e or e m 4. 2. 2 , t h e r a w

o ut p ut of t h e tr a n sl at e d di sj u n cti v e n o d e c a n b e e x pr e s s e d i n t e r m s of t h e f o ur m ut u all y e x cl u si v e

s u b s et s a s s h o w n i n E q u ati o n ( A. 3 ):

f w d
(x ) = 6 2 | J + ,+

w d ,x | + 2 | J − ,−
w d ,x | − 1 ( A. 6)

T w o c a s e s ar e c o n si d e r e d.

C a s e 1 : h d i s i n t h e a n s w er s et (i. e. h d i s tr u e). It m u st b e pr o v e n t h at f w d
(x ) ≥ 6 > 0 s u c h

t h at t h e di sj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b d = ⊤ .

F or h d t o b e i n t h e a n s w er s et, at l e a st o n e r ul e b o d y m u st b e s ati s fi e d. T h at i s:

∃ i ∈ J +
w d

.a i i s tr u e ∨ ∃ i ∈ J −
w d

.n o t a i i s tr u e

I n t er m s of t h e f o ur m ut u all y e x cl u si v e s u b s et s:

• If a i i s tr u e f or s o m e i ∈ J +
w d

, t h e n x i = 1, m e a ni n g i ∈ J + ,+
w d ,x .

• If n o t a i i s tr u e f or s o m e i ∈ J −
w d

, t h e n ai i s f al s e a n d x i = − 1, m e a ni n g i ∈ J − ,−
w d ,x .

Si n c e at l e a st o n e of t h e c o n diti o n s a b o v e m u st h ol d, t h e f oll o wi n g i n e q u alit y h ol d s:

| J + ,+
w d ,x | + | J − ,−

w d ,x | ≥ 1

S u b stit uti n g i nt o E q u ati o n ( A. 6 ):

2 | J + ,+
w d ,x | + 2 | J − ,−

w d ,x | − 1 ≥ 2 − 1 = 1

⇒ f w d
(x ) ≥ 6 > 0

⇒ b d = ⊤

C a s e 2 : h d i s n ot i n t h e a n s w er s et (i. e. h d i s f al s e). It m u st b e pr o v e n t h at f w d
(x ) = − 6 < 0

s u c h t h at t h e di sj u n cti v e n o d e’ s bi v al e nt l o gi c al i nt er pr et ati o n b d = ⊥ .

F or h d t o b e n ot i n t h e a n s w er s et, all r ul e b o di e s m u st n ot b e s ati s fi e d. T h at i s:

∀ i ∈ J +
w d

.a i i s f al s e ∧ ∀ i ∈ J −
w d

.n o t a i i s f al s e

C o m bi n e d wit h t h e tr a n sl ati o n d e fi n e d i n E q u ati o n ( 4. 4 1 ), t hi s gi v e s:

∀ i ∈ J +
w d

. xi = − 1 ∧ ∀ i ∈ J −
w d

. xi = 1
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U si n g t h e f o ur m ut u all y e x cl u si v e s u b s et s, t h e f oll o wi n g e q u aliti e s h ol d:

J + ,−
w d ,x = J +

w d
∧ J − ,+

w d ,x = J −
w d

⇒ J + ,+
w d ,x = ∅ ∧ J − ,−

w d ,x = ∅

S u b stit uti n g t h e v al u e s i nt o E q u ati o n ( A. 6 ) gi v e s:

f w d
(x ) = 6 ( 2 · 0 + 2 · 0 − 1) = − 6 < 0

⇒ b d = ⊥

T o g et h er, t h e s e t w o c a s e s e st a bli s h t h at t h e r ul e h e a d h d ’ s tr ut h v al u e e q u al s t h e bi v al e nt l o gi c al

i nt er pr et ati o n b d of t h e tr a n sl at e d di sj u n cti v e s e mi- s y m b oli c n o d e, w h et h er h d i s tr u e or f al s e u n d er

s o m e gi v e n f a ct s. ■



1 7 0



A p p e n di x B

Cl a s si fi c a ti o n E x p e ri m e n t s

B. 1 C U B D a t a s e t / s u b s e t s

B. 1. 1 D a t a P r e- p r o c e s si n g

Al g orit h m 8 s h o w s t h e p s e u d o- c o d e of t h e d at a pr e- pr o c e s si n g pr o c e d ur e u s e d i n C h a pt er 5 a n d al s o

i n C o n c e pt B ottl e n e c k M o d el s [8 8 ]. Aft er s u c h pr e- pr o c e s si n g, all s a m pl e s of t h e s a m e cl a s s w o ul d

h a v e t h e e x a ct s a m e attri b ut e e n c o di n g. I n t h e C o n c e pt B ottl e n e c k M o d el s p a p er, t h e e n c o di n g f or

e a c h cl a s s i s c o m p ut e d fr o m t h e tr ai ni n g s et a n d al s o u s e d a s t h e e n c o di n g f or t h e v ali d ati o n s et a n d

t e st s et a s w ell. Alt h o u g h it i s a n o d d d e ci si o n t o c h a n g e t h e v ali d ati o n s et a n d t e st s et u si n g r e s ult s

fr o m t h e tr ai ni n g s et, t h e d at a pr e- pr o c e s si n g d o e s e n s ur e attri b ut e l a b el c o n si st e n c y b ot h wit hi n

e a c h cl a s s a n d a cr o s s s a m pl e s a n d i n all 3 s et s. T hi s d e ci si o n i s f oll o w e d i n t h e pr e- pr o c e s si n g f or a

f air c o m p ari s o n. T h e N v al u e s c h o s e n f or C U B- 3, - 1 0, - 1 5, - 2 0, - 2 5, - 5 0, - 1 0 0, a n d - 2 0 0 ar e 1, 2, 3,

3, 3, 5, 7, a n d 1 0 r e s p e cti v el y.

B. 2 T M C D a t a s e t / s u b s e t s

B. 2. 1 D a t a P r e- p r o c e s si n g

T h e m ut u al i nf or m ati o n ( MI) of e a c h attri b ut e wit h r e s p e ct t o t h e o ut p ut l a b el c o m bi n ati o n s i s

c al c ul at e d, a n d attri b ut e s wit h MI v al u e l e s s t h a n a t hr e s h ol d t ar e filt er e d o ut. T h e t v al u e s c h o s e n

f or T M C- 3, - 5, - 1 0, - 1 5, a n d - 2 2 ar e 0. 0 1, 0. 0 2, 0. 0 4, 0. 0 4 a n d 0. 0 5 r e s p e cti v el y. T h e f oll o wi n g

pr o vi d e s t h e m at h e m ati c al f or m ul a e t o c al c ul at e t h e m ut u al i nf or m ati o n.

M ut u al i nf or m ati o n of t w o di s c r et e r a n d o m v ari a bl e s X a n d Y c a n b e d e fi n e d a s:

I(X ; Y ) ≡ H( X ) − H( X |Y ) ( B. 1)

w h er e H( X ) a n d H( Y ) ar e e ntr o pi e s, a n d H( X |Y ) i s c o n diti o n al e ntr o p y. H( X ) i s c al c ul at e d a s:

H( X ) = −
x ∈ X

p (x ) l o g p (x ) ( B. 2)

A n d t h e c o n diti o n al e ntr o p y H( X |Y ) i s c al c ul at e d a s:

1 7 1
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Al g o ri t h m 8 D at a pr e- pr o c e s si n g f or C U B d at a s et.

I n p u t: D at a s et D , T ot al n u m b e r of cl a s s e s n c , T ot al n u m b er of attri b ut e s i n C U B n a

O u t p u t: N – n u m b e r of cl a s s e s a n attri b ut e s h o ul d b e pr e s e nt c o n si st e ntl y
1: / * C o u n t f o r e a c h a t t r i b u t e i n e a c h c l a s s h o w m a n y t i m e s i t i s p r e s e n t / n o t

p r e s e n t * /
2: cl a s s att ri b ut e c o u nt ← n c × n a × 2 arr a y of all z er o s
3: f o r d ∈ D d o
4: f o r Attri b ut e a ∈ d. att ri b ut e s d o
5: if a.i s p r e s e nt = = 0 ∧ a. c e rt ai nt y = = 1 t h e n
6: / * I g n o r e a t t r i b u t e t h a t i s n o t p r e s e n t b e c a u s e n o t v i s i b l e * /
7: c o n ti n u e
8: cl a s s att ri b ut e c o u nt [d. cl a s s ][a. att ri b ut e i d][a.i s p r e s e nt ] + = 1

9: / * F o r e a c h c l a s s , f o r e a c h a t t r i b u t e , w h i c h p r e s e n c e l a b e l ( p r e s e n t o r n o t
p r e s e n t ) i s l e s s f r e q u e n t * /

1 0: cl a s s att ri b ut e mi n p r e s e n c e ← ar g mi n( cl a s s att ri b ut e c o u nt, a xi s = 2)
1 1: / * F o r e a c h c l a s s , f o r e a c h a t t r i b u t e , w h i c h p r e s e n c e l a b e l ( p r e s e n t o r n o t

p r e s e n t ) i s m o r e f r e q u e n t * /
1 2: cl a s s att ri b ut e m a x p r e s e n c e ← ar g m a x( cl a s s att ri b ut e c o u nt, a xi s = 2)
1 3: / * F i n d w h e r e m o s t a n d l e a s t f r e q u e n t , s e t m o s t f r e q u e n t t o 1 * /
1 4: e q u al c o u nt i n d e x ← i n di c e s  w h er e cl a s s att ri b ut e mi n p r e s e n c e = =

cl a s s att ri b ut e m a x p r e s e n c e
1 5: cl a s s att ri b ut e m a x p r e s e n c e [e q u al c o u nt i n d e x] ← 1
1 6: / * C o u n t n u m b e r o f t i m e s e a c h a t t r i b u t e i s m o s t l y p r e s e n t f o r a c l a s s * /
1 7: att ri b ut e cl a s s c o u nt ← s u m( cl a s s att ri b ut e m a x p r e s e n c e, a xi s = 0)
1 8: / * S e l e c t t h e a t t r i b u t e s t h a t a r e p r e s e n t m o s t o f t h e t i m e o n a c l a s s l e v e l , i n

a t l e a s t N c l a s s e s * /
1 9: m a s k ← i n di c e s w h er e att ri b ut e cl a s s c o u nt ≥ N
2 0: / * G e t t h e a t t r i b u t e m e d i a n * /
2 1: cl a s s att ri b ut e m e di a n ← cl a s s att ri b ut e m a x p r e s e n c e [:, m a s k]

H( X |Y ) = −
y ∈ Y

p (y )
x ∈ X

p (x |y ) l o g p (x |y ) ( B. 3)

F or e a c h attri b ut e X i , t h e m ut u al i nf or m ati o n of it wit h r e s p e ct t o t h e o ut p ut l a b el c o m bi n ati o n

Y i s c al c ul at e d a s t h e f oll o wi n g, u si n g E q u ati o n B. 1 , B. 2 a n d B. 3 :

I(X i ; Y ) = −
x i ∈ X i

p (x i ) l o g p (x i ) −



 −
y ∈ Y

p (y )
x i ∈ X i

p (x i |y ) l o g p (x i |y )



 ( B. 4)

Si n c e e a c h attri b ut e o nl y h a s t w o o ut c o m e s: pr e s e nt ( 1) or n ot pr e s e nt ( 0), E q u ati o n ( B. 4 ) i s

e q ui v al e nt t o:

I(X i ; Y ) = − p (X i = 1) l o g p (X i = 1) + p (X i = 0) l o g p (X i = 0)

− −
y ∈ Y

p (y ) p (X i = 1 |y ) l o g p (X i = 1 |y ) + p (X i = 0 |y ) l o g p (X i = 0 |y )
( B. 5)
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B. 3 L o gi c al I n t e r p r e t a ti o n E x a m pl e s

Bi n a r y Cl a s si fi c a ti o n

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e t h e d at a s et M o n k

[1 6 2 ].

1 % t i s t h e t a r g e t c l a s s p r e d i c a t e .

2 % a _ i i s t h e i n p u t f e a t u r e .

3 t : - a _ 1 , a _ 4 . t : - a _ 2 , a _ 5 .

4 t : - a _ 0 , a _ 3 .

5 t : - n o t a _ 1 1 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 3 .

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et B C C

[1 2 2 ], w h er e t hr e s h ol d-l e ar ni n g pr e di c at e i n v e nti o n m et h o d i s u s e d.

1 % I n v e n t e d p r e d i c a t e s d e f i n e d b y t h e t h r e s h o l d - l e a r n i n g

2 % p r e d i c a t e i n v e n t i o n m e t h o d .

3 a _ 2 = f e a t u r e _ 0 > - 2 6 9 . 8 3 7 4 3 2 8 6 1 3 2 8 1

4 a _ 3 = f e a t u r e _ 0 > 1 8 6 . 8 2 1 3 1 9 5 8 0 0 7 8 1 2

5 a _ 6 = f e a t u r e _ 1 > 5 8 . 6 9 1 3 3 3 7 7 0 7 5 1 9 5

6 a _ 6 = f e a t u r e _ 1 > 5 8 . 6 9 1 3 3 3 7 7 0 7 5 1 9 5

7 a _ 8 = f e a t u r e _ 2 > 1 9 7 . 2 8 5 9 8 0 2 2 4 6 0 9 3 8

8 a _ 1 4 = f e a t u r e _ 3 > - 1 3 . 1 3 1 3 6 3 8 6 8 7 1 3 3 7 9

9 a _ 2 8 = f e a t u r e _ 7 > 4 . 7 1 9 9 6 1 1 6 6 3 8 1 8 3 6

1 0

1 1 % R u l e s

1 2 % t i s t h e t a r g e t c l a s s p r e d i c a t e .

1 3 % a _ i a r e i n v e n t e d p r e d i c a t e s s h o w n a b o v e .

1 4 t : - a _ 2 , n o t a _ 3 , n o t a _ 6 .

1 5 t : - a _ 8 , a _ 1 4 .

1 6 t : - a _ 2 , n o t a _ 6 , a _ 2 8 .

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et M u s h-

r o o m [6 7 ].

1 % t i s t h e t a r g e t c l a s s p r e d i c a t e .

2 % a _ i a r e i n p u t f e a t u r e s .

3 t : - a _ 5 0 , a _ 9 7 , a _ 1 0 3 .

4 t : - a _ 4 6 , a _ 8 9 , n o t a _ 1 0 5 , n o t a _ 1 0 9 .

5 t : - n o t a _ 2 1 , n o t a _ 2 4 , n o t a _ 2 6 .

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et C D C

di a b et e s [ 1 5 2 ], w h er e t hr e s h ol d-l e ar ni n g pr e di c at e i n v e nti o n m et h o d i s u s e d.

1 % I n v e n t e d p r e d i c a t e s d e f i n e d b y t h e t h r e s h o l d - l e a r n i n g

2 % p r e d i c a t e i n v e n t i o n m e t h o d .

3 a _ 2 = f e a t u r e _ 0 > 7 4 . 5 3 0 6 3 2 0 1 9 0 4 2 9 7
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4 a _ 5 = f e a t u r e _ 0 > 5 8 . 6 1 2 2 0 9 3 2 0 0 6 8 3 6

5 a _ 6 = f e a t u r e _ 0 > - 3 3 . 4 7 2 6 9 4 3 9 6 9 7 2 6 5 6

6 a _ 7 = f e a t u r e _ 0 > 1 0 2 . 4 1 5 0 0 8 5 4 4 9 2 1 8 8

7 a _ 8 = f e a t u r e _ 1 > 2 2 . 0 2 1 9 6 8 8 4 1 5 5 2 7 3 4

8 a _ 1 2 = f e a t u r e _ 1 > 1 6 . 4 2 0 8 3 3 5 8 7 6 4 6 4 8 4

9 a _ 1 5 = f e a t u r e _ 1 > 1 9 . 2 7 2 2 4 9 2 2 1 8 0 1 7 5 8

1 0 a _ 1 8 = f e a t u r e _ 2 > 4 5 . 1 0 8 1 4 6 6 6 7 4 8 0 4 7

1 1 a _ 2 5 = f e a t u r e _ 3 > 5 1 . 9 3 8 6 2 1 5 2 0 9 9 6 0 9 4

1 2

1 3 % R u l e s

1 4 % t i s t h e t a r g e t c l a s s p r e d i c a t e .

1 5 % a _ i w i t h i i n [ 0 , 6 3 ] a r e i n v e n t e d p r e d i c a t e s s h o w n a b o v e .

1 6 % a _ i w i t h i i n [ 6 3 , 9 1 ] a r e b i n a r y i n p u t f e a t u r e s .

1 7 t : - a _ 3 5 .

1 8 t : - a _ 3 8 .

1 9 t : - a _ 5 2 .

2 0 t : - a _ 4 7 .

2 1 t : - a _ 4 3 .

2 2 t : - n o t a _ 3 7 .

2 3 t : - a _ 3 9 .

2 4 t : - a _ 4 5 .

2 5 t : - a _ 7 .

2 6 t : - a _ 2 5 .

2 7 t : - a _ 1 8 .

2 8 t : - a _ 2 , a _ 1 2 , n o t a _ 3 2 , n o t a _ 4 1 .

2 9 t : - a _ 2 , a _ 1 5 , n o t a _ 3 2 .

3 0 t : - n o t a _ 3 4 , a _ 3 6 , n o t a _ 4 2 , n o t a _ 5 9 .

3 1 t : - a _ 8 , a _ 3 6 , n o t a _ 4 2 , n o t a _ 5 9 .

3 2 t : - a _ 3 6 , n o t a _ 4 2 , a _ 5 5 .

3 3 t : - a _ 4 8 .

3 4 t : - n o t a _ 4 1 , n o t a _ 4 2 , n o t a _ 5 9 .

3 5 t : - n o t a _ 3 4 , a _ 3 6 , n o t a _ 5 1 .

3 6 t : - n o t a _ 4 9 , a _ 5 3 .

3 7 t : - a _ 5 , n o t a _ 4 2 , n o t a _ 5 0 , n o t a _ 5 1 , n o t a _ 5 7 .

3 8 t : - n o t a _ 6 , n o t a _ 5 9 .

3 9 t : - a _ 4 0 , n o t a _ 5 1 .

4 0 t : - a _ 3 6 , a _ 5 3 .

M ul ti- cl a s s Cl a s si fi c a ti o n

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt e r pr et ati o n of a n e ur al D N F- M T m o d el i n t h e d at a s et C a r

[2 2 ].

1 % c o n j _ i a r e t h e o u t p u t p r e d i c a t e s o f t h e c o n j u n c t i v e l a y e r .
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2 % a _ i a r e t h e i n p u t f e a t u r e s .

3 c o n j _ 0 : - n o t a _ 1 3 , n o t a _ 1 4 .

4 c o n j _ 1 : - a _ 2 , n o t a _ 5 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 7 , a _ 2 0 .

5 c o n j _ 1 : - a _ 2 , n o t a _ 1 2 , a _ 1 8 .

6 c o n j _ 1 : - n o t a _ 7 , n o t a _ 1 2 , a _ 1 8 .

7 c o n j _ 1 : - a _ 1 , n o t a _ 1 2 , a _ 1 8 .

8 c o n j _ 1 : - a _ 1 , n o t a _ 5 , n o t a _ 1 6 , a _ 2 0 .

9 c o n j _ 3 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 3 , a _ 5 , n o t a _ 8 , a _ 1 4 , n o t a _ 1 7 ,

1 0 a _ 2 0 .

1 1 c o n j _ 3 : - a _ 1 , a _ 5 , n o t a _ 9 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 7 , a _ 2 0 .

1 2 c o n j _ 6 : - n o t a _ 9 , n o t a _ 1 0 , n o t a _ 1 3 , a _ 1 7 .

1 3 c o n j _ 7 : - n o t a _ 2 , n o t a _ 5 , a _ 9 , n o t a _ 1 4 , a _ 1 6 , n o t a _ 1 8 .

1 4 c o n j _ 7 : - n o t a _ 1 , n o t a _ 6 , n o t a _ 1 1 , n o t a _ 1 4 , a _ 1 6 ,

1 5 n o t a _ 1 8 .

1 6 c o n j _ 8 : - a _ 2 , a _ 5 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 9 , n o t a _ 2 0 .

1 7 c o n j _ 8 : - a _ 2 , a _ 5 , a _ 1 3 , n o t a _ 1 9 .

1 8 c o n j _ 9 : - n o t a _ 7 , n o t a _ 1 7 , n o t a _ 1 9 .

1 9 c o n j _ 9 : - n o t a _ 3 , n o t a _ 7 , n o t a _ 1 9 .

2 0 c o n j _ 9 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 3 , n o t a _ 1 9 , n o t a _ 2 0 .

2 1 c o n j _ 1 2 : - n o t a _ 2 0 .

2 2 c o n j _ 1 3 : - a _ 3 , n o t a _ 5 , n o t a _ 6 .

2 3 c o n j _ 1 4 : - a _ 1 , a _ 5 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 9 , n o t a _ 2 0 .

2 4 c o n j _ 1 5 : - a _ 1 , n o t a _ 7 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 7 , a _ 1 8 .

2 5 c o n j _ 1 6 : - n o t a _ 0 .

2 6 c o n j _ 1 7 : - a _ 0 , n o t a _ 7 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 7 , n o t a _ 1 9 .

2 7 c o n j _ 2 1 : - a _ 1 , a _ 6 , n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 9 .

2 8 c o n j _ 2 2 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 3 , n o t a _ 4 , n o t a _ 7 , n o t a _ 8 ,

2 9 n o t a _ 1 2 , n o t a _ 1 7 , n o t a _ 1 9 , n o t a _ 2 0 .

3 0 c o n j _ 2 4 : - n o t a _ 5 , n o t a _ 6 , a _ 1 7 , a _ 2 0 .

3 1 % D u r i n g i n f e r e n c e , g i v e n a n i n p u t , t h e c o n j u n c t i o n s t h a t

3 2 % a r e a c t i v a t e d a r e f i r s t c o m p u t e d .

3 3 % T h e n t h e P r o b L o g r u l e i s g e n e r a t e d .

3 4 % F o r e x a m p l e :

3 5 % I n p u t ( t e n s o r ) :

3 6 [ - 1 . , - 1 . , 1 . , - 1 . , - 1 . , - 1 . , - 1 . , 1 . , - 1 . , 1 . , - 1 . ,

3 7 - 1 . , - 1 . , - 1 . , 1 . , - 1 . , 1 . , - 1 . , - 1 . , - 1 . , 1 . ]

3 8 % I n p u t ( t r a n s l a t e d t o p r e d i c a t e s ) :

3 9 [ a _ 2 , a _ 7 , a _ 9 , a _ 1 4 , a _ 1 6 , a _ 2 0 ]

4 0 % C o n j u n c t i o n s t h a t a r e a c t i v a t e d :

4 1 [ c o n j _ 1 , c o n j _ 1 6 ]

4 2 % P r o b L o g r u l e :

4 3 0 . 8 0 6 : : c l a s s _ 0 ; 0 . 0 2 0 : : c l a s s _ 1 ; 0 . 1 7 1 : : c l a s s _ 2 ;

4 4 0 . 0 0 3 : : c l a s s _ 3 : - c o n j _ 1 , c o n j _ 1 6 .
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4 5 % F i n a l p r e d i c t i o n : c l a s s _ 0 , g r o u n d t r u t h : c l a s s _ 0

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F- M T m o d el i n t h e d at a s et

C o v e r t y p e [2 1 ], w h er e a n M L P i s u s e d a s a pr e di c at e i n v e nt or.

1 % c o n j _ i a r e t h e o u t p u t p r e d i c a t e s o f t h e c o n j u n c t i v e l a y e r .

2 % a _ i a r e t h e i n v e n t e d p r e d i c a t e s f r o m t h e M L P p r e d i c a t e

3 % i n v e n t o r .

4 c o n j _ 0 : - n o t a _ 1 4 .

5 c o n j _ 1 : - n o t a _ 6 , a _ 2 7 , n o t a _ 5 7 .

6 c o n j _ 2 : - a _ 1 .

7 c o n j _ 3 : - n o t a _ 4 6 , a _ 5 2 .

8 c o n j _ 6 : - n o t a _ 2 6 .

9 c o n j _ 7 : - a _ 4 2 .

1 0 c o n j _ 1 0 : - a _ 2 4 .

1 1 c o n j _ 1 3 : - a _ 0 .

1 2 c o n j _ 1 6 : - a _ 1 2 , a _ 3 6 , n o t a _ 5 1 .

1 3 c o n j _ 1 7 : - n o t a _ 3 .

1 4 c o n j _ 1 8 : - n o t a _ 5 0 , a _ 5 2 .

1 5 c o n j _ 1 9 : - n o t a _ 1 8 , a _ 6 2 .

1 6 c o n j _ 1 9 : - a _ 3 4 .

1 7 c o n j _ 2 0 : - n o t a _ 5 7 .

1 8 c o n j _ 2 1 : - a _ 1 2 , a _ 1 7 .

1 9 c o n j _ 2 2 : - a _ 0 , n o t a _ 4 1 .

2 0 c o n j _ 2 3 : - n o t a _ 4 9 , n o t a _ 6 1 .

2 1 c o n j _ 2 4 : - a _ 2 0 .

2 2 c o n j _ 2 5 : - n o t a _ 2 1 , n o t a _ 2 6 .

2 3 c o n j _ 2 6 : - a _ 6 3 .

2 4 c o n j _ 2 7 : - n o t a _ 5 1 , a _ 5 6 .

2 5 c o n j _ 2 8 : - n o t a _ 2 6 , a _ 3 9 .

2 6 c o n j _ 2 9 : - a _ 3 9 .

2 7 c o n j _ 3 0 : - n o t a _ 2 6 , a _ 4 8 .

2 8 c o n j _ 3 2 : - n o t a _ 4 0 .

2 9 c o n j _ 3 3 : - a _ 4 4 .

3 0 c o n j _ 3 4 : - a _ 1 0 .

3 1 c o n j _ 3 5 : - n o t a _ 4 4 .

3 2 c o n j _ 3 6 : - a _ 3 3 .

3 3 c o n j _ 3 7 : - n o t a _ 4 2 .

3 4 c o n j _ 3 8 : - n o t a _ 4 4 .

3 5 c o n j _ 4 0 : - a _ 2 9 .

3 6 c o n j _ 4 1 : - n o t a _ 5 5 .

3 7 c o n j _ 4 2 : - n o t a _ 1 0 , n o t a _ 5 8 .

3 8 c o n j _ 4 3 : - n o t a _ 6 1 , a _ 6 2 .

3 9 c o n j _ 4 4 : - n o t a _ 4 8 .
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4 0 c o n j _ 4 5 : - a _ 4 1 , n o t a _ 5 0 .

4 1 c o n j _ 4 6 : - a _ 3 1 .

4 2 c o n j _ 4 7 : - a _ 4 3 .

4 3 c o n j _ 4 8 : - a _ 1 2 .

4 4 c o n j _ 5 0 : - n o t a _ 5 4 .

4 5 c o n j _ 5 1 : - a _ 1 9 , n o t a _ 5 9 .

4 6 c o n j _ 5 2 : - n o t a _ 1 , n o t a _ 2 , a _ 9 , n o t a _ 5 1 .

4 7 c o n j _ 5 3 : - n o t a _ 1 5 , n o t a _ 2 2 , n o t a _ 2 9 , n o t a _ 3 8 , n o t a _ 4 3 .

4 8 c o n j _ 5 4 : - a _ 9 , n o t a _ 1 5 , a _ 3 7 .

4 9 c o n j _ 5 5 : - a _ 4 9 .

5 0 c o n j _ 5 6 : - n o t a _ 4 9 , n o t a _ 5 3 .

5 1 c o n j _ 5 7 : - a _ 3 6 , n o t a _ 3 7 .

5 2

5 3 % D u r i n g i n f e r e n c e , g i v e n a n i n p u t , t h e i n v e n t e d p r e d i c a t e s

5 4 % f r o m t h e M L P p r e d i c a t e i n v e n t o r a r e f i r s t c o m p u t e d .

5 5 % T h e n t h e a c t i v a t e d c o n j _ i a r e i d e n t i f i e d .

5 6 % F i n a l l y , t h e P r o b L o g r u l e i s g e n e r a t e d .

5 7 % F o r e x a m p l e :

5 8 % I n p u t :

5 9 [ 1 . 3 1 6 6 , - 0 . 5 3 3 1 , - 0 . 2 8 0 9 , - 0 . 1 9 4 9 , - 0 . 4 0 1 7 , 0 . 2 0 6 4 , 1 . 0 0 3 1 ,

6 0 - 0 . 0 6 6 7 , - 0 . 2 7 7 4 , 1 . 0 0 0 0 , - 1 . 0 0 0 0 , 1 . 0 0 0 0 , 1 . 0 0 0 0 , 1 . 0 0 0 0 ,

6 1 - 1 . 0 0 0 0 , - 1 . 0 0 0 0 ]

6 2 % I n v e n t e d p r e d i c a t e s t h a t a r e t r u e :

6 3 [ a _ 0 , a _ 1 , a _ 2 , a _ 3 , a _ 7 , a _ 8 , a _ 9 , a _ 1 0 , a _ 1 1 , a _ 1 4 , a _ 1 5 , a _ 1 7 ,

6 4 a _ 2 2 , a _ 2 6 , a _ 2 7 , a _ 2 8 , a _ 2 9 , a _ 3 1 , a _ 3 2 , a _ 3 3 , a _ 3 4 , a _ 3 8 , a _ 3 9 ,

6 5 a _ 4 1 , a _ 4 3 , a _ 4 4 , a _ 4 7 , a _ 4 8 , a _ 4 9 , a _ 5 1 , a _ 5 3 , a _ 5 4 , a _ 5 8 , a _ 5 9 ,

6 6 a _ 6 0 , a _ 6 1 , a _ 6 3 ]

6 7 % C o n j u n c t i o n s t h a t a r e a c t i v a t e d :

6 8 [ c o n j _ 1 , c o n j _ 2 , c o n j _ 1 3 , c o n j _ 1 9 , c o n j _ 2 0 , c o n j _ 2 6 , c o n j _ 2 9 ,

6 9 c o n j _ 3 2 , c o n j _ 3 3 , c o n j _ 3 4 , c o n j _ 3 6 , c o n j _ 3 7 , c o n j _ 4 0 , c o n j _ 4 1 ,

7 0 c o n j _ 4 5 , c o n j _ 4 6 , c o n j _ 4 7 , c o n j _ 5 5 ]

7 1 % P r o b L o g r u l e :

7 2 0 . 0 0 5 : : c l a s s _ 0 ; 0 . 0 4 7 : : c l a s s _ 1 ; 0 . 0 0 0 : : c l a s s _ 2 ;

7 3 0 . 0 0 0 : : c l a s s _ 3 ; 0 . 1 2 8 : : c l a s s _ 4 ; 0 . 0 0 1 : : c l a s s _ 5 ;

7 4 0 . 8 2 0 : : c l a s s _ 6 : - c o n j _ 1 , c o n j _ 2 , c o n j _ 1 3 , c o n j _ 1 9 , c o n j _ 2 0 ,

7 5 c o n j _ 2 6 , c o n j _ 2 9 , c o n j _ 3 2 , c o n j _ 3 3 , c o n j _ 3 4 , c o n j _ 3 6 , c o n j _ 3 7 ,

7 6 c o n j _ 4 0 , c o n j _ 4 1 , c o n j _ 4 5 , c o n j _ 4 6 , c o n j _ 4 7 , c o n j _ 5 5 .

7 7 % F i n a l p r e d i c t i o n : c l a s s _ 6 , g r o u n d t r u t h : c l a s s _ 6

M ul ti-l a b el Cl a s si fi c a ti o n

T h e d at a s et s i n t hi s s e cti o n ar e B o ol e a n N et w or k [ 8 2 ] d at a s et s, wit h gr o u n d-tr ut h l o gi c pr o gr a m s.

B o ol e a n N et w or k m o d el s t h e st at e tr a n siti o n s of g e n e s fr o m ti m e t t o t + 1, a n d t h e l e ar ni n g of s u c h
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a d y n a mi c s y st e m i s tr e at e d a s a m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n pr o bl e m: t h e i n p ut s ar e g e n e st at e s at

ti m e t a n d t h e l a b el s ar e t h e g e n e st at e s at ti m e t + 1.

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et A R A

[2 5 ].

1 % l _ i a r e t h e t a r g e t l a b e l s .

2 % a _ i a r e i n p u t s .

3 l _ 0 : - a _ 1 , a _ 6 .

4 l _ 0 : - a _ 0 , a _ 4 , a _ 1 3 , a _ 1 4 .

5 l _ 0 : - a _ 0 , a _ 9 , a _ 1 3 , a _ 1 4 .

6 l _ 1 : - a _ 1 .

7 l _ 2 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 1 2 .

8 l _ 3 : - n o t a _ 5 .

9 l _ 4 : - a _ 6 , n o t a _ 9 .

1 0 l _ 4 : - a _ 3 , n o t a _ 9 .

1 1 l _ 4 : - n o t a _ 9 , n o t a _ 1 2 .

1 2 l _ 5 : - n o t a _ 6 .

1 3 l _ 6 : - n o t a _ 1 2 .

1 4 l _ 6 : - n o t a _ 5 .

1 5 l _ 7 : - n o t a _ 1 2 .

1 6 l _ 8 : - a _ 8 , n o t a _ 9 .

1 7 l _ 8 : - a _ 8 , n o t a _ 1 4 .

1 8 l _ 9 : - n o t a _ 7 , n o t a _ 1 2 .

1 9 l _ 9 : - a _ 6 , a _ 8 .

2 0 l _ 9 : - a _ 6 , n o t a _ 1 1 .

2 1 l _ 9 : - n o t a _ 4 , a _ 6 .

2 2 l _ 9 : - a _ 6 , n o t a _ 1 0 .

2 3 l _ 1 2 : - n o t a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 6 .

2 4 l _ 1 3 : - a _ 6 , a _ 9 .

2 5 l _ 1 3 : - a _ 0 , a _ 6 .

2 6 l _ 1 4 : - a _ 6 .

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et B u d di n g

[9 4 ].

1 % l _ i a r e t h e t a r g e t l a b e l s .

2 % a _ i a r e i n p u t s .

3 l _ 1 : - a _ 0 .

4 l _ 2 : - a _ 2 , n o t a _ 8 .

5 l _ 2 : - a _ 1 , n o t a _ 8 .

6 l _ 2 : - a _ 1 , a _ 2 .

7 l _ 3 : - a _ 3 , n o t a _ 8 .

8 l _ 3 : - a _ 1 , a _ 3 .

9 l _ 3 : - a _ 1 , n o t a _ 8 .

1 0 l _ 4 : - a _ 2 .
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1 1 l _ 5 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 8 , n o t a _ 1 0 , a _ 1 1 .

1 2 l _ 5 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

1 3 l _ 5 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 6 , a _ 1 0 , a _ 1 1 .

1 4 l _ 5 : - n o t a _ 6 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 , a _ 1 1 .

1 5 l _ 5 : - a _ 5 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 , a _ 1 1 .

1 6 l _ 5 : - n o t a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 .

1 7 l _ 5 : - n o t a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

1 8 l _ 5 : - n o t a _ 4 , a _ 5 , a _ 1 0 , a _ 1 1 .

1 9 l _ 5 : - a _ 5 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 , a _ 1 1 .

2 0 l _ 5 : - n o t a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 6 , a _ 1 1 .

2 1 l _ 5 : - a _ 5 , n o t a _ 6 , a _ 1 0 , a _ 1 1 .

2 2 l _ 5 : - a _ 5 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

2 3 l _ 5 : - n o t a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 6 , a _ 1 0 .

2 4 l _ 6 : - a _ 3 , n o t a _ 5 , n o t a _ 1 0 .

2 5 l _ 6 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , n o t a _ 1 0 .

2 6 l _ 6 : - a _ 3 , a _ 6 , n o t a _ 1 0 .

2 7 l _ 6 : - a _ 3 , n o t a _ 5 , a _ 6 .

2 8 l _ 7 : - n o t a _ 4 , a _ 7 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

2 9 l _ 7 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

3 0 l _ 7 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 6 , a _ 7 , a _ 1 0 .

3 1 l _ 7 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 6 , a _ 7 , n o t a _ 8 .

3 2 l _ 7 : - n o t a _ 6 , a _ 7 , n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

3 3 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , n o t a _ 7 , a _ 8 .

3 4 l _ 8 : - a _ 6 , n o t a _ 7 , a _ 9 , n o t a _ 1 0 .

3 5 l _ 8 : - n o t a _ 5 , n o t a _ 7 , a _ 9 , n o t a _ 1 0 .

3 6 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , n o t a _ 7 , a _ 9 .

3 7 l _ 8 : - a _ 6 , n o t a _ 7 , a _ 8 , a _ 9 .

3 8 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , n o t a _ 7 , n o t a _ 1 0 .

3 9 l _ 8 : - n o t a _ 7 , a _ 8 , a _ 9 , n o t a _ 1 0 .

4 0 l _ 8 : - n o t a _ 5 , n o t a _ 7 , a _ 8 , a _ 9 .

4 1 l _ 8 : - a _ 6 , n o t a _ 7 , a _ 8 , n o t a _ 1 0 .

4 2 l _ 8 : - n o t a _ 5 , n o t a _ 7 , a _ 8 , n o t a _ 1 0 .

4 3 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 8 , a _ 9 , n o t a _ 1 0 .

4 4 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , a _ 9 , n o t a _ 1 0 .

4 5 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , a _ 8 , n o t a _ 1 0 .

4 6 l _ 8 : - n o t a _ 5 , a _ 6 , a _ 8 , a _ 9 .

4 7 l _ 8 : - a _ 6 , a _ 8 , a _ 9 , n o t a _ 1 0 .

4 8 l _ 9 : - a _ 6 .

4 9 l _ 9 : - a _ 8 .

5 0 l _ 1 0 : - a _ 8 .

5 1 l _ 1 0 : - a _ 9 .

5 2 l _ 1 1 : - a _ 9 , a _ 1 0 .

5 3 l _ 1 1 : - n o t a _ 8 , a _ 9 .
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5 4 l _ 1 1 : - n o t a _ 8 , a _ 1 0 .

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et Fi s si o n

[3 5 ].

1 % l _ i a r e t h e t a r g e t l a b e l s .

2 % a _ i a r e i n p u t s .

3 l _ 1 : - a _ 0 .

4 l _ 2 : - a _ 2 , n o t a _ 3 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

5 l _ 2 : - n o t a _ 1 , n o t a _ 3 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

6 l _ 2 : - n o t a _ 1 , a _ 2 , n o t a _ 3 , a _ 5 .

7 l _ 2 : - n o t a _ 1 , a _ 2 , n o t a _ 3 , n o t a _ 9 .

8 l _ 2 : - n o t a _ 1 , a _ 2 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

9 l _ 3 : - n o t a _ 2 , a _ 3 , n o t a _ 4 .

1 0 l _ 3 : - a _ 3 , n o t a _ 4 , n o t a _ 7 .

1 1 l _ 3 : - n o t a _ 2 , a _ 3 , n o t a _ 7 .

1 2 l _ 3 : - n o t a _ 2 , n o t a _ 4 , n o t a _ 7 .

1 3 l _ 4 : - n o t a _ 1 , a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

1 4 l _ 4 : - n o t a _ 1 , n o t a _ 3 , n o t a _ 9 .

1 5 l _ 4 : - n o t a _ 1 , n o t a _ 3 , n o t a _ 4 , n o t a _ 5 .

1 6 l _ 4 : - n o t a _ 3 , a _ 4 , a _ 5 , a _ 9 .

1 7 l _ 5 : - a _ 7 .

1 8 l _ 6 : - a _ 3 , n o t a _ 5 .

1 9 l _ 6 : - n o t a _ 5 , a _ 6 .

2 0 l _ 6 : - a _ 3 , a _ 6 .

2 1 l _ 7 : - a _ 9 .

2 2 l _ 8 : - n o t a _ 3 , a _ 8 .

2 3 l _ 8 : - n o t a _ 3 , a _ 5 .

2 4 l _ 8 : - a _ 5 , a _ 8 .

2 5 l _ 9 : - n o t a _ 2 , n o t a _ 4 , a _ 6 , n o t a _ 7 , n o t a _ 8 , a _ 9 .

B el o w i s a n e x a m pl e of t h e l o gi c al i nt er pr et ati o n of a n e ur al D N F m o d el i n t h e d at a s et M A M

[5 2 ].

1 % l _ i a r e t h e t a r g e t l a b e l s .

2 % a _ i a r e i n p u t s .

3 l _ 0 : - a _ 0 .

4 l _ 1 : - n o t a _ 2 , a _ 3 .

5 l _ 2 : - n o t a _ 0 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

6 l _ 2 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 1 , n o t a _ 4 , n o t a _ 9 .

7 l _ 3 : - n o t a _ 2 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

8 l _ 3 : - n o t a _ 2 , n o t a _ 4 , n o t a _ 9 .

9 l _ 4 : - n o t a _ 2 , a _ 3 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 .

1 0 l _ 4 : - n o t a _ 2 , a _ 3 , n o t a _ 6 , n o t a _ 7 .

1 1 l _ 4 : - n o t a _ 2 , a _ 4 , n o t a _ 6 , n o t a _ 8 .
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1 2 l _ 4 : - n o t a _ 2 , a _ 4 , n o t a _ 6 , n o t a _ 7 .

1 3 l _ 5 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 4 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

1 4 l _ 5 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 1 , a _ 5 , n o t a _ 9 .

1 5 l _ 5 : - n o t a _ 0 , n o t a _ 1 , n o t a _ 4 , n o t a _ 9 .

1 6 l _ 6 : - a _ 9 .

1 7 l _ 7 : - n o t a _ 8 .

1 8 l _ 7 : - a _ 7 , a _ 9 .

1 9 l _ 7 : - a _ 6 , a _ 7 .

2 0 l _ 7 : - a _ 4 , a _ 7 .

2 1 l _ 8 : - a _ 6 .

2 2 l _ 8 : - a _ 5 , a _ 9 .

2 3 l _ 8 : - n o t a _ 4 , n o t a _ 9 .

2 4 l _ 9 : - n o t a _ 6 , n o t a _ 8
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A p p e n di x C

N e u r al D N F- M T M o d el f o r

R ei nf o r c e m e n t L e a r ni n g

T hi s a p p e n di x pr o vi d e s m or e d et ail s o n t h e m et h o d ol o g y a n d e x p eri m e nt s i n C h a pt er 6 , i n cl u di n g

p o st-tr ai ni n g al g orit h m s, t h e m o d el ar c hit e ct ur e s, tr ai ni n g h y p er p ar a m et er s, a n d m or e e x a m pl e s of

l o gi c al i nt e r pr et ati o n of n e ur al D N F- M T a ct or s.

C. 1 P o s t- t r ai ni n g Al g o ri t h m s

T h e al g orit h m s f or e a c h st a g e i n t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s i n S e cti o n 6. 2. 3 ar e li st e d b el o w:

Al g o ri t h m 9 Pr u ni n g of a Tr ai n e d N e ur al D N F- M T A ct or

I n p u t: Tr ai n e d n e ur al D N F- M T a ct or wit h w ei g ht s w , s et of r e pr e s e nt ati v e st at e s S ( c a n b e all
p o s si bl e st at e s if e n u m e r a bl e, or t h e st at e s o b s er v e d d uri n g tr ai ni n g if n ot), t hr e s h ol d τ p r u n e ,
p oli c y t y p e ∈ { d et er mi ni sti c , st o c h a sti c }

O u t p u t: Pr u n e d w ei g ht s w
1: p r o c e d u r e I s R e m o v a l A c c e p t a b l e (w , w ′, S )
2: if p oli c y t y p e i s d et er mi ni sti c t h e n
3: r e t u r n ∀ s ∈ S . ar g m a x π w (s ) = ar g m a x π w ′ (s ) ▷ Tr aj e ct or y pr e s er v e d
4: el s e
5: r e t u r n ∀ s ∈ S , ∀ j. |π w (s ) j − π w ′ (s ) j | ≤ τ p r u n e ▷ A cti o n pr o b a biliti e s pr e s e r v e d

6: p r o c e d u r e P r u n e E d g e s (w l a y e r, S )
7: r e m o v e d ← f al s e
8: f o r e a c h e d g e w ei g ht w i i n w l a y e r d o
9: w ′ ← w wit h w i s et t o 0

1 0: if I s R e m o v a l A c c e p t a b l e (w , w ′, S ) t h e n
1 1: w ← w ′ ▷ A c c u m ul at e t h e r e m o v al
1 2: r e m o v e d ← t r u e
1 3: r e t u r n r e m o v e d
1 4: r e p e a t
1 5: r d ← P r u n e E d g e s (w d , S ) ▷ C o nj u n cti o n-t o- di sj u n cti o n e d g e s fir st
1 6: r c ← P r u n e E d g e s (w c , S ) ▷ T h e n i n p ut-t o- c o nj u n cti o n e d g e s
1 7: R e m o v e a n y u n c o n n e ct e d c o nj u n cti v e or di sj u n cti v e n o d e s fr o m w
1 8: u n til ¬ r d ∧ ¬ r c ▷ St o p w h e n a f ull p a s s yi el d s n o r e m o v al s
1 9: r e t u r n w

1 8 3
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Al g o ri t h m 1 0 T hr e s h ol di n g of a Tr ai n e d N e ur al D N F- M T A ct or

I n p u t: Pr u n e d n e ur al D N F- M T a ct or wit h w ei g ht s w , s et of r e pr e s e nt ati v e st at e s S ( c a n b e all
p o s si bl e st at e s if e n u m e r a bl e, or t h e st at e s o b s er v e d d uri n g tr ai ni n g if n ot), t hr e s h ol d τ p r u n e ,
st e p si z e s , p oli c y t y p e ∈ { d et er mi ni sti c , st o c h a sti c }

O u t p u t: T hr e s h ol d e d w ei g ht s ŵ ∈ { − 6 , 0 , 6 } , wit h t a n h a cti v ati o n s r e pl a c e d b y t h e st e p f u n cti o n
h (x ) = 2 · ✶ (x > 0) − 1 o n t hr e s h ol d e d n o d e s t h at h a v e at l e a st o n e n o n- z er o w ei g ht

1: p r o c e d u r e T h r e s h o l d (w l a y e r, τ )
2: ŵ k i j ← 6 · si g n( w k i j ) · ✶ (|w k i j | ≥ τ ) f or e a c h w ei g ht i n w l a y e r

3: r e t u r n ŵ l a y e r

4: p r o c e d u r e I s T h r e s h o l d A c c e p t a b l e (w , ŵ , S ) ▷ S a m e c h e c k s a s i n Al g orit h m 9
5: if p oli c y t y p e i s d et er mi ni sti c t h e n
6: r e t u r n ∀ s ∈ S . ar g m a x π w (s ) = ar g m a x π ŵ (s )
7: el s e
8: r e t u r n ∀ s ∈ S , ∀ j. |π w (s ) j − π ŵ (s ) j | ≤ τ p r u n e

9: p r o c e d u r e Fi n d B e s t T h r e s h o l d (w t a r g e t , w , S )
1 0: τ ∗ ← 0
1 1: f o r τ ∈ [ 0, m a x |w t a r g e t |, s] d o
1 2: ŵ t a r g e t ← T h r e s h o l d (w t a r g e t , τ )
1 3: ŵ ← w wit h w t a r g e t r e pl a c e d b y ŵ t a r g e t

1 4: if I s T h r e s h o l d A c c e p t a b l e (w , ŵ , S ) a n d τ > τ ∗ t h e n
1 5: τ ∗ ← τ ▷ Pr ef er t h e l ar g e st a c c e pt a bl e t hr e s h ol d

1 6: r e t u r n τ ∗

1 7: if p oli c y t y p e i s st o c h a sti c t h e n ▷ T hr e s h ol d t h e c o nj u n cti v e l a y e r o nl y ( 2. a)
1 8: τ ∗

c ← Fi n d B e s t T h r e s h o l d (w c , w , S )
1 9: w c ← T h r e s h o l d (w c , τ ∗

c )
2 0: el s e ▷ T hr e s h ol d b ot h l a y er s wit h a si n gl e τ ( 2. b)
2 1: τ ∗ ← 0
2 2: f o r τ ∈ [ 0, m a x( m a x |w c |, m a x |w d |), s] d o
2 3: ŵ c ← T h r e s h o l d (w c , τ ), ŵ d ← T h r e s h o l d (w d , τ )
2 4: ŵ ← w wit h b ot h l a y e r s r e pl a c e d
2 5: if I s T h r e s h o l d A c c e p t a b l e (w , ŵ , S ) a n d τ > τ ∗ t h e n
2 6: τ ∗ ← τ
2 7: w c ← T h r e s h o l d (w c , τ ∗ ), w d ← T h r e s h o l d (w d , τ ∗ )

2 8: R e pl a c e t a n h wit h t h e st e p f u n cti o n h o n e v e r y t hr e s h ol d e d n o d e h a vi n g at l e a st o n e n o n- z er o
w ei g ht

2 9: r e t u r n w
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Al g o ri t h m 1 1 P o st-tr ai ni n g Pr o c e s s f or St o c h a sti c P oli c y Tr a n sl ati o n

I n p u t: Tr ai n e d n e ur al D N F- M T m o d el wit h c o nj u n cti v e n o d e s { c 1 , . . . , cC ′ }
O u t p u t: Pr o b L o g a n n ot at e d di sj u n cti o n s

1: p r o c e d u r e C o n d e n s e L o gi c a l l y E q ui v a l e n t N o d e s
2: f o r e a c h p air of c o nj u n cti v e n o d e s c i , cj d o
3: if c i a n d c j h a v e i d e nti c al w ei g ht p att er n s t h e n
4: M ar k c i a n d c j a s l o gi c all y e q ui v al e nt

5: p r o c e d u r e Si m p li f y R u l e s B a s e d O n O b s e r v a ti o n s
6: N o t e: T hi s pr o c e d ur e i s o pti o n al if i n p ut e n u m er ati o n i s i nf e a si bl e
7: C o m p ut e all p o s si bl e i n p ut s t o c o nj u n cti v e l a y er
8: A ← all u ni q u e a cti v ati o n s of c o nj u n cti v e l a y e r
9: f o r e a c h c o nj u n cti v e n o d e c i d o

1 0: if c i i s al w a y s tr u e or al w a y s f al s e a cr o s s all a cti v ati o n s i n A t h e n
1 1: M ar k c i a s r e d u n d a nt a n d n ot n e e d e d i n a n y r ul e’ s b o d y i n t h e Pr o b L o g pr o gr a m

1 2: p r o c e d u r e G e n e r a t e C o n j u n c ti v e R u l e s
1 3: f o r e a c h c o nj u n cti v e n o d e c i aft er c o n d e n s ati o n a n d si m pli fi c ati o n d o
1 4: I i ← { k | w ′

c k i ≠ 0 }
1 5: I +

i ← { k ∈ I i | w ′
c k i = 6 }

1 6: I −
i ← { k ∈ I i | w ′

c k i = − 6 }
1 7: G e n er at e r ul e: c o n j i ← k ∈ I +

i
i n p utk , k ∈ I −

i
(\ + i n p utk )

1 8: p r o c e d u r e G e n e r a t e P r o b L o g A n n o t a t e d Di s j u n c ti o n s
1 9: f o r e a c h u ni q u e c o nj u n cti v e a cti v ati o n c ( m ) ∈ { − 1 , 1 } C ′

d o
2 0: C o m p ut e m ut e x-t a n h o ut p ut ỹ ( m )

2 1: p j ← ( ỹ
( m )
j + 1) / 2 f or e a c h a cti o n j

2 2: C ( m ) + ← { i|c
( m )
i = 1 }

2 3: C ( m ) − ← { i|c
( m )
i = − 1 }

2 4: G e n er at e r ul e: p 1 :: a cti o n 1 ; . . . ; p N :: a cti o n N ← i ∈ C ( m ) + c o n j i , i ∈ C ( m ) − (\ + c o n j i )

2 5: C o n d e n s e L o gi c a l l y E q ui v a l e n t N o d e s
2 6: Si m p li f y R u l e s B a s e d O n O b s e r v a ti o n s
2 7: G e n e r a t e C o n j u n c ti v e R u l e s
2 8: G e n e r a t e P r o b L o g A n n o t a t e d Di s j u n c ti o n s
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Al g o ri t h m 1 2 P o st-tr ai ni n g Pr o c e s s f or D et er mi ni sti c P oli c y Tr a n sl ati o n

I n p u t: Tr ai n e d n e ur al D N F- M T m o d el wit h pr u n e d a n d t hr e s h ol d e d w ei g ht s, wit h c o nj u n cti v e
n o d e s { c 1 , . . . , cC ′ } a n d di sj u n cti v e n o d e s { d 1 , . . . , dN }

O u t p u t: A S P pr o gr a m
1: p r o c e d u r e G e n e r a t e C o n j u n c ti v e R u l e s
2: f o r e a c h c o nj u n cti v e n o d e c i d o
3: I i ← { k | w ′

c k i ≠ 0 }
4: I +

i ← { k ∈ I i | w ′
c k i = 6 }

5: I −
i ← { k ∈ I i | w ′

c k i = − 6 }
6: G e n er at e r ul e: c o n j i ← k ∈ I +

i
i n p utk , k ∈ I −

i
( n ot i n p utk )

7: p r o c e d u r e G e n e r a t e Di s j u n c ti v e R u l e s
8: f o r e a c h di sj u n cti v e n o d e d j d o
9: C j ← { i ∈ { 1 .. C′} | w ′

d i j ≠ 0 }

1 0: C +
j ← { i ∈ C j | w ′

d i j = 6 }

1 1: C −
j ← { i ∈ C j | w ′

d i j = − 6 }

1 2: f o r e a c h i ∈ C +
j d o

1 3: G e n er at e r ul e: di s j j ← c o n j i

1 4: f o r e a c h i ∈ C −
j d o

1 5: G e n er at e r ul e: di s j j ← n ot c o n j i

1 6: G e n e r a t e C o n j u n c ti v e R u l e s
1 7: G e n e r a t e Di s j u n c ti v e R u l e s
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C. 2 S wi t c h e r o o C o r ri d o r

T h e m o d el ar c hit e ct ur e s ar e li st e d b el o w:

M o d el  Ar c hit e ct ur e

M L P a ct or

M D P

( 0): Li n e ar(i n = N S T A T E S, o ut = 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 4, o ut = 2, bi a s = Tr u e)

M L P a ct or

P O M D P

( 0): Li n e ar(i n = 2, o ut = 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 4, o ut = 2, bi a s = Tr u e)

N D N F- M T

a ct or

M D P

( 0): S e mi S y m b oli c(

i n = N S T A T E S, o ut = 4, t y p e = C O N J.)

( 1): S e mi S y m b oli c M ut e x T a n h(

i n = 4, o ut = 2, t y p e = DI S J.)

N D N F- M T

a ct or

P O M D P

( 0): S e mi S y m b oli c(

i n = 2, o ut = 4, t y p e = C O N J.)

( 1): S e mi S y m b oli c M ut e x T a n h(

i n = 4, o ut = 2, t y p e = DI S J.)

Criti c

M D P

( 0): Li n e ar(i n = N S T A T E S, o ut = 6 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 6 4, o ut = 1, bi a s = Tr u e)

Criti c

P O M D P

( 0): Li n e ar(i n = 2, o ut = 6 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 6 4, o ut = 1, bi a s = Tr u e)

T h e P P O h y p er p ar a m et er s u s e d f or tr ai ni n g b ot h t h e M L P a ct or a n d t h e n e ur al D N F- M T a ct or

ar e li st e d b el o w:
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H y p er p ar a m et er  V al u e

t ot al ti m e st e p s 1 e 5

l e ar ni n g r at e 1 e − 2

n u m e n v s 8

n u m st e p s 6 4

a n n e al lr  Tr u e

g a m m a 0. 9 9

g a e l a m b d a 0. 9 5

n u m mi ni b at c h e s 8

u p d at e e p o c h s 4

n or m a d v  Tr u e

cli p c o ef 0. 3

cli p vl o s s  Tr u e

e nt c o ef 0. 1

vf c o ef 1

m a x gr a d n or m 0. 5

F or t h e n e ur al D N F- M T a ct or, t h e h y p er p ar a m et er s of t h e a u xili ar y l o s s e s a n d δ d el a y s c h e d uli n g

u s e d ar e li st e d b el o w:

H y p er p ar a m et er

Gr o u p

H y p er p ar a m et er

N a m e
V al u e

A u xili ar y

L o s s

di s w ei g ht r e g l a m b d a 0

c o nj t a n h o ut r e g l a m b d a 0

mt l a m b d a 1 e − 3

D elt a

S c h e d uli n g

i niti al d elt a 0. 1

d elt a d e c a y d el a y 3 0

d elt a d e c a y st e p s 5

d elt a d e c a y r at e 1. 1

M or e i nt er pr et a bilit y e x a m pl e s f or L o n g C orri d or- 5 ( L C- 5) a n d L o n g C orri d or- 1 1 ( L C- 1 1) e n vi-

r o n m e nt s ar e pr o vi d e d i n t hi s s e cti o n.

L C- 5. T h e s p e ci al st at e i s al s o at st at e 1. Li sti n g C. 1 i s t h e A S P pr o gr a m f or a n e ur al D N F- M T

a ct or i n L C- 5 M D P, wit h c orr e ctl y i d e ntif yi n g t h e s p e ci al st at e, st at e 1.

1 a c t i o n ( l e f t ) : - i n _ s _ 1 .

2 a c t i o n ( r i g h t ) : - n o t i n _ s _ 1 .

Li sti n g C. 1: A S P r ul e s f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n L C- 5 M D P.

Li sti n g C. 2 i s t h e Pr o b L o g r ul e s f or o n e n e ur al D N F- M T a ct or of t h e r u n s i n L C- 5 P O M D P.

A g ai n, wit h w all st at u s o b s er v ati o n s, t h e a ct or n e e d s t o b e ‘ fl e xi bl e’ w h e n t h er e i s n o w all o n eit h er

si d e, a s s h o w n i n li n e 2 i n Li sti n g C. 2 . T h e pr o b a bilit y of g oi n g l eft a n d ri g ht di ff er s fr o m t h e S C

P O M D P c a s e, a s t h er e i s o n e m or e st at e wit h n o w all s o n eit h er si d e i n L C 5.
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1 0 . 1 3 9 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 8 6 1 : : a c t i o n ( r i g h t ) : - l e f t _ w a l l _ p r e s e n t , \ +

r i g h t _ w a l l _ p r e s e n t .

2 0 . 3 2 6 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 6 7 4 : : a c t i o n ( r i g h t ) : - \ + l e f t _ w a l l _ p r e s e n t ,

\ + r i g h t _ w a l l _ p r e s e n t .

Li sti n g C. 2: Pr o b L o g r ul e s f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n L C- 5 P O M D P.

L C- 1 1. T h e s p e ci al st at e s ar e 5, 6, 7 a n d 8, w hil e t h e a g e nt n e e d s t o g o fr o m st at e 7 t o st at e 3.

T h e mi ni m al p at h g o e s t hr o u g h [ 7 , 6 , 5 , 4] i n or d er, wit h a cti o n [ri g ht, ri g ht, ri g ht, l eft].

Li sti n g C. 3 i s t h e A S P pr o gr a m f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n L C- 1 1 M D P. It c orr e ctl y c a pt ur e s

t h e s p e ci al st at e s t h at it will g o t hr o u g h i n t h e mi ni m al p at h i n a si n gl e c o nj u n cti o n n o d e (‘ c o nj 3’

i n li n e 3).

1 a c t i o n ( l e f t ) : - c o n j _ 3 .

2 a c t i o n ( r i g h t ) : - n o t c o n j _ 3 .

3 c o n j _ 3 : - n o t i n _ s _ 5 , n o t i n _ s _ 6 , n o t i n _ s _ 7 .

Li sti n g C. 3: A S P r ul e s f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n L C- 1 1 M D P.

Li sti n g C. 4 i s t h e Pr o b L o g pr o gr a m f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n L C- 1 1 P O M D P. T h e l eft w all

will n e v e r b e pr e s e nt si n c e t h e a g e nt will n e v er s e e t h e st at e 0. T hi s i s r e fl e ct e d i n t h e Pr o b L o g r ul e s,

w h er e ‘l eft w all pr e s e nt’ i s n e v er c o n si d er e d. T h e a g e nt pr ef er s t o g o ri g ht w h e n t h er e i s n o ri g ht

w all pr e s e nt. U n d er a cti o n s a m pli n g, t h er e i s a c h a n c e of t h e a g e nt g etti n g t o st at e 1 1, w h er e t h e

ri g ht w all i s pr e s e nt, a s r e fl e ct e d i n li n e 2. T h e pr o b a bilit y di stri b uti o n i n st at e 1 1 i s n ot 0 %- 1 0 0 %

b ut 7 5. 6 %- 2 4. 4 % (li n e 2). T hi s i s b e c a u s e t h e a g e nt i s n ot g u ar a nt e e d t o g et t o st at e 1 1 c o n si st e ntl y,

m a ki n g t h e tr ai ni n g l e s s ‘ b al a n c e d’ r e g ar di n g st at e- vi siti n g fr e q u e n c y.

1 0 . 2 4 4 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 7 5 6 : : a c t i o n ( r i g h t ) : -

2 \ + r i g h t _ w a l l _ p r e s e n t .

3 0 . 7 5 6 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 2 4 4 : : a c t i o n ( r i g h t ) : -

4 r i g h t _ w a l l _ p r e s e n t .

Li sti n g C. 4: Pr o b L o g r ul e s f or a n e ur al D N F- M T a ct or i n L C- 1 1 P O M D P.

C. 3 Bl a c kj a c k

T h e m o d el a r c hit e ct ur e s ar e li st e d b el o w:
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M o d el Ar c hit e ct ur e

M L P a ct or

( 0): Li n e ar(i n = 4 4, o ut = 6 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 6 4, o ut = 2, bi a s = Tr u e)

N D N F- M T a ct or

( 0): S e mi S y m b oli c(

i n = 4 4, o ut = 6 4, t y p e = C O N J.)

( 1): S e mi S y m b oli c M ut e x T a n h(

i n = 6 4, o ut = 2, t y p e = DI S J.)

Criti c

( 0): Li n e ar(i n = 4 4, o ut = 6 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 6 4, o ut = 1, bi a s = Tr u e)

T h e P P O h y p er p ar a m et er s u s e d f or tr ai ni n g b ot h t h e M L P a ct or a n d t h e n e ur al D N F- M T a ct or

ar e li st e d b el o w:

H y p er p ar a m et er  V al u e

t ot al ti m e st e p s 3 e 5

l e ar ni n g r at e 1 e − 3

n u m e n v s 3 2

n u m st e p s 1 6

a n n e al lr  Tr u e

g a m m a 0. 9 9

g a e l a m b d a 0. 9 5

n u m mi ni b at c h e s 1 6

u p d at e e p o c h s 4

n or m a d v  Tr u e

cli p c o ef 0. 3

cli p vl o s s  Tr u e

e nt c o ef 0. 1

vf c o ef 1

m a x gr a d n or m 0. 5

F or t h e n e ur al D N F- M T a ct or, t h e h y p er p ar a m et er s of t h e a u xili ar y l o s s e s a n d δ d el a y s c h e d uli n g

u s e d ar e li st e d b el o w:
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H y p er p ar a m et er

Gr o u p

H y p er p ar a m et er

N a m e
V al u e

A u xili ar y

L o s s

di s w ei g ht r e g l a m b d a 1 e− 6

c o nj t a n h o ut r e g l a m b d a 0

mt l a m b d a 1 e − 3

D elt a

S c h e d uli n g

i niti al d elt a 0. 1

d elt a d e c a y d el a y 1 0 0

d elt a d e c a y st e p s 1 0

d elt a d e c a y r at e 1. 1

T h e n e ur al D N F- M T a ct or’ s Pr o b L o g p oli c y c orr e s p o n di n g t o Fi g ur e 6. 6 i s s h o w n i n Li sti n g

C. 5 . T h e e ntir e pr o gr a m c o nt ai n s 3 7 n o n- pr o b a bili sti c r ul e s wit h ‘ c o nj i’ a s t h e r ul e h e a d, a n d 2 0 1

a n n ot at e d di sj u n cti o n s wit h a cti o n pr o b a biliti e s.

1 0 . 8 7 3 : : a c t i o n ( s t i c k ) ; 0 . 1 2 7 : : a c t i o n ( h i t ) : - \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , \ +

c o n j _ 5 , \ + c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 0 , \ + c o n j _ 1 1 , \ +

c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 4 , \ + c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 9 , \ + c o n j _ 2 1 ,

\ + c o n j _ 2 2 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 2 , \ + c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 7 ,

\ + c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8

, \ + c o n j _ 4 9 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 , \ + c o n j _ 5 3 , \ +

c o n j _ 5 4 , \ + c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 9 , \ + c o n j _ 6 2 .

2 0 . 9 0 7 : : a c t i o n ( s t i c k ) ; 0 . 0 9 3 : : a c t i o n ( h i t ) : - \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , \ +

c o n j _ 5 , \ + c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 0 , \ + c o n j _ 1 1 , \ +

c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 4 , \ + c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 9 , \ + c o n j _ 2 1 ,

\ + c o n j _ 2 2 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 2 , \ + c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 7 ,

\ + c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8

, \ + c o n j _ 4 9 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 , \ + c o n j _ 5 3 , \ +

c o n j _ 5 4 , c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 9 , \ + c o n j _ 6 2 .

3 0 . 9 0 0 : : a c t i o n ( s t i c k ) ; 0 . 1 0 0 : : a c t i o n ( h i t ) : - \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , \ +

c o n j _ 5 , \ + c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 0 , \ + c o n j _ 1 1 , \ +

c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 4 , \ + c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 9 , \ + c o n j _ 2 1 ,

\ + c o n j _ 2 2 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 2 , c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 7 ,

\ + c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8 ,

\ + c o n j _ 4 9 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 , c o n j _ 5 3 , \ + c o n j _ 5 4 ,

\ + c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 9 , \ + c o n j _ 6 2 .

4 0 . 9 2 7 : : a c t i o n ( s t i c k ) ; 0 . 0 7 3 : : a c t i o n ( h i t ) : - \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , \ +

c o n j _ 5 , \ + c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 0 , \ + c o n j _ 1 1 , \ +

c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 4 , \ + c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 9 , \ + c o n j _ 2 1 ,

\ + c o n j _ 2 2 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 2 , c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 7 ,

\ + c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8 ,

\ + c o n j _ 4 9 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 , c o n j _ 5 3 , \ + c o n j _ 5 4 ,

c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 9 , \ + c o n j _ 6 2 .

5 0 . 9 8 3 : : a c t i o n ( s t i c k ) ; 0 . 0 1 7 : : a c t i o n ( h i t ) : - \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , \ +
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c o n j _ 5 , \ + c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 0 , \ + c o n j _ 1 1 , \ +

c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 4 , \ + c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 9 , \ + c o n j _ 2 1 ,

\ + c o n j _ 2 2 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 2 , c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 7 ,

\ + c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 2 , c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8 ,

\ + c o n j _ 4 9 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 , c o n j _ 5 3 , \ + c o n j _ 5 4 ,

c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 9 , \ + c o n j _ 6 2 .

6 . . .

7 c o n j _ 3 : -

8 h a n d ( 1 8 ) , \ + d e a l e r ( 9 ) , \ + d e a l e r ( 1 0 ) , \ + u s a b l e _ a c e .

9 c o n j _ 4 : -

1 0 \ + h a n d ( 1 7 ) , \ + h a n d ( 1 8 ) , \ + h a n d ( 1 9 ) , \ + h a n d ( 2 0 ) , \ + h a n d ( 2 1 ) , \ +

h a n d ( 2 2 ) , \ + h a n d ( 2 8 ) .

1 1 c o n j _ 5 : -

1 2 h a n d ( 2 0 ) , \ + d e a l e r ( 1 ) , \ + d e a l e r ( 9 ) , \ + d e a l e r ( 1 0 ) , \ + u s a b l e _ a c e .

1 3 c o n j _ 6 : -

1 4 h a n d ( 1 2 ) , \ + d e a l e r ( 5 ) , u s a b l e _ a c e .

1 5 c o n j _ 7 : -

1 6 h a n d ( 1 0 ) , \ + d e a l e r ( 2 ) , \ + d e a l e r ( 3 ) , \ + d e a l e r ( 4 ) , \ + d e a l e r ( 6 ) .

1 7 . . .

Li sti n g C. 5: Pr o b L o g r ul e s f or t h e n e ur al D N F- M T a ct or a s s h o w n i n Fi g ur e 6. 6 , s h o wi n g t h e fir st

fi v e a n n ot at e d di sj u n cti o n s a n d t h e fir st fi v e c o nj u n cti o n r ul e s.

C. 4 T a xi

T h e m o d el ar c hit e ct ur e s ar e li st e d b el o w:

M o d el Ar c hit e ct ur e

M L P a ct or

( 0): Li n e ar(i n = 5 0 0, o ut = 2 5 6, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 2 5 6, o ut = 6, bi a s = Tr u e)

Criti c

( 0): Li n e ar(i n = 5 0 0, o ut = 2 5 6, bi a s = Tr u e)

( 1): R e L U()

( 2): Li n e ar(i n = 2 5 6, o ut = 2 5 6, bi a s = Tr u e)

( 3): R e L U()

( 4): Li n e ar(i n = 2 5 6, o ut = 1, bi a s = Tr u e)

M L P or a cl e

(f or di still ati o n)

( 0): Li n e ar(i n = 5 0 0, o ut = 2 5 6, bi a s = F al s e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 2 5 6, o ut = 6, bi a s = F al s e)

N D N F- M T a ct or

( di still e d)

( 0): S e mi S y m b oli c(

i n = 5 0 0, o ut = 6 4, t y p e = C O N J.)

( 1): S e mi S y m b oli c M ut e x T a n h(

i n = 6 4, o ut = 6, t y p e = DI S J.)
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T h e P P O h y p er p ar a m et er s u s e d f or tr ai ni n g t h e M L P a ct or ar e li st e d b el o w:

H y p er p ar a m et er  V al u e

t ot al ti m e st e p s 3 e 6

l e ar ni n g r at e a ct or 2 e − 4

l e ar ni n g r at e criti c 2 e − 3

n u m e n v s 6 4

n u m st e p s 2 0 4 8

a n n e al lr Tr u e

g a m m a 0. 9 9 9

g a e l a m b d a 0. 9 4 6

n u m mi ni b at c h e s 1 2 8

u p d at e e p o c h s 8

n or m a d v Tr u e

cli p c o ef 0. 2

cli p vl o s s Tr u e

e nt c o ef 0. 0 0 3

vf c o ef 0. 5

m a x gr a d n or m 0. 5

T h e di still ati o n h y p er p ar a m et e r s u s e d f or tr ai ni n g n e ur al D N F- M T a ct or s ar e li st e d b el o w:

H y p er p ar a m et er

Gr o u p

H y p er p ar a m et er

N a m e
V al u e

Di stil alti o n

b at c h si z e 3 2

e p o c h 5 0 0 0

l e ar ni n g r at e 1 e − 4

A u xili ar y

L o s s

di s w ei g ht r e g l a m b d a 1 e− 4

c o nj t a n h o ut r e g l a m b d a 1 e− 5

mt l a m b d a 1 e − 4

D elt a

S c h e d uli n g

i niti al d elt a 0. 1

d elt a d e c a y d el a y 1 0 0 0

d elt a d e c a y st e p s 1 0 0

d elt a d e c a y r at e 1. 1

A n e x a m pl e of a n e ur al D N F- M T a ct or’ s Pr o b L o g r ul e s i s pr o vi d e d i n Li sti n g C. 6 .

1 0 . 5 9 5 : : a c t i o n ( d o w n ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( r i g h t ) ;

0 . 4 0 5 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( p i c k u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n (

d r o p o f f ) : - \ + c o n j _ 0 , \ + c o n j _ 1 , \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , c o n j _ 5 ,

c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 8 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 1 , \ + c o n j _ 1 2 , \ +

c o n j _ 1 3 , \ + c o n j _ 1 4 , c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 8 , \ + c o n j _ 1 9 ,

c o n j _ 2 0 , c o n j _ 2 1 , \ + c o n j _ 2 2 , c o n j _ 2 3 , c o n j _ 2 4 , \ + c o n j _ 2 5 , \ +
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c o n j _ 2 6 , c o n j _ 2 7 , \ + c o n j _ 2 8 , \ + c o n j _ 2 9 , c o n j _ 3 0 , \ + c o n j _ 3 1 , \ +

c o n j _ 3 3 , \ + c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 5 , \ + c o n j _ 3 7 , \ + c o n j _ 3 8 , \ + c o n j _ 3 9 ,

c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 1 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 3 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 ,

\ + c o n j _ 4 6 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 ,

\ + c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 8 , c o n j _ 6 0 , \ + c o n j _ 6 2 ,

c o n j _ 6 3 .

2 0 . 6 0 2 : : a c t i o n ( d o w n ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( r i g h t ) ;

0 . 3 9 8 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( p i c k u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n (

d r o p o f f ) : - \ + c o n j _ 0 , \ + c o n j _ 1 , \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , c o n j _ 5 ,

c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 8 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 1 , c o n j _ 1 2 , \ +

c o n j _ 1 3 , \ + c o n j _ 1 4 , c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 8 , \ + c o n j _ 1 9 ,

c o n j _ 2 0 , c o n j _ 2 1 , \ + c o n j _ 2 2 , c o n j _ 2 3 , c o n j _ 2 4 , \ + c o n j _ 2 5 , \ +

c o n j _ 2 6 , c o n j _ 2 7 , \ + c o n j _ 2 8 , \ + c o n j _ 2 9 , c o n j _ 3 0 , \ + c o n j _ 3 1 , \ +

c o n j _ 3 3 , \ + c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 5 , \ + c o n j _ 3 7 , \ + c o n j _ 3 8 , \ + c o n j _ 3 9 ,

c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 1 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 3 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 ,

\ + c o n j _ 4 6 , \ + c o n j _ 4 7 , \ + c o n j _ 4 8 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 ,

\ + c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 8 , c o n j _ 6 0 , \ + c o n j _ 6 2 ,

c o n j _ 6 3 .

3 0 . 9 6 3 : : a c t i o n ( d o w n ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( r i g h t ) ;

0 . 0 3 6 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( p i c k u p ) ; 0 . 0 0 1 : : a c t i o n (

d r o p o f f ) : - \ + c o n j _ 0 , \ + c o n j _ 1 , \ + c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , c o n j _ 5 ,

c o n j _ 6 , \ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 8 , \ + c o n j _ 9 , \ + c o n j _ 1 1 , c o n j _ 1 2 , \ +

c o n j _ 1 3 , \ + c o n j _ 1 4 , c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 8 , \ + c o n j _ 1 9 ,

c o n j _ 2 0 , c o n j _ 2 1 , \ + c o n j _ 2 2 , c o n j _ 2 3 , c o n j _ 2 4 , \ + c o n j _ 2 5 , \ +

c o n j _ 2 6 , c o n j _ 2 7 , \ + c o n j _ 2 8 , \ + c o n j _ 2 9 , c o n j _ 3 0 , \ + c o n j _ 3 1 , \ +

c o n j _ 3 3 , \ + c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 5 , \ + c o n j _ 3 7 , \ + c o n j _ 3 8 , \ + c o n j _ 3 9 ,

c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 1 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 3 , \ + c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 ,

\ + c o n j _ 4 6 , \ + c o n j _ 4 7 , c o n j _ 4 8 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 ,

\ + c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 8 , c o n j _ 6 0 , \ + c o n j _ 6 2 ,

c o n j _ 6 3 .

4 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( d o w n ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( r i g h t ) ;

0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 1 . 0 0 0 : : a c t i o n ( p i c k u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n (

d r o p o f f ) : - c o n j _ 0 , c o n j _ 1 , c o n j _ 3 , c o n j _ 4 , c o n j _ 5 , c o n j _ 6 , \ +

c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 8 , \ + c o n j _ 9 , c o n j _ 1 1 , c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 3 , \ +

c o n j _ 1 4 , c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 8 , c o n j _ 1 9 , c o n j _ 2 0 , c o n j _ 2 1

, \ + c o n j _ 2 2 , c o n j _ 2 3 , c o n j _ 2 4 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 6 , c o n j _ 2 7 ,

c o n j _ 2 8 , \ + c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 0 , \ + c o n j _ 3 1 , \ + c o n j _ 3 3 , \ + c o n j _ 3 4 ,

\ + c o n j _ 3 5 , \ + c o n j _ 3 7 , \ + c o n j _ 3 8 , c o n j _ 3 9 , \ + c o n j _ 4 0 , \ + c o n j _ 4 1 ,

\ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 3 , c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 6 , \ + c o n j _ 4 7 ,

c o n j _ 4 8 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , c o n j _ 5 2 , \ + c o n j _ 5 5 , \ + c o n j _ 5 6 ,

c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 8 , c o n j _ 6 0 , \ + c o n j _ 6 2 , c o n j _ 6 3 .

5 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( d o w n ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( u p ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( r i g h t ) ;

0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( l e f t ) ; 0 . 0 0 0 : : a c t i o n ( p i c k u p ) ; 1 . 0 0 0 : : a c t i o n (
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d r o p o f f ) : - \ + c o n j _ 0 , c o n j _ 1 , c o n j _ 3 , \ + c o n j _ 4 , \ + c o n j _ 5 , c o n j _ 6 ,

\ + c o n j _ 7 , \ + c o n j _ 8 , \ + c o n j _ 9 , c o n j _ 1 1 , c o n j _ 1 2 , \ + c o n j _ 1 3 , \ +

c o n j _ 1 4 , \ + c o n j _ 1 5 , \ + c o n j _ 1 6 , \ + c o n j _ 1 8 , \ + c o n j _ 1 9 , c o n j _ 2 0 , \ +

c o n j _ 2 1 , \ + c o n j _ 2 2 , c o n j _ 2 3 , \ + c o n j _ 2 4 , \ + c o n j _ 2 5 , \ + c o n j _ 2 6 ,

c o n j _ 2 7 , \ + c o n j _ 2 8 , c o n j _ 2 9 , \ + c o n j _ 3 0 , \ + c o n j _ 3 1 , \ + c o n j _ 3 3 , \ +

c o n j _ 3 4 , \ + c o n j _ 3 5 , \ + c o n j _ 3 7 , \ + c o n j _ 3 8 , c o n j _ 3 9 , c o n j _ 4 0 , \ +

c o n j _ 4 1 , \ + c o n j _ 4 2 , \ + c o n j _ 4 3 , c o n j _ 4 4 , \ + c o n j _ 4 5 , \ + c o n j _ 4 6 , \ +

c o n j _ 4 7 , c o n j _ 4 8 , \ + c o n j _ 5 0 , \ + c o n j _ 5 1 , \ + c o n j _ 5 2 , \ + c o n j _ 5 5 , \ +

c o n j _ 5 6 , \ + c o n j _ 5 7 , \ + c o n j _ 5 8 , c o n j _ 6 0 , \ + c o n j _ 6 2 , c o n j _ 6 3 .

6 . . .

7 c o n j _ 0 : - \ + s t a t e ( 4 ) , \ + s t a t e ( 9 ) , \ + s t a t e ( 1 1 ) , \ + s t a t e ( 1 4 ) , \ + s t a t e

( 1 6 ) , \ + s t a t e ( 2 4 ) , \ + s t a t e ( 2 6 ) , \ + s t a t e ( 2 8 ) , \ + s t a t e ( 3 3 ) , \ + s t a t e

( 5 2 ) , \ + s t a t e ( 5 4 ) , \ + s t a t e ( 5 9 ) , \ + s t a t e ( 6 1 ) , \ + s t a t e ( 6 8 ) , \ + s t a t e

( 7 2 ) , \ + s t a t e ( 7 6 ) , \ + s t a t e ( 7 8 ) , \ + s t a t e ( 7 9 ) , \ + s t a t e ( 8 1 ) , \ + s t a t e

( 8 2 ) , \ + s t a t e ( 8 9 ) , \ + s t a t e ( 9 4 ) , \ + s t a t e ( 9 6 ) , \ + s t a t e ( 9 7 ) , \ + s t a t e

( 1 0 4 ) , \ + s t a t e ( 1 0 7 ) , \ + s t a t e ( 1 1 2 ) , \ + s t a t e ( 1 1 3 ) , \ + s t a t e ( 1 1 4 ) , \ +

s t a t e ( 1 2 8 ) , \ + s t a t e ( 1 2 9 ) , \ + s t a t e ( 1 3 1 ) , \ + s t a t e ( 1 3 4 ) , \ + s t a t e

( 1 3 9 ) , \ + s t a t e ( 1 5 2 ) , \ + s t a t e ( 1 5 9 ) , \ + s t a t e ( 1 6 2 ) , \ + s t a t e ( 1 7 1 ) , \ +

s t a t e ( 1 7 6 ) , \ + s t a t e ( 1 7 8 ) , \ + s t a t e ( 1 8 2 ) , \ + s t a t e ( 1 8 9 ) , \ + s t a t e

( 1 9 1 ) , \ + s t a t e ( 1 9 3 ) , \ + s t a t e ( 1 9 4 ) , \ + s t a t e ( 2 7 9 ) , \ + s t a t e ( 3 1 1 ) , \ +

s t a t e ( 3 7 9 ) , \ + s t a t e ( 3 9 4 ) , \ + s t a t e ( 4 4 3 ) , \ + s t a t e ( 4 7 9 ) , \ + s t a t e

( 4 8 9 ) .

8 c o n j _ 1 : - \ + s t a t e ( 1 4 ) , \ + s t a t e ( 2 1 ) , \ + s t a t e ( 2 8 ) , \ + s t a t e ( 6 1 ) , \ +

s t a t e ( 6 2 ) , \ + s t a t e ( 6 3 ) , \ + s t a t e ( 6 8 ) , \ + s t a t e ( 6 9 ) , \ + s t a t e ( 7 6 ) , \ +

s t a t e ( 7 8 ) , \ + s t a t e ( 8 1 ) , \ + s t a t e ( 8 2 ) , \ + s t a t e ( 8 8 ) , \ + s t a t e ( 9 6 ) , \ +

s t a t e ( 1 0 1 ) , \ + s t a t e ( 1 2 1 ) , \ + s t a t e ( 1 2 8 ) , \ + s t a t e ( 1 3 1 ) , \ + s t a t e

( 1 3 6 ) , \ + s t a t e ( 1 3 8 ) , \ + s t a t e ( 1 4 4 ) , \ + s t a t e ( 1 6 2 ) , \ + s t a t e ( 1 6 3 ) , \ +

s t a t e ( 1 6 6 ) , \ + s t a t e ( 1 6 8 ) , \ + s t a t e ( 1 7 6 ) , \ + s t a t e ( 1 7 7 ) , \ + s t a t e

( 1 7 8 ) , \ + s t a t e ( 1 8 2 ) , \ + s t a t e ( 1 8 6 ) , \ + s t a t e ( 1 8 7 ) , \ + s t a t e ( 1 8 8 ) , \ +

s t a t e ( 1 8 9 ) , \ + s t a t e ( 1 9 1 ) , \ + s t a t e ( 1 9 3 ) , \ + s t a t e ( 1 9 6 ) , \ + s t a t e

( 2 3 8 ) , \ + s t a t e ( 2 4 6 ) , \ + s t a t e ( 2 5 6 ) , \ + s t a t e ( 2 6 6 ) , \ + s t a t e ( 2 6 7 ) , \ +

s t a t e ( 2 7 6 ) , \ + s t a t e ( 2 7 8 ) , \ + s t a t e ( 2 8 1 ) , \ + s t a t e ( 2 8 6 ) , \ + s t a t e

( 2 9 8 ) , \ + s t a t e ( 3 0 3 ) , \ + s t a t e ( 3 2 7 ) , \ + s t a t e ( 3 3 1 ) , \ + s t a t e ( 3 3 2 ) , \ +

s t a t e ( 3 3 3 ) , \ + s t a t e ( 3 3 9 ) , \ + s t a t e ( 3 4 1 ) , \ + s t a t e ( 3 4 2 ) , \ + s t a t e

( 3 4 3 ) , \ + s t a t e ( 3 4 4 ) , \ + s t a t e ( 3 4 8 ) , \ + s t a t e ( 3 4 9 ) , \ + s t a t e ( 3 5 1 ) , \ +

s t a t e ( 3 5 2 ) , \ + s t a t e ( 3 5 3 ) , \ + s t a t e ( 3 5 4 ) , \ + s t a t e ( 3 5 9 ) , \ + s t a t e

( 3 6 3 ) , \ + s t a t e ( 3 6 6 ) , \ + s t a t e ( 3 6 7 ) , \ + s t a t e ( 3 8 2 ) , \ + s t a t e ( 3 8 3 ) , \ +

s t a t e ( 3 8 4 ) , \ + s t a t e ( 3 8 8 ) , \ + s t a t e ( 3 9 1 ) , \ + s t a t e ( 3 9 4 ) , \ + s t a t e

( 3 9 6 ) , \ + s t a t e ( 3 9 8 ) , \ + s t a t e ( 4 0 1 ) , \ + s t a t e ( 4 0 2 ) , \ + s t a t e ( 4 0 4 ) , \ +

s t a t e ( 4 0 6 ) , \ + s t a t e ( 4 1 2 ) , \ + s t a t e ( 4 1 3 ) , \ + s t a t e ( 4 1 4 ) , \ + s t a t e

( 4 2 3 ) , \ + s t a t e ( 4 2 7 ) , \ + s t a t e ( 4 2 8 ) , \ + s t a t e ( 4 3 1 ) , \ + s t a t e ( 4 3 4 ) , \ +

s t a t e ( 4 3 7 ) , \ + s t a t e ( 4 3 8 ) , \ + s t a t e ( 4 3 9 ) , \ + s t a t e ( 4 4 1 ) , \ + s t a t e

( 4 4 3 ) , \ + s t a t e ( 4 4 8 ) , \ + s t a t e ( 4 4 9 ) , \ + s t a t e ( 4 5 1 ) , \ + s t a t e ( 4 5 2 ) , \ +
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s t a t e ( 4 5 4 ) , \ + s t a t e ( 4 5 7 ) , \ + s t a t e ( 4 5 8 ) , \ + s t a t e ( 4 5 9 ) , \ + s t a t e

( 4 6 2 ) , \ + s t a t e ( 4 6 4 ) , \ + s t a t e ( 4 6 6 ) , \ + s t a t e ( 4 6 8 ) , \ + s t a t e ( 4 6 9 ) , \ +

s t a t e ( 4 8 1 ) , \ + s t a t e ( 4 8 3 ) , \ + s t a t e ( 4 8 4 ) , \ + s t a t e ( 4 8 8 ) , \ + s t a t e

( 4 8 9 ) , \ + s t a t e ( 4 9 1 ) , \ + s t a t e ( 4 9 6 ) , \ + s t a t e ( 4 9 8 ) .

9 c o n j _ 3 : - \ + s t a t e ( 6 ) , \ + s t a t e ( 1 1 ) , \ + s t a t e ( 1 4 ) , \ + s t a t e ( 1 7 ) , \ + s t a t e

( 2 4 ) , \ + s t a t e ( 2 7 ) , \ + s t a t e ( 2 8 ) , \ + s t a t e ( 3 2 ) , \ + s t a t e ( 3 3 ) , \ + s t a t e

( 3 8 ) , \ + s t a t e ( 5 1 ) , \ + s t a t e ( 5 2 ) , \ + s t a t e ( 5 4 ) , \ + s t a t e ( 5 8 ) , \ + s t a t e

( 5 9 ) , \ + s t a t e ( 6 1 ) , \ + s t a t e ( 6 8 ) , \ + s t a t e ( 7 2 ) , \ + s t a t e ( 7 6 ) , \ + s t a t e

( 7 8 ) , \ + s t a t e ( 7 9 ) , \ + s t a t e ( 8 1 ) , \ + s t a t e ( 8 8 ) , \ + s t a t e ( 9 1 ) , \ + s t a t e

( 9 3 ) , \ + s t a t e ( 9 4 ) , \ + s t a t e ( 9 6 ) , \ + s t a t e ( 1 0 4 ) , \ + s t a t e ( 1 0 7 ) , \ +

s t a t e ( 1 1 4 ) , \ + s t a t e ( 1 1 7 ) , \ + s t a t e ( 1 2 8 ) , \ + s t a t e ( 1 2 9 ) , \ + s t a t e

( 1 3 1 ) , \ + s t a t e ( 1 3 2 ) , \ + s t a t e ( 1 3 3 ) , \ + s t a t e ( 1 3 4 ) , \ + s t a t e ( 1 3 9 ) , \ +

s t a t e ( 1 5 2 ) , \ + s t a t e ( 1 5 6 ) , \ + s t a t e ( 1 5 9 ) , \ + s t a t e ( 1 6 2 ) , \ + s t a t e

( 1 6 9 ) , \ + s t a t e ( 1 7 1 ) , \ + s t a t e ( 1 7 3 ) , \ + s t a t e ( 1 7 6 ) , \ + s t a t e ( 1 7 8 ) , \ +

s t a t e ( 1 8 2 ) , \ + s t a t e ( 1 8 3 ) , \ + s t a t e ( 1 8 9 ) , \ + s t a t e ( 1 9 1 ) , \ + s t a t e

( 1 9 2 ) , \ + s t a t e ( 1 9 3 ) , \ + s t a t e ( 1 9 4 ) , \ + s t a t e ( 1 9 9 ) , \ + s t a t e ( 2 1 1 ) , \ +

s t a t e ( 2 9 3 ) , \ + s t a t e ( 2 9 4 ) , \ + s t a t e ( 3 0 8 ) , \ + s t a t e ( 3 0 9 ) , \ + s t a t e

( 3 1 1 ) , \ + s t a t e ( 3 1 8 ) , \ + s t a t e ( 3 7 9 ) , \ + s t a t e ( 3 9 2 ) , \ + s t a t e ( 3 9 3 ) , \ +

s t a t e ( 3 9 4 ) , \ + s t a t e ( 4 1 4 ) , \ + s t a t e ( 4 3 6 ) , \ + s t a t e ( 4 3 9 ) , \ + s t a t e

( 4 5 2 ) .

1 0 c o n j _ 4 : - \ + s t a t e ( 4 ) , \ + s t a t e ( 6 ) , \ + s t a t e ( 8 ) , \ + s t a t e ( 9 ) , \ + s t a t e

( 1 2 ) ,

1 1 \ + s t a t e ( 1 4 ) , \ + s t a t e ( 1 6 ) , \ + s t a t e ( 1 8 ) , \ + s t a t e ( 1 9 ) , \ + s t a t e

( 2 4 ) ,

1 2 \ + s t a t e ( 2 6 ) , \ + s t a t e ( 2 7 ) , \ + s t a t e ( 2 9 ) , \ + s t a t e ( 3 2 ) , \ + s t a t e

( 3 3 ) ,

1 3 \ + s t a t e ( 3 4 ) , \ + s t a t e ( 3 7 ) , \ + s t a t e ( 3 8 ) , \ + s t a t e ( 3 9 ) , \ + s t a t e

( 4 2 ) ,

1 4 \ + s t a t e ( 4 3 ) , \ + s t a t e ( 4 8 ) , \ + s t a t e ( 5 1 ) , \ + s t a t e ( 5 6 ) , \ + s t a t e

( 5 9 ) ,

1 5 \ + s t a t e ( 6 1 ) , \ + s t a t e ( 6 8 ) , \ + s t a t e ( 7 1 ) , \ + s t a t e ( 7 3 ) , \ + s t a t e

( 7 4 ) ,

1 6 \ + s t a t e ( 7 6 ) , \ + s t a t e ( 7 9 ) , \ + s t a t e ( 8 2 ) , \ + s t a t e ( 8 3 ) , \ + s t a t e

( 8 8 ) ,

1 7 \ + s t a t e ( 9 1 ) , \ + s t a t e ( 9 2 ) , \ + s t a t e ( 9 3 ) , \ + s t a t e ( 9 4 ) , \ + s t a t e

( 9 7 ) ,

1 8 \ + s t a t e ( 9 9 ) , \ + s t a t e ( 1 0 1 ) , \ + s t a t e ( 1 0 4 ) , \ + s t a t e ( 1 0 8 ) , \ +

s t a t e ( 1 0 9 ) ,

1 9 \ + s t a t e ( 1 1 1 ) , \ + s t a t e ( 1 1 2 ) , \ + s t a t e ( 1 1 3 ) , \ + s t a t e ( 1 1 7 ) , \ +

s t a t e ( 1 1 9 ) ,

2 0 \ + s t a t e ( 1 2 1 ) , \ + s t a t e ( 1 2 6 ) , \ + s t a t e ( 1 2 7 ) , \ + s t a t e ( 1 2 9 ) , \ +

s t a t e ( 1 3 1 ) ,

2 1 \ + s t a t e ( 1 3 2 ) , \ + s t a t e ( 1 3 3 ) , \ + s t a t e ( 1 3 4 ) , \ + s t a t e ( 1 3 6 ) , \ +
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s t a t e ( 1 3 7 ) ,

2 2 \ + s t a t e ( 1 3 9 ) , \ + s t a t e ( 1 4 1 ) , \ + s t a t e ( 1 4 3 ) , \ + s t a t e ( 1 4 6 ) , \ +

s t a t e ( 1 4 8 ) ,

2 3 \ + s t a t e ( 1 5 1 ) , \ + s t a t e ( 1 5 8 ) , \ + s t a t e ( 1 6 2 ) , \ + s t a t e ( 1 6 6 ) , \ +

s t a t e ( 1 6 9 ) ,

2 4 \ + s t a t e ( 1 7 1 ) , \ + s t a t e ( 1 7 2 ) , \ + s t a t e ( 1 7 3 ) , \ + s t a t e ( 1 7 4 ) , \ +

s t a t e ( 1 7 6 ) ,

2 5 \ + s t a t e ( 1 7 7 ) , \ + s t a t e ( 1 7 8 ) , \ + s t a t e ( 1 7 9 ) , \ + s t a t e ( 1 8 3 ) , \ +

s t a t e ( 1 8 4 ) ,

2 6 \ + s t a t e ( 1 8 6 ) , \ + s t a t e ( 1 8 7 ) , \ + s t a t e ( 1 8 9 ) , \ + s t a t e ( 1 9 1 ) , \ +

s t a t e ( 1 9 2 ) ,

2 7 \ + s t a t e ( 1 9 3 ) , \ + s t a t e ( 1 9 4 ) , \ + s t a t e ( 2 0 1 ) , \ + s t a t e ( 2 0 3 ) , \ +

s t a t e ( 2 0 8 ) ,

2 8 \ + s t a t e ( 2 1 1 ) , \ + s t a t e ( 2 1 8 ) , \ + s t a t e ( 2 2 2 ) , \ + s t a t e ( 2 6 6 ) , \ +

s t a t e ( 2 6 7 ) ,

2 9 \ + s t a t e ( 2 7 2 ) , \ + s t a t e ( 2 7 3 ) , \ + s t a t e ( 2 7 4 ) , \ + s t a t e ( 2 7 7 ) , \ +

s t a t e ( 2 8 4 ) ,

3 0 \ + s t a t e ( 2 8 6 ) , \ + s t a t e ( 2 9 3 ) , \ + s t a t e ( 2 9 4 ) , \ + s t a t e ( 2 9 7 ) , \ +

s t a t e ( 2 9 9 ) ,

3 1 \ + s t a t e ( 3 0 1 ) , \ + s t a t e ( 3 0 2 ) , \ + s t a t e ( 3 0 3 ) , \ + s t a t e ( 3 0 4 ) , \ +

s t a t e ( 3 0 6 ) ,

3 2 \ + s t a t e ( 3 0 7 ) , \ + s t a t e ( 3 0 9 ) , \ + s t a t e ( 3 1 1 ) , \ + s t a t e ( 3 1 2 ) , \ +

s t a t e ( 3 1 3 ) ,

3 3 \ + s t a t e ( 3 1 4 ) , \ + s t a t e ( 3 2 1 ) , \ + s t a t e ( 3 2 2 ) , \ + s t a t e ( 3 2 3 ) , \ +

s t a t e ( 3 2 8 ) ,

3 4 \ + s t a t e ( 3 3 2 ) , \ + s t a t e ( 3 3 4 ) , \ + s t a t e ( 3 3 8 ) , \ + s t a t e ( 3 3 9 ) , \ +

s t a t e ( 3 4 1 ) ,

3 5 \ + s t a t e ( 3 4 3 ) , \ + s t a t e ( 3 4 4 ) , \ + s t a t e ( 3 4 6 ) , \ + s t a t e ( 3 4 7 ) , \ +

s t a t e ( 3 5 1 ) ,

3 6 \ + s t a t e ( 3 5 2 ) , \ + s t a t e ( 3 5 3 ) , \ + s t a t e ( 3 6 1 ) , \ + s t a t e ( 3 6 2 ) , \ +

s t a t e ( 3 6 8 ) ,

3 7 \ + s t a t e ( 3 6 9 ) , \ + s t a t e ( 3 7 1 ) , \ + s t a t e ( 3 7 2 ) , \ + s t a t e ( 3 7 3 ) , \ +

s t a t e ( 3 8 2 ) ,

3 8 \ + s t a t e ( 3 8 3 ) , \ + s t a t e ( 3 8 4 ) , \ + s t a t e ( 3 8 6 ) , \ + s t a t e ( 3 8 9 ) , \ +

s t a t e ( 3 9 1 ) ,

3 9 \ + s t a t e ( 3 9 2 ) , \ + s t a t e ( 3 9 3 ) , \ + s t a t e ( 3 9 4 ) , \ + s t a t e ( 3 9 6 ) , \ +

s t a t e ( 3 9 7 ) ,

4 0 \ + s t a t e ( 4 0 1 ) , \ + s t a t e ( 4 0 2 ) , \ + s t a t e ( 4 0 3 ) , \ + s t a t e ( 4 0 4 ) , \ +

s t a t e ( 4 0 6 ) ,

4 1 \ + s t a t e ( 4 0 7 ) , \ + s t a t e ( 4 1 4 ) , \ + s t a t e ( 4 1 8 ) , \ + s t a t e ( 4 1 9 ) , \ +

s t a t e ( 4 2 1 ) ,

4 2 \ + s t a t e ( 4 2 2 ) , \ + s t a t e ( 4 2 7 ) , \ + s t a t e ( 4 2 9 ) , \ + s t a t e ( 4 3 3 ) , \ +

s t a t e ( 4 3 6 ) ,
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4 3 \ + s t a t e ( 4 3 8 ) , \ + s t a t e ( 4 4 2 ) , \ + s t a t e ( 4 4 4 ) , \ + s t a t e ( 4 4 6 ) , \ +

s t a t e ( 4 4 7 ) ,

4 4 \ + s t a t e ( 4 4 9 ) , \ + s t a t e ( 4 5 1 ) , \ + s t a t e ( 4 5 3 ) , \ + s t a t e ( 4 5 4 ) , \ +

s t a t e ( 4 5 6 ) ,

4 5 \ + s t a t e ( 4 5 7 ) , \ + s t a t e ( 4 5 8 ) , \ + s t a t e ( 4 5 9 ) , \ + s t a t e ( 4 6 1 ) , \ +

s t a t e ( 4 6 2 ) ,

4 6 \ + s t a t e ( 4 6 3 ) , \ + s t a t e ( 4 6 7 ) , \ + s t a t e ( 4 6 8 ) , \ + s t a t e ( 4 7 1 ) , \ +

s t a t e ( 4 7 7 ) ,

4 7 \ + s t a t e ( 4 8 2 ) , \ + s t a t e ( 4 8 6 ) , \ + s t a t e ( 4 8 7 ) , \ + s t a t e ( 4 8 9 ) , \ +

s t a t e ( 4 9 1 ) ,

4 8 \ + s t a t e ( 4 9 6 ) , \ + s t a t e ( 4 9 7 ) , \ + s t a t e ( 4 9 8 ) .

4 9 c o n j _ 5 : - \ + s t a t e ( 1 6 ) , \ + s t a t e ( 9 7 ) , \ + s t a t e ( 1 2 3 ) , \ + s t a t e ( 1 3 6 ) , \ +

s t a t e ( 4 7 9 ) .

5 0 . . .

Li sti n g C. 6: Pr o b L o g r ul e s f or a di still e d n e ur al D N F- M T a ct or i n t h e T a xi e n vir o n m e nt, s h o wi n g

fi v e a n n ot at e d di sj u n cti o n s a n d fir st fi v e c o nj u n cti o n r ul e s.

C. 5 D o o r C o r ri d o r

T h e m o d el ar c hit e ct ur e s ar e li st e d b el o w:

M o d el  Ar c hit e ct ur e

Fe at ur e

E n c o d er

( 0): C o n v 2 d( 2, 4, k er n el si z e =( 1, 1), stri d e =( 1, 1))

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 3 6, o ut = 1 6, bi a s = Tr u e)

M L P a ct or

( 0): Li n e ar(i n = 1 6, o ut = 6 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 6 4, o ut = 4, bi a s = Tr u e)

N D N F- M T

A ct or

( 0): S e mi S y m b oli c(

i n = 1 6, o ut = 1 2, t y p e = C O N J.)

( 1): S e mi S y m b oli c M ut e x T a n h(

i n = 1 2 o ut = 4, t y p e = DI S J.)

Criti c

( 0): Li n e ar(i n = 1 6, o ut = 6 4, bi a s = Tr u e)

( 1): T a n h()

( 2): Li n e ar(i n = 6 4, o ut = 1, bi a s = Tr u e)

T h e P P O h y p er p ar a m et er s u s e d f or tr ai ni n g b ot h t h e M L P a ct or a n d t h e n e ur al D N F- M T a ct or

ar e li st e d b el o w:
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H y p er p ar a m et er  V al u e

t ot al ti m e st e p s 3 e 5

l e ar ni n g r at e 1 e − 2

n u m e n v s 8

n u m st e p s 6 4

a n n e al lr  Tr u e

g a m m a 0. 9 9

g a e l a m b d a 0. 9 5

n u m mi ni b at c h e s 8

u p d at e e p o c h s 4

n or m a d v  Tr u e

cli p c o ef 0. 3

cli p vl o s s  Tr u e

e nt c o ef 0. 1

vf c o ef 1

m a x gr a d n or m 0. 5

F or t h e n e ur al D N F- M T a ct or, t h e h y p er p ar a m et er s of t h e a u xili ar y l o s s e s a n d δ d el a y s c h e d uli n g

u s e d ar e li st e d b el o w:

H y p er p ar a m et er

Gr o u p

H y p er p ar a m et er

N a m e
V al u e

A u xili ar y

L o s s

di s w ei g ht r e g l a m b d a 0

c o nj t a n h o ut r e g l a m b d a 0

mt l a m b d a 1 e − 3

e m b e d di n g r e g l a m b d a 3 e− 1 5

D elt a

S c h e d uli n g

i niti al d elt a 0. 1

d elt a d e c a y d el a y 5 0

d elt a d e c a y st e p s 1 0

d elt a d e c a y r at e 1. 1

T h e c o d e r e p o pr o vi d e s a n ot e b o o k o n p oli c y i nt er v e nti o n i n D C- T a n d D C- O T. T h e n ot e b o o k’ s

p at h i s n o t e b o o k s / D o o r C o r r i d o r P P O N D N F - M T - 6 7 3 1 I n t e r v e n t i o n . i p y n b (li n k t o n ot e b o o k).

https://github.com/kittykg/neural-dnf-mt-policy-learning/blob/main/notebooks/Door%20Corridor%20PPO%20NDNF-MT-5187-Fix%20Intervention.ipynb
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P r o of s of Di s e n t a n gl e m e n t M e t h o d

P r o of of P r o p o siti o n 7. 3. 2 . T hi s pr o of s h o w s t h at W c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 2 s ati s fi e s

t h e c o n str ai nt s i n E q u ati o n ( 7. 8 ): t h e p o siti v e c o v er a g e i s str ai g htf or w ar d a n d t h e n e g ati v e c o v er a g e

i s pr o v e d b y c o ntr a di cti o n.

C a s e 1 : P o siti v e C o v er a g e – All P o siti v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 9 ))

F or a n y p o siti v e e x a m pl e x i ∈ X + , t a k e w̃ i a s s o ci at e d t o x i . B y t h e d e fi niti o n of w̃ i i n E q u a-

ti o n ( 7. 1 1 ), t h e f oll o wi n g h ol d s:

f w̃ i
(x i ) =

j ∈ J

w̃ i, j x i, j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ i, j |





= 6
j ∈ J

✶ (x i, j = si g n( w j )) +



 6 − 6
j ∈ J

✶ (x i, j = si g n( w j ))





= 6

T h u s, t h e c o n str ai nt i n E q u ati o n ( 7. 9 ) i s s ati s fi e d a n d t h e s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X + |} will c o v er all p o siti v e

e x a m pl e s x i ∈ X + .

C a s e 2 : N e g ati v e C o v er a g e – N o N e g ati v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 1 0 ))

T h e pr o of s h o w s b y c o ntr a di cti o n t h at t h e s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X + |} c o n str u ct e d u n d er Pr o p o si-

ti o n 7. 3. 2 d o e s n ot c o v er a n y of t h e n e g ati v e e x a m pl e s.

A s s u m e t h at a n e g ati v e e x a m pl e x m ∈ X − i s c o v er e d b y w̃ i , w hi c h i s a s s o ci at e d t o a p o siti v e

e x a m pl e x i ∈ X + . T h e n t h e r a w o ut p ut of w̃ i o v er x m s h o ul d b e 6 t o c o v er x m :

f w̃ i
(x m ) = 6

j ∈ J

w̃ i, j x m, j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ i, j |



 = 6

⇒
j ∈ J

w̃ i, j x m, j =
j ∈ J

|w̃ i, j | ( D. 1)

2 0 1
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S u b stit ut e t h e d e fi niti o n of w̃ i, j i n E q u ati o n (7. 1 1 ) i nt o E q u ati o n ( D. 1 ), a n d t h e f oll o wi n g h ol d s:

j ∈ J

x i, j · ✶ (x i, j = si g n( w j )) · x m, j =
j ∈ J

✶ (x i, j = si g n( w j )) ( D. 2)

W h e n x i, j ≠ si g n( w j ), ✶ (x i, j = si g n( w j )) = 0, a n d will n ot c o ntri b ut e t o t h e s u m m ati o n t er m

i n eit h er t h e L. H. S. or t h e R. H. S. of E q u ati o n (D. 2 ). T h u s, f or E q u ati o n ( D. 2 ) t o h ol d, t hi s h a s t o

h ol d:

∀ j ∈ J . [x i, j = si g n( w j ) =⇒ x m, j = x i, j ] ( D. 3)

Fr o m E q u ati o n ( D. 3 ), { j ∈ J | x i, j = si g n( w j )} ⊂ { j ∈ J | x m, j = si g n( w j )} . S o { j ∈ J | x i, j ≠

si g n( w j )} ⊃ { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j )} . T h e s u b s et c a n n ot b e e q u al b e c a u s e x i ≠ x m . T h e f oll o wi n g

s et r el ati o n s h ol d:

{ j ∈ J | x m, j = si g n( w j )}

= { j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )} ∪ { j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )}
( D. 4)

{ j ∈ J | x i, j = si g n( w j )} = { j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )} ( D. 5)

{ j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j )} = { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )} ( D. 6)

{ j ∈ J | x i, j ≠ si g n( w j )}

= { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )} ∪ { j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )}
( D. 7)

{ j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )}̸ = ∅ ( D. 8)

Fi g ur e D. 1 h el p s t o d e m o n str at e t h e r el ati o n s b et w e e n t h e s et s.

Fi g ur e D. 1: R el ati o n s b et w e e n t h e si g n- m at c hi n g s u b s et s of x i a n d x m .

U si n g t h e d e fi niti o n of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e i n E q u ati o n ( 4. 1 ), t h e r a w o ut p ut of t h e ori gi n al

c o nj u n cti v e n o d e wit h w ei g ht w o v e r t h e n e g ati v e e x a m pl e x m i s c o m p ut e d a s:

f w (x m ) =
j ∈ J

w j x m, j + β

=
j ∈ J :x m , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :x m , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β

w h er e t h e bi a s t er m β i s n ot e x p a n d e d. U si n g t h e s et r el ati o n s i n E q u ati o n (D. 4 ) a n d E q u ati o n ( D. 6 ),
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f w (x m ) c a n b e r e writt e n a s:

f w (x m ) =
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | +
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β ( D. 9)

B e c a u s e t h e r el ati o n i n E q u ati o n ( D. 8 ) h ol d s, t h e s e c o n d t er m j ∈ J :x m , j = si g n ( w j ) , xi , j ≠ si g n ( w j ) |w j |

i n t h e R. H. S. of E q u ati o n (D. 9 ) i s g u ar a nt e e d t o b e gr e at er t h a n 0. T h u s, t h e f oll o wi n g i n e q u alit y

h ol d s:

f w (x m ) > f w (x m ) − 2
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | ( D. 1 0)

w h er e t h e R. H. S. of t h e i n e q u alit y i s c o m p ut e d a s:

f w (x m ) − 2
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j |

=
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β
( D. 1 1)

E q u ati o n ( D. 1 1 ) c a n b e tr a n sf or m e d a s:

j ∈ J :
x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β

=
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −








 j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | +
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j |










+ β

=
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β b y E q. ( D. 7 )

=
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β b y E q. ( D. 5 )

= f w (x i ) b y n o d e d ef. i n E q. ( 4. 1 )

> 0 x i ∈ X +

T hi s gi v e s f w (x m ) > f w (x i ) > 0, b ut t hi s c o ntr a di ct s t h e a s s u m pti o n t h at x m ∈ X − s u c h t h at

f w (x m ) ≤ 0. T hi s pr o v e s t h at n o n e g ati v e e x a m pl e s will b e c o v er e d b y t h e s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X + |}

c o n str u ct e d u n d er E q u ati o n ( 7. 1 1 ).

T hi s s h o w s t h at t h e s plit w ei g ht s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X + |} c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 2 will

c o v e r all p o siti v e e x a m pl e s a n d n o n e of t h e n e g ati v e e x a m pl e s.

■
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P r o of of P r o p o siti o n 7. 3. 3 . T hi s pr o of s h o w s t h at W c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 3 s ati s fi e s

t h e c o n str ai nt s i n E q u ati o n ( 7. 1 3 ): t h e n e g ati v e c o v er a g e i s str ai g htf or w ar d a n d t h e p o siti v e c o v er a g e

i s pr o v e d b y c o ntr a di cti o n.

C a s e 1 : N e g ati v e C o v er a g e – All N e g ati v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 1 4 ))

F or a n y n e g ati v e e x a m pl e x i ∈ X − , t a k e w̃ i a s s o ci at e d t o x i . B y t h e d e fi niti o n of w̃ i i n E q u a-

ti o n ( 7. 1 6 ), t h e f oll o wi n g h ol d s:

f w̃ i (x i ) =
j ∈ J

w̃ i, j x i, j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ i, j |





= 6
j ∈ J

✶ (x i, j ≠ si g n( w j )) +



 6 − 6
j ∈ J

✶ (x i, j ≠ si g n( w j ))





= 6

T h u s, t h e c o n str ai nt i n E q u ati o n ( 7. 1 4 ) i s s ati s fi e d a n d t h e s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X − |} will c o v er all n e g ati v e

e x a m pl e s x i ∈ X − .

C a s e 2 : P o siti v e C o v er a g e – N o P o siti v e E x a m pl e s ar e C o v er e d ( C o n str ai nt i n E q u ati o n (7. 1 5 ))

T h e pr o of s h o w s b y c o ntr a di cti o n t h at t h e s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X − |} c o n str u ct e d u n d er Pr o p o si-

ti o n 7. 3. 3 d o e s n ot c o v er a n y of t h e p o siti v e e x a m pl e s.

A s s u m e t h at a p o siti v e e x a m pl e x m ∈ X + i s c o v er e d b y w̃ i , w hi c h i s a s s o ci at e d t o a n e g ati v e

e x a m pl e x i ∈ X − . T h e n t h e r a w o ut p ut of w̃ i o v er x m s h o ul d b e 6 t o c o v e r x m :

f w̃ (x m ) = 6

j ∈ J

w̃ i, j x m, j +



 6 −
j ∈ J

|w̃ i, j |



 = 6

⇒
j ∈ J

w̃ i, j x m, j =
j ∈ J

|w̃ i, j | ( D. 1 2)

S u b stit ut e t h e d e fi niti o n of w̃ i, j i n E q u ati o n (7. 1 6 ) i nt o E q u ati o n ( D. 1 2 ), a n d t h e f oll o wi n g h ol d s:

j ∈ J

x i, j · ✶ (x i, j ≠ si g n( w j )) · x m, j =
j ∈ J

✶ (x i, j ≠ si g n( w j )) ( D. 1 3)

W h e n x i, j = si g n( w j ), ✶ (x i, j ≠ si g n( w j )) = 0, a n d will n ot c o ntri b ut e t o t h e s u m m ati o n t er m

i n eit h er t h e L. H. S. or t h e R. H. S. of E q u ati o n (D. 1 3 ). T h u s, f or E q u ati o n ( D. 1 3 ) t o h ol d, t hi s h a s

t o h ol d:

∀ j ∈ J . [x i, j ≠ si g n( w j ) =⇒ x m, j = x i, j ] ( D. 1 4)

Fr o m E q u ati o n ( D. 1 4 ), { j ∈ J | x i, j ≠ si g n( w j )} ⊂ { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j )} . S o { j ∈ J | x i, j =

si g n( w j )} ⊃ { j ∈ J | x m, j = si g n( w j )} . T h e s u b s et c a n n ot b e e q u al b e c a u s e x i ≠ x m . T h e f oll o wi n g

s et r el ati o n s h ol d:

{ j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j )}

= { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )} ∪ { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )}
( D. 1 5)
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{ j ∈ J | x i, j ≠ si g n( w j )} = { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j ≠ si g n( w j )} ( D. 1 6)

{ j ∈ J | x m, j = si g n( w j )} = { j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )} ( D. 1 7)

{ j ∈ J | x i, j = si g n( w j )}

= { j ∈ J | x m, j = si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )} ∪ { j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )}
( D. 1 8)

{ j ∈ J | x m, j ≠ si g n( w j ) ∧ x i, j = si g n( w j )}̸ = ∅ ( D. 1 9)

Fi g ur e D. 2 h el p s t o d e m o n str at e t h e r el ati o n s b et w e e n t h e s et s.

Fi g ur e D. 2: R el ati o n s b et w e e n t h e si g n- mi s m at c hi n g s u b s et s of x i a n d x m .

U si n g t h e d e fi niti o n of t h e s e mi- s y m b oli c n o d e i n E q u ati o n ( 4. 1 ), t h e r a w o ut p ut of t h e ori gi n al

c o nj u n cti v e n o d e wit h w ei g ht w o v e r t h e p o siti v e e x a m pl e x m i s c o m p ut e d a s:

f w (x m ) =
j ∈ J

w j x m, j + β

=
j ∈ J :x m , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :x m , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β

w h er e t h e bi a s t er m β i s n ot e x p a n d e d. U si n g t h e s et r el ati o n s i n E q u ati o n (D. 1 5 ) a n d E q u a-

ti o n ( D. 1 7 ), f w (x m ) c a n b e r e writt e n a s:

f w (x m ) =
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β ( D. 2 0)

B e c a u s e t h e r el ati o n i n E q u ati o n ( D. 1 9 ) h ol d s, t h e s e c o n d t er m j ∈ J :x m , j ≠ si g n ( w j ) , xi , j = si g n ( w j ) |w j |

i n t h e R. H. S. of E q u ati o n (D. 2 0 ) i s g u ar a nt e e d t o b e gr e at er t h a n 0. T h u s, t h e f oll o wi n g i n e q u alit y

h ol d s:

f w (x m ) < f w (x m )  + 2
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | ( D. 2 1)
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w h er e t h e R. H. S. of t h e i n e q u alit y i s c o m p ut e d a s:

f w (x m )  + 2
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j |

=
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | +
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β
( D. 2 2)

E q u ati o n ( D. 2 2 ) c a n b e tr a n sf or m e d a s:

j ∈ J :
x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | +
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β

=
j ∈ J :

x m , j = si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | +
j ∈ J :

x m , j ≠ si g n ( w j ) ,
x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β b y E q. ( D. 1 6 )

=
j ∈ J :x i , j = si g n ( w j )

|w j | −
j ∈ J :x i , j ≠ si g n ( w j )

|w j | + β b y E q. ( D. 1 8 )

= f w (x i ) b y n o d e d ef. i n E q. ( 4. 1 )

≤ 0 x i ∈ X −

T hi s gi v e s f w (x m ) < f w (x i ) ≤ 0, b ut t hi s c o ntr a di ct s t h e a s s u m pti o n t h at x m ∈ X + s u c h t h at

f w (x m ) > 0. T hi s pr o v e s t h at n o p o siti v e e x a m pl e s will b e c o v er e d b y t h e s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X − |}

c o n str u ct e d u n d er E q u ati o n ( 7. 1 6 ).

T hi s s h o w s t h at t h e s plit w ei g ht s et { w̃ 1 , . . . , w̃ | X − |} c o n str u ct e d u n d er Pr o p o siti o n 7. 3. 3 will

c o v e r all n e g ati v e e x a m pl e s a n d n o n e of t h e p o siti v e e x a m pl e s.

■
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D N F- M T), d elt a s c h e d uli n g m et h o d s f or tr ai ni n g, a n d t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s e s f or r ul e e xtr a cti o n.

T h e li br ar y pr o vi d e s t h e f o u n d ati o n al c o m p o n e nt s u s e d a cr o s s all e x p eri m e nt al w or k i n t hi s t h e si s.

C U B D a t a s e t / s u b s e t s E x p e ri m e n t s. T h e e x p eri m e nt s o n t h e C U B- 2 0 0- 2 0 1 1 d at a s et a n d it s

s u b s et s pr e s e nt e d i n C h a pt er 5 ar e a v ail a bl e at h t t p s : / / g i t h u b . c o m / k i t t y k g / n e u r a l - d n f - c u b .

T hi s r e p o sit or y c o nt ai n s t h e i m pl e m e nt ati o n a n d e v al u ati o n s cri pt s f or t h e m ulti- cl a s s cl a s si fi c ati o n

e x p eri m e nt s u si n g t h e n e ur al D N F a n d n e ur al D N F- E O m o d el s.

T M C D a t a s e t / s u b s e t s E x p e ri m e n t s. T h e e x p eri m e nt s o n t h e T M C 2 0 0 7- 5 0 0 d at a s et a n d it s

s u b s et s pr e s e nt e d i n C h a pt er 5 ar e a v ail a bl e at h t t p s : / / g i t h u b . c o m / k i t t y k g / n e u r a l - d n f - t m c .

T hi s r e p o sit or y c o nt ai n s t h e i m pl e m e nt ati o n a n d e v al u ati o n s cri pt s f or t h e m ulti-l a b el cl a s si fi c ati o n

e x p eri m e nt s u si n g t h e n e ur al D N F m o d el.

R ei nf o r c e m e n t L e a r ni n g E x p e ri m e n t s. T h e R L e x p eri m e nt s pr e s e nt e d i n C h a pt er 6 ar e

a v ail a bl e at h t t p s : / / g i t h u b . c o m / k i t t y k g / n e u r a l - d n f - m t - p o l i c y - l e a r n i n g . T hi s r e p o sit or y

c o nt ai n s t h e i nt e gr ati o n of t h e n e ur al D N F- M T m o d el wit h a ct or- criti c al g orit h m s, t h e tr a n sl a-

ti o n b et w e e n n e ur al D N F- M T m o d el s a n d pr o b a bili sti c l o gi c pr o gr a m s, a n d t h e e v al u ati o n s cri pt s

f or t h e R L e n vir o n m e nt s.

Di s e n t a n gl e m e n t E x p e ri m e n t s. T h e e x p eri m e nt s pr e s e nt e d i n C h a pt er 7 ar e a v ail a bl e at

h t t p s : / / g i t h u b . c o m / k i t t y k g / d i s e n t a n g l i n g - n d n f - c l a s s i f i c a t i o n . T hi s r e p o sit or y c o nt ai n s

t h e i m pl e m e nt ati o n of t h e di s e nt a n gl e m e nt m et h o d i n t h e p o st-tr ai ni n g pr o c e s s f or n e ur al D N F- b a s e d

m o d el s, t h e t hr e s h ol d l e ar ni n g m et h o d f or pr e di c at e i n v e nti o n, a n d t h e i m pr o v e d d elt a s c h e d uli n g

2 0 7

https://github.com/kittykg/neural-dnf
https://github.com/kittykg/neural-dnf-cub
https://github.com/kittykg/neural-dnf-tmc
https://github.com/kittykg/neural-dnf-mt-policy-learning
https://github.com/kittykg/disentangling-ndnf-classification


2 0 8 A P P E N DI X E. C O D E R E P O SI T O RI E S

m et h o d. T h e r e p o sit or y al s o i n cl u d e s e v al u ati o n s cri pt s f or t h e cl a s si fi c ati o n t a s k s u s e d t o d e m o n-

str at e t h e e ff e cti v e n e s s of t h e di s e nt a n gl e m e nt a p pr o a c h.


	List of Figures
	List of Tables
	Acronyms
	Notation
	Introduction
	Contributions
	Theoretical Foundations
	Neural DNF-based Models for Classification and Reinforcement Learning
	Model Discretisation: from Continuous Space to Discrete Space

	Publications
	Thesis Structure

	Background
	Answer Set Programming
	Deep Learning
	Neural Networks
	Optimisation
	Regularisation
	Classification Tasks in Deep Learning

	Semi-Symbolic Node and Neural DNF Model
	Model Formulation
	Training
	Post-training Process for Logical Interpretation

	Reinforcement Learning
	Fundamentals
	Actor-Critic Methods


	Related Work
	Neuro-symbolic Learning
	End-to-end Rule Learning
	Rule Learning with Hybrid Architectures
	Neural-Symbolic Predicate Invention
	Network Learning with Logical Constraints

	Neuro-symbolic Reinforcement Learning
	Policy Learning for RL
	Hybrid Models with Classic ILP for RL


	Semi-Symbolic Nodes and Neural DNF Model
	Formalisation of Semi-Symbolic Node
	Interpretation and Soft-Valued Truth Table
	Discretisation
	Properties of Discretised Semi-Symbolic Node

	Bidirectional Neural-Bivalent-Logic Translation
	Symbolisation and Projection
	Neural-to-Bivalent-Logic Translation with Truth Value Equivalence
	Bivalent-Logic-to-Neural Translation with Truth Value Equivalence


	Neural DNF-based Models for Classification Tasks
	Neural DNF-EO Model
	The Challenge of Multi-class Classification
	Model Architecture
	Post-training Process

	Experiments
	Real-world Multi-class Task: CUB Dataset/Subsets
	Real-world Multi-label Task: TMC Dataset/Subsets
	Synthetic Dataset

	Discussion
	Classification Performance
	Interpretability
	Scalability

	Conclusion

	Neural DNF-MT Model for Reinforcement Learning
	Issues of Existing Neural DNF-based Models
	Methodology
	Mutex-tanh Activation and Neural DNF-MT
	Architecture and Training of Neural DNF-MT as Actor with PPO
	Post-training Processing
	Neural-bivalent-logic translation for Deterministic Policy Interpretation and Policy Intervention

	Experiments
	Switcheroo Corridor
	Blackjack
	Taxi
	Door Corridor
	Policy Intervention in Door Corridor Variants

	Discussions
	Performance Loss due to Thresholding
	Implications of Neural DNF-MT Model

	Conclusion

	The Entanglement Problem and Disentanglement
	The Problem of Entanglement
	Underemphasising
	Overemphasising

	Exploration of Stronger Logical Bias: Semi-Symbolic-MinBias Node
	Semi-Symbolic-MinBias, a Stricter Logical Constraint
	Limitations of Semi-Symbolic-MinBias

	Disentanglement
	Disentangling a Positively Connected Conjunctive Node
	Disentangling a Negatively Connected Conjunctive Node
	Optimisation
	Model Sparsification

	Additional Learning Techniques
	Predicate Invention
	Improved Delta Scheduling

	Experiments
	Setup
	Results

	Discussions
	Limitations when Disentangling Disjunctive Layers
	Scalability of Disentanglement

	Conclusion

	Conclusion and Future Work
	Summary of Contributions
	Future Work
	Model Extensions
	Applications in Real-life Domains


	Bibliography
	Semi-Symbolic Node and Neural DNF Model: Supplementary Material
	Properties of Discretised Semi-Symbolic Nodes
	Proofs of Neural-Bivalent-Logic Translation

	Classification Experiments
	CUB Dataset/subsets
	Data Pre-processing

	TMC Dataset/subsets
	Data Pre-processing

	Logical Interpretation Examples

	Neural DNF-MT Model for Reinforcement Learning
	Post-training Algorithms
	Switcheroo Corridor
	Blackjack
	Taxi
	Door Corridor

	Proofs of Disentanglement Method
	Code Repositories

