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��� �����	 �
 ./� ���� �/��� �� 0���/ �� ����,! ���% �/� "�!����

��#�1 ������� ���#����� ��#� ��# ��� '��� � � � � � � � � � � ��2

��) �����	 )
 ./� ��������� ��� �! 3��/ 4�&/ ��!, ���%��% � � ��5

��- �����	 -
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��2 �����	 2
 ./� 	(��� �� 4�&/ ���!�!����� �� ���7!��*�7� 	+�

�����# ����, ������
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φμ
)
�� �/� ���� ���� ��� �! � � � � � � � �)�

��5 �����	 5
 ./� 	(��� �� ���������� 7��3��� �/� �/��,! �� ����,

������! ��# ����*�����! �� ���7!��*�7� 	+�����# ����, ������!(ρzε)�)�

���8�����	 �8
 ./� 	(��� �� ���������� 7��3��� �/� �/��,! �� ����,
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���'�����	 �'
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'�� �����	 �
 �� /��.�0�� !��1�� 234���5��&6 � � � � � � � � ��#

'�' �����	 '
 �� /��.�0�� !��1�� 2	$��� ����������� ����6 � � ��&

'�# �����	 #
 �� /��.�0�� !��1�� �� �� ,��������� �� ρzε � � � ��"

'�& �����	 &
 �� /��.�0�� !��1�� �� �� ,��������� �� ρzn � � � ��*

'�" �����	 "
 �� /��.�0�� !��1�� �� �� ,��������� �� ρzε � � � ��7

'�* �����	 *
 �� /��.�0�� !��1�� �� �� ,��������� �� ρzn � � � ��8

'�7 �����	 7
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�� ���� ���������� Nit� ��� Uit � �	������	

������
�� �� ����	 �����
� ��
	
 lnUit ��� lnNit �	
 ������ ���� �
��

{−0.5× σ2u,−0.5× σ2n}� ��� ��	����
� σ2u ��� σ2n� 	
��
����
�� "�
 ����	��

��� �� Y p
it 
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� �� � 	����� ���# ���� � �
�
	�������� �	���� g(t, Zit)� ��	
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�
�� �� �����
� �� �
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���� ��� �
�
	��������� ���� ���

����
����� 	
��	��� �� ���
 �
	��� K� ��		
�������� �� ��
 65 �K = 46��
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�������� �� ��	���
��	 (t > K) ��� ����� � Yit = λY p
iK , ����� λ �� 	��

�������
��	 ��	�� �λ = 0.68� �� 	�� ���	 ������� ������ ���
����	 ��
�����	

�� ����� ����
��

������� ������ ��� �� ���	������ �������� ��� ������� �� �����	��� ���

������ �������� ���� �� ����� �� ���������� ���	���	 � ����	��� �� �����

����
� ���� ��� ������	�� 	� �������� ���������� ��� 	��� ����	��� ��������

��	� ���	�� ��� 
��	���� �������	����� ���� �
������� ������� �� 	���� ���


 �
�� ��� !���������� �"##$� ��� �� ����� �� 	�� %���� &	�� '���
�

���
��� �%&'�� ��	�� �� ������ ��	 	� 
���� �������	� 	�� ��	���� ���


������� ��������� 	�� �
������� �������� ������ (���� ��� )���� �"#*$� ���

���������� 	������� 	��	 ���������� 	��� ��	 	� ����
���	� ������� �� ���	 ��

����+���� 
����� ������	� , ���
����	 �������	��� 	���� 	� �� � ������������

����-	 ���
 ���	������ 	� ��� ���.� ������ �� �������	��� 	��	 �� ������	��	

��	� 	�� ��� �������� ��
��� ��� ��
� �/��	 ���������� 
��	�����

�������0 �"#*$��� 1�� 	���� ������� �� �� ��	 �������	� 
���� 	�� ��	��	���
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����� ���� �� �� ����

����������� ��� �����������

�� ��������	 �
��������

����
�� ��� ���� ����� �� ������ �� ��� �������� Bt � 0 ��� St � 0

�� ���
� ��� ��	�������	�� 
���
���
�� ���� ��	������� ���� 	� �� 
����� 
�

��� ����� ������  �� ���� �� ������ 
� ������ (αt) 
� ������ �� St/(St+Bt)�

�� ���� ������
�

!� ������ "������� ��� #
��
� �$%%%� ��� &���� ��� '�����	��

�()$(� 
� ���	�
�� ���� ���� 
� � �
���� ����� ���� ��� ���
�� �	�	� �*����

��	��� +���
�� {rf , rt} ������ ��� ��� 
��,��� ��� ��� ��� ��� ����� �����

��	�� ������
���� ��� ft ��� ����� ���� ���
��� �	�	� �*���� ��	��� ��

����

rt+1 − rf = ft + zt+1, �$�-�

��



ft+1 = μ+ φ(ft − μ) + εt+1, �����

���	� 
�� 
�� ����
��� {zt+1, εt+1} �	� ������ ��	��� ��	������ ��
� ���

����� 
� � �� ��	����� σ2z �� σ
2
ε� 	�����
������ ��
����	����� ��		���
��

��
��� 
���� ����
��� �� �������� ����� ��		���
�� ��
��� 
�� ��	���


��	��� ����
�� �lnNt� �� {zt, εt} �� ���� ����
�  �� 	���	��� � 
��

�
��! ��	!�
 �� ���
�	�� �� 
�� ��
�	��	������ �
�	� �" 
�� "��
�	 (ft)

�	����
�� �
��! ��	!�
 	�
�	� (φ > 0) �� ���
��� ��		���
�� ��
��� 
��

������ �
��! ��	!�
 	�
�	 ����
�� (zt+1) �� 
�� ����
�� 
� 
�� "��
�	

(εt+1)� #� �" 
�� !�� ��
	���
��� �" 
�� ����	 �� 
� ���	�
�� ���

������ 
���� ��		���
��� �$��
� ����� �� ��	
"���� ������ �������� ���	


�� ��"� ������ %� ���� ���� �� 	���	
�� 	����
� "	�� � ����� ��
� ������ ������

	�
�	�& � 
��
 ���� rt+1 − rf = μ+ zt+1. ' �	��	 "�	 
�� ������ ����� 
� ��
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������� ��� ��� �� 	� �
��� �� 	�� �������

�� ������	
� ������

�� ���� ���� ������� ��� ��	�� ������ �� ���������� 	������ �� ������

�� ������������� �� �� ���	��� 	� �� ��������� ��������� �� ��	��

������ (Y p
it)� ������� ����� ���� ������� ������ �����	��� ���������� 	� ��

��������� ��������� �� ��	�� ������ (Y p
it), �� ��������� �� �� ������

���������� ����� �����	�� �� ��� ����� 	�

xit+1 =
Y p
it

Y p
it+1

(rt+1αit + rf(1− αit))xit + Uit+1. �����

��  ������� �������! �������	�� �� ����"�
������ ������� �� ���������

�������� �����
�� ��� �� ��������� �������� �� �� �������������� �� ��

������ ��#$�� ��� ������ ��� %����� ��##�� �����!������� ��������� ���

� ������ ��������������� &����������' ��� ������ �� 	� � ��	�������� ��������

���� ������ ���	�
� ���������
 �� ��� �
� ��	
� �
 ���
� ������ ���� ������ ��� �
���
�

�������� ���� �������
 �������
�� ���� �� ��� ������� �� ��� ������
���
����� �������
�� � �!��

�
� "��������� ������ �� ������ �
� ��	 ���#$���
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� ������	����� 	
�

�����	����� �������� ��� 	
� �����	����� ��������� �
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������ � !�
������ ���!�����" #� ���� ��� ���� 
� 
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���
� ���!����� �

�
���
�� ���
�
 ����� #��� ��� ����$����� �����
����� ��� ��� ����
�� ��
�

�������� �
��" rf " �!�
�� 0.02� %
���� ����&	 �����
��� ��� �
��
���� � ���

��������
��� ���'� ����� �
�
 ��� ��� ����� ���	
 �� ����� �
������"


�� ���  �����
�' �����
���� ��� �
���� ���� � ����( 0.1 �� σu 
�� 0.1

�� σn� ��� ������������� ������� � �
 � ����� �� �������
� � ��� ��

����  � ��� ���� ����� �
���� �� ���� �����
���� �%�� �� 
�� �)**+		" 
�� ����
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�����
��� ���
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���' �������� ��� ���
������ �
��� �����
�� �� ��� ����
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�� ������

���������� �,-. � �
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����� ��� �����  ��

���
� �������� 
�� ����
�� ������ 
������ � �����
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 ���
	
��� �	�� ��� ���	�	��� ����	�� ��������� 
��	��

������� ��	���� �������
�

�� ��
�	� ������ 
��	����	�� 	
 ���� �� ������ �� ��
���

����	�� �� 
���������
�  ��
 ��� !	����	�
 "#$$%& ���� ���� ��	
 	
 ���

���	�� ��� �
	�� � ��'�	�� �� ����	� �	
� ���
	�� (γ) (��� �� 5) ���

�� ��
�	�	�� �� 	���������� 
��
�	���	�� (ψ) (��� �� 0.5� ��
 ���	�
 ��

���
	
��� �	�� �� ��	�	��� 
�	���
 ��� �� ��
�	�	�� �� 	����������


��
�	���	�� 	� *	

	���+����
� "#$$#& ��� �� ��	�	��� ������

������� 
�	���
 	�  ��
) !	����	�
) ��� �������	����� "#$$,&� ��

�(�
� ������� 	
 
� �� 2.5 �� ������ �� ��	�	��� ��
����	�� ���� ��

�	�� 
���������
 �	 �	�� -�� �����	�� �

�
� . 
� �� �	
����� ������ (β)

(��� �� $�,/�

�� ���	���� �� 
���� ����� ���	����	�	�� �������
 � �
 �� ��

�� ��� ������� ���	����
 �� 
���� �����
) ����� �� �	�	��� �	��� .
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����� ��� ��	����� �������� ��� �������� ��������� ���� ���

�� ������ �������� ��� ������ ��� �� ����	������ ��� ����� ������  �


�����!"������� ����# ���� ��� ������� ���� ��� �������� ������ ����$ %�� ��

����� ���� ������ ��� ������� �� �� ��� 	���� ���&������ ��� ����� �� �'���

�'(�� ��� �)�*� ������������$ %�� ����� ����	������ �� ��� 	���� �������� �

���� ���������� ������ ���������� ��� ���� ��� ������ �� ��� +$$ �&���� 	��,��$

-��� �� ���������� ������ ������ ��.����� ���������� ��� "� ��������� ��� ����

����������� ����	���� �� φ = 0.9. -�� ������������� ����, 	��,�� ���������� ��

����� �� ��� ������������� �������� ��������� �� ����, ������� ��� �� ���

�&��� �� 0.18$

% ,�� ����	���� ����� ��� �� �� ��� ����������� ���"��� ��� ������ ���

��� ������ ���������� �ρz,ε�$ /�� ��� ����� ���  �
 ���� ���� ����

����	���� �� ����	���� �� −0.6� "���� ��� ��� ������ ���� ���� "� ����	��� ��

�� ������ �$ 0��� ����	���� �� ��� ���������� ��� ��"��� ��� ������ ��������

��� ����� �	
�� ����� ��� ������ ��������� ���� ���� ����

��� �����������������������	�������������������
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���� 	�� �����	 ������ ��� 	 ��	������ �����	���� 	�� �	����

	�� ��	��	��� ������ ��� ���� 	� 	���	� 	�� ��	������ �����	������  �

��������� ��� ρz,ε = −0.6 ��� ��� �	������ ����� ��� 	��� �!
������� "��� ���

ρz,ε = 0.0 �����	��# ��	� 	��� ����$	��� 	 �	�� "��� ������	���� 	���� ����

������	���� �� "�	� �����"��

%�� �	���� ����$	���� �� $��� ������ 	�� "� �����	�� �	�� ����

σε = 0.007� ��� ��� �	������ ����� ��� "� 	��� &�� �� ������ �� ���
	��

������� "��� ��� �	�� "��� ��� �	���� �� ���� $��	���� �σε = 0.015�� %���

������ �	�� �� ����������� ���	��� �� 	���"� �� �� 	���� ��� 
���������� ��

���	��$� �!
����� ������� ���� �	���� �	� �� ���	��$��# "���� ����� �� 	


���������� ��� 	 ��	�� ��$����� �	'��� 
����� 	� ��$�� �	�� ����� 	 �	���� �����

��	� ��� ��$����� ������� %�� ����� ������	�' 
	�	������ ��� ��� �����	����

�� ����' �	�'�� ������� 	�� μ = 0.04 �	� �����������	� ������ 
������ 	�

����� ����	�
����� 
�� ��
�	 ��
� �� �
�
�� ����� 
�� ������� ������ ��
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� σε = 0.007�
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	 ���	 ����	� �	���� � ������ �
	 �	����	 �������

������ ���	�	� ���	�� ������ �
	 !"#� �� �	���� $ ������	��

��� ��� ����	

�� ����� �	�
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� �����

% �	��	 ����� � 	 �� � (t ∈ [20, 100])� !
	 ��	���� �
���	� �
	 ���������

�� ��������� ������	� �� ��&���'	 �
	 ������� ����	�(�� ��	�	�	�	�)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Vt = max
(ct,αt)

{
(1− β)C

1−1/ψ
t + β [�t (Vt+1)]

1−1/ψ
}1/(1−1/ψ)

�t (Vt+1) =
[
Et

(
pt+1V

1−γ
t+1 + b (1− pt+1)X

1−γ
t+1

)]1/(1−γ) *+�,-
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Yit = Y p
itUit �"�"�

Y p
it = exp [g (t, Zit)]Y

p
it−1Nit �"�)�
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����� g (t, Zit) �� � ��	��
����	�� ���	��� � ��� ��� ��������� i��

������	����	��� Zit� Y
p
it �� � ���
����	 ��
�����	 ��	� ������	��� Nit �

��������� i�� ��� 	 ����� ����
�� ��� Uit �� � 	�����	��� ��
�����	 �

��������� i�� ��� 	 ����� ����
��

�� ����	���� ����� � ������ � ����
� 	��	 ln (Uit) ��� ln (Nit) ���

����������	 ��� ����	������ ���	����	�� ��	� 
��� {−0.5σ2u,−0.5σ2n}� ���

��������� σ2u ��� σ
2
n� ������	������  � 	� Y

p
it � ln (Y

p
it) ������� �� � �����
 ���!

��	� � ��	��
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����	��� ��	� ��� ���������� ��	����� �� 	�
� ������K�

������������� 	� ��� $% �K = 46�� &������� �� ��	���
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�� Yit = λY p
iK , ����� λ �� 	�� �������
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 ���1�
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log (Y p
it) = g(t, Zit) + log

(
Y p
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)
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μt+1 = αμ + φμμt + εt+1 ���("
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rt+1 = rf + μt + zt+1 �����

qt+1 = αq + φqqt + vt+1 �����
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[
εt+1, zt+1 vt+1

]
∼ Normal (0,Ω) �� Ω =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2ε σzε σvε

σ2z σzv

σ2v

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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	�����	 ����	� �� � �	�	
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� μt �� �� �������� ��

E (μt|dt) = Er + ΣμdΣ
−1
d

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
rt − rf

qt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Er

Eq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ �����

V ar (μt|dt) = σ2μ − ΣμdΣ
−1
d Σ′

μd ��� �

����� dt = [rt, qt]� Σμd = [σμr, σμq] �� Σd =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
σ2r σrq

σrq σ2q

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦�
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E (μt|[rt, qt]) = μ̂t|t = Er + κr [rt − rf − Er] + κq [qt − Eq] �����

V ar (μt|[rt, qt]) = σ2μ − κrσμr − κqσμq ������

��

 κr =
σμrσ

2
q−σrqσμq

σ2
rσ

2
q−σ2

rq
< 0� κq =

σ2
rσμq−σrqσμr
σ2
rσ

2
q−σ2

rq
> 0� Er =

αμ
1−φμ � Eq =

αq
1−φq �

σ2r = σ2μ + σ2z� σ
2
μ =

σ2
ε

(1−φ2μ)
� σ2q =

σ2
v

(1−φ2q)
� σμr = ρzεσzσε +

σ2
ε

(1−φ2μ)
�

σμq =
ρvεσvσε

(1−φμφq)
��� σrq = ρzvσzσv +

φqσvε

(1−φμφq)
�
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������� ��� �	� ���
���� ���� ������� (σμr) ��� �	� ��������� ������� �	�
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� �������� ���� ������� ��� �	� �������� ���
� (σμq)�
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 �������� ���
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�������� �	� ���� �������� �$���� %� �������! �	� ������� κq �������� �	�

����������
��� �$��� ������� � ������� �	�� � �	� �������� ���
� �������� ��

�������� �� �	� ���� �����#� �������� ���� ������ ��� ���� ������

�����! �	�� ρμq = 1! Er = Eq! σμ = σq ��� ρμr = ρrq! κr = 0 ���

κq = 1� ����� ��� ������! �	������! �����

μ̂t|t = E (μt|[rt, qt]) = qt ������

V ar (μt|[rt, qt]) = 0 ������

��



������ ��� ������ 	
��	� ���� Et (rt+1) = qt� ��
��� �� ���	����

������� ���	��� �� ����� ����� ������ �� 	
����� ���	��	� ����


������ � ������ ������� 	��� �� �����	��� ���	��	� �����	�� ��� 	�

 �
�!�� ��� "�	��� ��#$$��  �
�!�� ��� %	�	�� ��###�� &	����	�� ���

'���� ��(��� ��� "	
	������ �� 	�	��� ����� ������ 
��� 	� ���� � ���	�� ���

�� ��	� 	
����� ���	��	� ����
� )� ��������� 	� |ρvε| < 1 ��� ρvε �= 0� ��

���	���� (qt)� 	� ��� � ����� ����� �� μt� ��� �� 	����
��	�� ���
 rt ��� qt

���� �� ����	�	���� ����� μt ������	�� �� ���#� � ����(�� *��� ��

����� ����� ����� �� �� ��� ��	�� 	� ��� ��
����� ���
	�� !� ��

�!���� ���	���� �� ���� ��	+��� ���	�� �� �� ��	� ���	���� ��� ��	��

�� 	�������� ��	
��	���

��	��� �� ����	�	���� 
�
��� �� �� ���!����!� ����� �����

����� ���� �� !��� �� �!���� ���� (rt, qt) ��� �� �������	��� �
���

�� ���!����!� ����� ����� ������ �� �!���� ���	���� ��� ��

������ ����� �����
(
ρμr, ρrq, ρμq

)
� ��	� ���� ����	�� ,�� �� �������	��

��



������� ��� ����	
����� �� �����	
�� ��������� 
�� ��� ������ �� �������

����� ������ ���� ��� �
� 
 ��� ��� �� ��� ������� ��������� ���� ��	�� ��

����
����� 
�� ��
�� ��������  �� ������� ��������� ���� ��� ��� ���

�!��� �� ����� �����
����� ���� �
��
���� ��� ���������
 �"������ �����

������ �� ��� ��"� ������ (Et [rt+1] = qt) 
�� ���������
 	
��
���

(
V art [rt+1] = σ2z

)
# ����� ��
�� ��
� ����� �����
����� ��� �
	� 
 ��


�!��� �� ��� �����
 ��	������� 
�� ����������� ���������

�� ��� ����	
��	 ��
�����
��� �������

$� ��� ��������� �� ������ t# ��	����� i �
� 
 ��
�� Wi,t�  ���# ������

���� ������# 
��� ������ Yi,t �� ��
�%��� &������ '�
��� ��((��# �
�� ��

�
�� Xi,t �
� �� ��)��� 
� Xi,t = Wi,t + Yi,t�  ���# ��� ��	����� ����

��������� ��� ���� �� �������# Ci,t 
�� ��� �� ��	��� ��� ���
����� �
	����

�����������	 �
� ���
� ����� �	� ��� ������� ��������� ���������		���� ���������� �����		��
 �� 	����

��� ���������� ��������� ������ ������� �
� �
� ���� �
�� ��� ����������
 ��� ��
 ��� �

������
	 �� 	���!

�����
	 �
� ��� �����
�
� ���
�
� 	���!	 �� ����� �
���� (ρzn) ���������� �"���	 ��� ������� ���������

������#

��



�� ������ Si,t ��	 �
� ���� ��� ����� Bi,t� �� �
� ���� �����	� ����� �������

�����	 t+ 1�� ����� ������� �
� �����
 �� t+ 1 �� ����� ��

Wi,t+1 = Si,t (1 + rt+1) +Bi,t (1 + rf) = αit (1 + rt+1) + (1− αit) (1 + rf) �

�
��� Si,t �� �
� ���������� �� �
� ����� ������ �� �
� �������� �����	�Bi,t ��

�
� ���������� �� �������� ����� �� �
� �������� �����	 ��	 αi,t �� �
� �
��� �

�����
 �� ������ �� �
� �������� �����	 ��	 	����	 �� αi,t =
Si,t

Bi,t+Si,t
� �
�

��	��� ���������� � �������� i �� ���� t �� Si,t +Bi,t = Wi,t + Yi,t − Ci,t�

�
� �������� ��������� �
� 
����
��	�� ������� ��� ��� �� �
� ��	���

���������� ��	 �
� ����������� !"�"# �
����
 !"�$# ���
 �
� ��������������

������������ �� Ci,t� Bit ��	 Si,t� �
��� �������������� ����������� �� Bit ��	

Si,t ��������� �
� �������� ��� �� ������ ������� 
��%
�� ����� ����� ������

�� ���������� �����
�

�� �
�� ������������ �������� μt �� ������������ ��	 �
� �������� 
�� ��

�������� �� �
����
 !"�&# � !"�'(# ���	������� �� �
� �������	 ����������

(rt, qt) ��������� �� ���� t� �
� ����� ��������� � �
� ���������� ������� ��� t�

��



Xi,t� μ̂t|t ��� Y p
it � ��� �	��
	� ��
����� �
� Ci,t ��� αi,t� ��� ��� �	���

�����	�� �
� ������ �� Ci,t
(
Xi,t, Y

p
i,t, μ̂t|t

)
��� αi,t

(
Xi,t, Y

p
i,t, μ̂t|t

)
�

����� ��� �
	���� ���� ��� ��������� ������ ��� ����� �����	� �

�	�	����	�� ��� 
������ �	 ��� ��

��� ��
������ ��
� 	� ���	
 ��	���

��� �
	��
�� ���	�� �� �	 �	
����� ��� �����	
�� ���� 	� ���� (Xi,t) ��

����� Y p
i,t� ���� ����� ��� �����
 	� ����� ��
����� � 
������ �� 	���

��� �	��� �����	��� ���
��	
�� ���	�� ci,t
(
xi,t, μ̂t|t

)
��� αi,t

(
xi,t, μ̂t|t

)
� ���
�

xi,t =
Xi,t

Y pi,t
�

�� ������	
� ������

��� 	������	� �
	���� ����� �� ��� �����	
 ��� �� 
��
���� �� ���

�	��	��� 	������	� �	��� 

��



Vt
(
xi,t, μ̂t|t

)
= Max

(ci,t,αi,t)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(1− β) c
1− 1

ψ

i,t + β
[{
Et

(
pt+1V

1−γ
t+1

(
xi,t+1, μ̂t+1|t+1

)

+b (1− pt+1) x
1−γ
i,t+1

)} 1
γ

]1− 1
ψ

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

1

1− 1
ψ

s.t.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μt+1 = αμ + φμμt + εt+1

rt+1 = rf + μt + zt+1

qt+1 = αq + φqqt + vt+1

ln (Nt+1) = μn + nt+1

ln (Ut+1) = μu + ut+1

xi,t+1 =
Y pi,t
Y pi,t+1

(rt+1αi,t + rf [1− αi,t]) (xi,t − ci,t) + Ui,t+1

������

��	
	 μ̂t|t ��  ���	
 �������� �� (rt, qt) �� ����	� ��
���� ��
���

������ cit �� ��	 ��
����	� ����������� �� ����	���� i � ���	 �� xit �� ��	

��
����	� ��� �� ��� �� ����	���� i � ���	 t �� αi,t �� ��	 
���� ��	�

�������� �� ����	���� i � ���	 t�

��
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� ��� � ��	�����	 ��	����� �� ��
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 ���� ����	
�

��
����		� �� ���� �������� �������� � ��
 	��� �
���� ��
�
���
�� ���

��
 ������	 ��	��� ������� ��
 
��� �� ��	�
 �
����
 ��
 ��
���� ��
� ��

��
�� �� ���
 �� �����
� �		 �
�	�� 
��
�� ��� ��
 ����� �
��
���
� ��

�
���� ��
� � �� �� �
�	��
 ��
 ��	�
 ������ � ��
 �
		�� 
������

� �!"� ���� ��
 ������	 ��	��� ������ ��	�
� �� ���
 � �� ��	��	��
 ��


������	 ��	���
� ��� �#!� $
�
���� ���� ����
���
 �� �� ��
  %� � �� �����

��
 ��	��� ������� �� 
��� ��
�

� ��
 �������� ������� �	�������� ���� �
���� �� ��
� �� &� ��


������	 ��	��� ������� �� ��
 ����	
� � �!"� ���
� � � &
 �����
�


������������ �� ��
 ��		���� '($ ���
	)

���
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μt+1 = αμ + φμμt + εt+1

rt+1 = rf + μt + zt+1

qt+1 = αq + φqqt + vt+1

ln [N ]t+1 = μn + nt+1

������

� �	
 ����
� ��� ��		
� ������ �
���� �� ��	�
���
 ��
 	���
 	��
 �� ��


��� ���
� ������ ��� ������
 ��
 ����	����� ��� � �����
	 ����! ��
	
 !���

�����	 �		����! ���� ��
� �����" � #��$�% &����� ��
�' �	��! ��
 !��� �����	

���� ��
 ��	�
�������� �� �������' � �� ��	���� ��
 �
(� �
����)	 �
����  �*

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rt+1|t = rf + μ̂t|t + zt+1 + wt+1

μ̂t|t = Er + κr [rt − rf − Er] + κq [qt − Eq]

����+�

"�
�
 wt+1 �	 �� ���
�
��
�� ����%����� �
�� �������
�  � ��


���� �����	
	� �
	� �� 
��	 ������ (ln (Ut)) �� ��� ��		�
��� ���� ��� ����	 �
	�
���� ��� �	�� ������


	�� ���	���	�� ����	
��� �������������

���



�������� 	��
����� 	� �
��
�� N (0, V ar {μt|[rt, qt]})�

���	���� � ����	������ 	���� ��� �	���	� ������
� 	��
����� �
 �
���

��� �
�������
� 	� ���������� �
���� ������
�� 
� ��� 
������	��
� ��
����

���� ! �	�� 
� rt+1|t ��
� 	�� " �
 	�� �#� "�� ��	��� 
� �������	�

���������� 	�� ��� �	�� 	� ��� $����� %�����& 
� '���	����� 	� (�	��

��#�)!�

� ��������� ���� �������	� 	��
����� ����� �
���	� �## 
� 	 *��
��

�
����	��
��� �
� 	������	���� ��� ���� 
� �
����	��
�� � �	�	������� ����

	��
����� 	��
���� �
 ��� ��	�� �	��	���� ����� $���'+�� ����� �	��� ���

��
���� �	� �� �
��� �� ������ �
�� �
����

������ ��	� 
����� �� ����� ��� ����

������� �� � ��� 	�  	!����" #�"� �����$ ��%"�"& "	'�����$ ��# ����"	�!��� ��"��%��� �	 ���%��

�"	("�!!�"� �	 #����	� ��"����� ����� ���	�� �	" �)�"�# !�!	"& !'����"	 ���	"  	!�'��"�

���
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 ��	
���

�� ����

��� ����� 	
���� �
�
 ��� �� ���� �
��� ��	�� ���	 ��� ������ ���

����
��� �� ��������� ������ ������� � ������ �� ��� 
��
� ��� ��
� ����

������ 
��
� ��� ������ �
��� 	������  
��!�������� �	�
�� � ����� ��

�"� #$$ 
�� 	������  
��!�������� �%!����� �� �"� #$$ ���	 &��� '(���

()*+ �� &��� '(��� ,$(#� -�%�� � �������� 
��
� �	�
�� � 
�� �%!�� �����

�"� #$$ ����� ����% �
��� �� ��� 	������ �
�
 ���� ��� �����
� �	�
�� �

����� �� (�$$� .���� ��� ��/������ ������� 
��
� �	�
�� � 
�� �%!�� �����

����� ����%� � �
� �
���� ���
�� ��� 
��
� �	�
�� � ����� 
�� 
��
�

�%!�� ����� ������ ��� 
��
� �� ����� �� �
���
��� �� 	��������� ���

�
���� ���
� 
��
� ����� ����% �� ��� ��/������ ������� ��� 
��
�

�	�
�� � ����� 
�� �%!�� ����� ������ 0��
���� � ��	��� ��� ��
� �����
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�� � ����� 
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��
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������ ����	 
����  ����� ��� ������� �� ����� ������ ����	


�� ��������� ��������� ������� ���� ��� ����� �� ��� ��� ����	 
��

��������� ����� ������� �� ������ �� ������ α = equity/(equity + bond) ��

α = equity/(equity + bond+ liquidity) ����� liquidity �� ��� ��������

������ ���� ���� ��!������ ���� �� ��� ����	

�� ��������� 	
�������


�� ���� ���� �� ���"��� ��� ��"�����#� ������$����� ������� �� ��

�������� ��� ���������� �� ��� �!������ %�	&' ( %�	)'	 ��� ���������� ���� *+,

����� ������� ��� �����"�� ���� - ��������� �� ���� ��� ���������

*+,.+% ' �����/

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rt+1 − rf =
(
1− φμ

)
Er + φμ(rt − rf) + nvt −

(
φμ −m

)
ωt + ωt+1

qt+1 = (1− φq)Eq + φqqt + vt+1

%�	)'

���



����� m ��� n ��� �	�
���� ��������
 ������� ��
�� 	� ��� ������	�
 ����� �

����� ��� ωt �
 �	����
� ���	�
(
ωt = rt − r̂t|t−1

)
��� 
������� ���	���������

��� �������� ��
�����
 �	� �	 ������ ���
 � !" �#$#� 	��� ���

�
����� �� �
��% "&'��� ����� � 
����(�
 ��� ��
���
 	� ��� ��������

�
�����	��

)	� ��������
 �� ��� �	�������� ����� 	� ������	�
 ����� � �����

����� ��������*�� �����
� ��� �	�������� ����� �	�
�
���% 	� ����� ��������


��� �	� �� ������� �
������ ���	�%� 	��� ��	 	�
����� ��������
 �
��

�������� +�� ,$ ������	��$ ��
����� ��� 
	����	� 
���� 	� ��� �	�������� �����

(Ω) ���� ��
���� �	 � 
����*� ���������  
 σzε ���� � �������� �	�� ��

���������% ��� �	�����	��� �������� ������$ , 
	��� ��� 
	����	� 
���� 	� ���

�	�������� ����� (Ω) ���� ��
���� �	 σzε� ��� ������
 ��	�� �	� �	 ������

��� 
	����	� 
���� 	� ��� �	�������� ����� ��� ��������� �� ��� ��������� ,�


�	��$ ��� 
	����	� 
���� 	� ��� �	�������� ����� ���� ��
���� �	 σzε �


��� ����� ��	
� ����
 �
 ������ �
������ �����	 �
��� �
 ���
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σ2z = σ2r − (Cov (rt, rt−1)− σzε) /φμ

σ2ε = (Cov (rt, rt−1)− σzε)
(
1− φ2μ

)
/φμ

s.t. |ρzv| < 1 and |ρvε| < 1
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�� σzε = ρzεσεσz� � ��	 �	�� ������� 
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�� ����
��	 ����� � (ρvε, ρzv, ρzε) ����� ���	��� ρzε ��� *� 
� &� )���� +

���,��
� 
�� ����
��	 ����� �	
� 
�� ���	� ��	���
�	� � ρzv �	� ρzε� �	�

)���� - ��������� 
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��	���� ��
���	 ρzε �	� ρvε�
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�� ����� ������������� ������� ����� � ����� ���� ���

����������� ������� ��� ����������� �� ���� ���!��� ��� ��� ���� � �� ���

�������� ����� (ρzv) ��� �����"�#����� � ��$����� �������� ���� ��� �����������

������� ��� ����������� �� ���� ���!��� ��� ��� ���� � �� ��� !�����������

�"������ ���� ���!��� (ρzε)� %��� ρzε ����� �� �� � ������� ��$�����

������������ |ρzv| ��������� ���# ���� �� ��&'� (� ��������� ��� �����������

������� ��� ���� � �� ��� !����������� �"������ ���� ���!��� ��� ���

����������� �� ��� �������� ����� (ρvε) ���������� ������� ���� ρzε� %��� ρzε

����� �� �� � ������� ��$����� ������������ ρvε �� ����� �� � ������� ��������

������������

)�� ������ !�����������$ ��� �*��� �� ��� �#������� ���������� �����# ��

���� ���!��� �� ��� ���������� ����!#����� ��� ��������� ������� ( ��� !� �

�������� #����� ����� ρzε = −0.7� σε = 0.09852� σz = 0.1646� ρzv = −0.723�

ρvε = 0.56 ��� ρzn = 0.15�
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��	���#���	� ����� �	���� �	� ����� �� ������ �	 ������ �' ��������	� ������

�	��$����� ���� ��������� �	� ��#���� ��� �$������

)��#� * ����� ��� ���	 ������ �����������	 �	� ��	���#���	 �$��

��� ���� �'��� �	 ��� #����	�� �� � ������ ����$� �	� ����� �	�����  ��

������ �����������	 �	������� �� ��� �	$����� �##������� ��������	� �	�

������� ��� #��� �� ��� ��������	� ���� *���� ��� ��������	�� ��� ������

�����������	 ������ �� �������� �� ���	� �����

)��#� * ���� ����� ���� ��� ��	���#���	 ������ ����� �	���� $��'

������' ������ ��������	� �	� ��� ��# ������	 ��	���#���	 �	� ����� �	����

���� ������ �� ��� ������ �������������� ��+����	� ���� ��� �������'

���



���������� 	
���
� �
�� 	������ ��
� ��
 ��
�� ��������
� 
���� ��


����������� ���� 
��
��
�� ����� � ������ ��
 �
�� ����
 �� �
���� ��

������ ��
� ��
 ���
 ����
� ����� �� ���
� � ����
� ���������� �� �
���� ��

���
��
 �� ��
 ����� ���
� 
��
�� ��� �� ��
 �
�� 	
������� �� ���
� �� ��


��
�� ��������
� �
���
�
��� ��
 ����
 �� �
���� �� ������ ����
� ���� ���
�

�
���
�
��� ��
 �
�� ����� ���������� 	����
� �� � �����
 ��
� �

�� ������

���	�
 ����� ��
 ��
�� �
���
� ��
 
� �� ���
� ������ ��
 ����
 ���
 ����
� ��


�
�� ����� ���������� �� ��
���� �
�� ����  �� !������
� 	
��

� "#$ ��

%&$� '�
�
 (����� )����� � �� �* ��
 �������
�� ���� +����� 
� ��� ),##&*�

���
� �� -����
��
� ),##&* �� -����
��
� �� .���� ),# %*�

/����
 0 ������
� ��
 ���
1����
 ���(�
� 	
��

� ��
 	��
���
 ��
�

)���
��
�� ��
����� ��
�*� �
��
�� ��
����� ��
�� ����� ����� �
�����

��
� �� ��
 2������ '�/ ��
�� '�
 2������ '�/ ��
�3� 	����

�
����
������ �� �� ���
�� 4#$ �� � ����
���3� (������� �
���� �� ������

����� ��
 "#� �� ����� 
��
����� ���� ����
 �� �
���
�
�� ��������
� �
���

���



��� �� ��� ��	 
���� ���������� ��� �������� ��� ����� ���������� ���

������� �� ����������� ������ ��� ����� ������ �� ����� �� �  ������� !��

��� ��� ���  �� ����� ���� �����	 �� ������� "�����  ��#��� ��� ��� �����

$ ���� ���  ������� ���� �� ��������� %�� ��� ��������� ���� ����� � ����

������ ���&����� �������� ����� ���  ������� ������ ��� �������	

��� ���� "����� ����������� ��� ������ ��� ���"� � ����%��

�'������ %��"��� ��� %������ ����� ��� ��� ����� ����� ������	 (�� � 


���"� ���� ��� "����� ����������� ��� ��� ������ ��� � ��� %������

����� ��� ��� ������ � ��� �� ����� ������	 ��� ����� ���� %������ ���

� �������� �� ���  ������� ������ ����� ��� ������� �� ������� ���

 ����������� ����� � ��� %������ �����	 (�� � ) �����%�� ��� �'������

� �������� ������� ������ ��� ���� ��� ��� �����	 ��� ���� ������ ���

�� ��� %������ ���  ������  ������� ����� ��� ��� ������ ��� ��� ������

������ ��� ������� %������ ��� ������� ����� ��������� ��  ������%���	

(�� � * �� ��� ��� ���� ����� �� "����� � ������ ���� ��� ��� �����	 ���

���



������ ����� 	
��	�� ��
� �������� ��
 ����
�� �	���	���� �� �
���� �� ��


����� �	�
�� 
��
�� �
��

� ��
� �� ��� ��� ��� ��
 ���
���
 ��
� ��� ��


���
�� 
�� ���	
 ����������� �� ��
 ���
	 ����� ��
 �
	�
�� �	
�����	 ��
�

����� �� �
��

�� ��
 ����
 ���� �� ��
 ������	� ��� ��
� �� 
���
���� ��

�� ��  �
� �� 
��� ��
 ������� ������
	��� ��! ����	������

��
 	
�	����
 ��"
	
��
 �� 
�� ��	������ ���������� ��	��� ��
�


��
�� ��� �
 
������
� �! ��
 ��#
��
�� �����! ���������� ����	
 � �����

��
 ���	
 �� �
���� �� ������ ���� 	
��
�� �� ���� 
��� ��� ����


��������� �� ��
 
��
��
� ����� 	
��	� ��	 ��
 $�� �� ��� %� &'	��� (� )

��� * ���� ��
 ���	
 �� �
���� �� ������ ��	 ��
 $�� '	��� �� + ��� � ��	

��
 ��� ��� '	��� '� , ��� - ��	 ��
 %�.� ��
 ��#
��
�� �����! ��������� ��

��
 ������ ����� 	
��	�� ��
� #�	! ���� ��
 �
���
� ��
 ���� �� ����� ���

��
� ��� �
�
�� �� ��
 ���
	 �����	�� -� ��
 ���
���
 ��� �
	�
�� �	
�����	

��
��� ��
 ��	������ ���������� ��� �	��������! ����� �� �	 ���� �
�
����� ��

��
 
�������� �� ��
 
��
��
� ����� 	
��	� �
���
� ��
 ��� ���� �� �����

���



���� ����	
�� �� ��� �	��
�� ����� ��� ��� ������� ����
���� ������ � ���

���� ��� 
���	����� ���
�� �����
��	 
� ��� �	��
�� ����� ��� �����	 ��		

���� ���� �� ��� ������� ����
���� ������ ��
	 ��	��� ��
	�	 ����	� ���


��������
�� �� ��� ����
��
�� 	�	��� 
�����	�	 ��� ����
�
���� ���
���� �� ���

���� ���
���	 ������ �
��� ��� 	��� �	�
���
�� �� ��� �������� �������

�� ���
�
��� ������ ��
	�	 ���� ��� ����
��
��	 �� �������
� �������
��

���� ��� 
�
��� ��� ������� ����
���� ����� ���� � ����� ��� ���
�� ���

��� 
�� ��� ���� ��� �
�� ������ !
���� " �������	 ��� ���� 	���� �� ������ 
�

	��� 	 ���� ��� ������� ����
���� ����� ��� ��� 
�������� ����
���� �����

�
�� ��� ���� �� #$! %&&'� (���� � �������	 ��� ���� 	���� �� ������ 
�

	��� 	 �
�� ��� ���
�
��� �������
� �������
�� �
����� ���	
���
�� �
)�
�
���

(���� *� �������� 
������	 ��� �		�� �
�� �
�� �
)�
�
�� 
� ��� ��������
�� ��

���
�
��� �������
� �������
��� ��� 	������� ���
�
��� �������
� �������
�� 
	

���������� � ��� �
���� �����		
�� ������� !��� !
���� "� �� ��� ��� ����

��� ����
��
�� ���� ��� 
�������� ����
���� ����� ������	 ��� #$! ����

���



������ ���� ��� ���	�
� �����
�� ����� ���
� ���� ���� ��� �����	�
��� 	

��� �����
���� ������ ������� ���� �� �������� 
��������� � ������� ���

������� ������� 	 ������� ���	�� 
��
��

��� �����	
	 �� ���� ��������� �������
���

���� ����� ��� �������� ���� ��� 
�������� ��� �����	�
��� 	

�����
�������� �� ��� ��
� �������� ��� ��������� 	 ��������� ��
� �� ���

��
�������� ����
��� ���� ������� �Er�� ���������
� 	 ��� �����������

����
��� ��
� ������� �φμ� ��� �������� ���� 	 ��� ����������� ����
���

��
� ������� �σε� ������� ����� ���� �� ��������� ����� ����� ����������

���������� ���
� ��� ���� ������ �

��������� 
�������� ��� �����

���
���� ���� ��� ���	����
� ���������� ��
� �� ���� �������(γ) ���

�� (ψ) ������ ��
������� �����	��� ���� ��
��� �������� ��� ����������� 	

��� �������� ���� � ����� �����������

!����� " ���� ��� ���
� 	 � ������ ��
�������� ����
��� ����

������� �Er� � ��� ���� ������ �

�������� �#���� $�� 
��������

���



������ �� �	
 ����� � ������ �	 ����� ������ �� ��� ��� ���� ����� � ���

������	� �
��� ������� ���
���� �
�� �	
 ����
� ���� �����	� �
���

������������� �� ����	�	� � ������ �	�	
���	�� �������
 ���� �������

(Er = 7%)�  ��� �� � !" � ��� #��
�	� ���� $	
�� ��� ���	��� �	 �����

��� ���� ������� �� ��������
 � �� ������� ��� ���	 ������ ����������	�

�	������	 �	
 ������ �������	 ��� ����� ��� % ������ �	�	
���	��

�������
 ���� ������� ����� �	����� ���	 � ��
�	� ������ ����� ���
� � �

������ ������ ����������	 �	
� ���	� � ������ �	������	�

������ & ���� �� � ���� ���	
��
 ���� � ��� �	������
 �������


���� �����	 (σε) �'���� ��� ����(����� ��)��� � ��� ������	� �
��� *��	 ���

��������� � ��� �	������
 �������
 ���� �����	 (σε) 
�������� � !�!!+ ���

!�!,-+� ��� ���	 ������ ����������	 �	
 �	������	 
�������� �	


������ �������	 ������ �� ������ �� ��� .+ ( /+ ��� ����� % ���� σε ���
�

� ��� �	��������� �������
 ���� �����	� 0�������	� ���	
 ���

�	�	
���	�� ���������	 � ���� ������� �����	 � 	���� ��	
� �����

���



����� ��� ��	�
���� 	
������� ������ ��� �� � ����� ����� 
���
��� ���

���������� 	
����� �
�� ���
���
�� �����
 �� ���� �� ��� ����� ����� 
���
�� �����

��� 	�
�����
 φμ �����
�� ��� 	�
�������� �� ��� ������
�����

��	���� ����� 
���
��� ���� 	�
�����
 �� �� ��
 ����
��� ������� ��� 	
�����


��� �� ��� 	
������� 
��
������ �� ����� � ������ 	�
������� 	
����� �� ���

��������� ����
���
� ���� �� ���	���� �� ������
 ��  !"� #��� �� #
����

�$!%%"� &�� ��  $" �� ����
��� ��  '"� #���
� % �	���� ��� ���������� 	
����

����� � �����
 	�
�������� �� ��� ������
����� ��	���� ����� 
���
�� �(
�	�

) ���*� ��� ���� *����� ������������ �� ������	����� �� (
�	� +

���
���� ��� ���� ���
� �� *����� �� ������"� #
�� (
�	� ) �� +� � �����


	�
�������� ����� ��� ����� ���� �������� �� 	
����������� �� ���� ��� ����

���
� �� *����� �� ������ ������ �	 �� ����� ����� �� ���� �� ��� 	�
����

	
�����
 ����� ���� �� 
��������� ������� ��� ������
����� ��	���� �����


���
� �� ����� �� ��� ���� 	�
������� 	
�����
 	
����� *��� ��� 	�
�������� ��

����� ,� ��� ����
 ���� ��� ���� 	�
�������� �� ��� ������
����� ��	����

���



����� �����	� 
���� ��� 	������ 
��� ���	� �� ��	��
� 	 ��� ������ �����

�� ���� ����		� � ����� 
��	 ������ ����
�����	 �� �����
�	�� ���

��	�����	� ����	 ���
 ����� � �	� � ��
	� �� ���� � � ��	������ ��

����	� �	����� �	 �	 
������� �������� ���� �� ����	� ����� ���

������������� �� ��� �������	�� �	� ��� �������� 	 ��� ����	� ����

������� ��	 ���� �� 
��� ��������� 	����
�	� ������ �	� 	����������

��	��
���	 �����	��

��
������� ��� �	��	���	�� �������� ��� ���
�
 �	� ���	����

����� �	� �������	�� �� ��� �	���������� �������� ����� �����	 ��� 	�� ���

����� ������ ��� ������	� ��� �� ���������	� ���� �� ρzn �	� ρzε ��� ����

������ 	 ��� ��������� �	�	��� �����	��  �	���!� ����� �"���� 	 ��� 	���

��������	�

�� ������� 	�
����

#�� ���� ��� ���������	� �
�	� ��� �"���	� 		�����	� ���	�� ���

������� �� �����	� 
����$  	 ��� ���� ����� �����	� 
���� �	� �������

���



��������� 	���
� ��� 	�� �	������� �����
����� ���������� ������������
�

��������
 ������� ��	��� � ��� �����
����� ������� ��� ���	�����

������� ���� ��� ��� ���������� �� ���� ������ (ρzn)� ��� ��� �����

�����
����� ��� � ρzε �� ��� 	������

� ����� ��� ���
�� ��� ���

����
���� ������ ���� � ��������� ��� �	���������� �� ��� ����������

���������

����������	 
�����	 ��� ����� �� ��� �	�
�����
�� �������� ���� �����	� �	� ��� �		������	� ��

���� �����	�

�� ���������� ��� �	�������� �� ��� �����
����� ������� ��� ���� ��

��� ���������
� �������� ���� ������ ��� ��� ���������� �� ���� ������

(ρzε)� � ���� ρzε ���	  !�" ��  !�# ��� �� ��� ���
��� 	���
 $ρzε %  !�&' ���

������� ��������� 	���
 � �����	��� ��� ��	������� (����� " �
�� ���

	��� ���
�� ����	�
������ ����	����� $)���� *' ��� ��� 	��� ���� ��

���
�� �� ���� $)���� +' ���� ��� 
��� ���
� ��� �� ��� ��������� �� ρzε�

,��� ρzε ���� �� �� ! ���	 � ������� �������� �����
������ ��� ������� ����

���



��� �������� ���	� 
� 
 ����� ������� �� ��� ��������� �������� �����

����� ��� �
�	� �� �� ���� ��
� 
 ��
		� |ρzε| ����
��� ��� ��
�

������� ����� 
�� ����
��� ��� ������
��	��� ������ ���� ���	��� ��
�

���	�� 
� �	��� �� ��
� ��� ��� ������ ������� ����	� ��� ��������

�������� ����
��� ��� ��
	�� 
�����	
���� 
�� ����������� ��
�� � 
��

����
��� ��� ����� ��	���!� "� ��� ����
�� ���� ���� ���	
���� �� �	��� ��

������ ��!
����� ��� ��
� 
���� 
		��
���� �� ���� ������ ������ ���� 
�� ���

��
� ��
	�� 
�����	
���� 
�� ����������� ���� ���

����������	 
�����	 ��� ����	�	� ���	�	�� ������ �	� ��� �		������	� �� ����� �����	�

# 
	�� ��
��� ��� ����������� �� ��� ���	
���� ������� ��� ���
����

�
���!� ������ 
�� ��� �����
����� �� ����� ����� (ρzn)� #� ��� �
��	���

����	� ���� ���	
���� �� $�%&� 
 �
	�� ��
� �'���� ��� �����
���
	

��������
��� ��� ��
� ������ �� 	
�� ������ �
�
� # �
� ���� ���	
���� ���

($�%& �� $�)�

��!�� %$ �	��� ��� ����� �� ρzn �� ��� ���	�� ��� ��� �
��	��� ����	�

���



���� ����� 	
 ��� ρzn ������
 � �� ���� ��� ��� ������ �����������

�� ��������� ������ ������ �������
 � ����� �
 � �� ���� ��� �������

�� ���� ������ �� ����� ����� ������ ��� ���� ���������� ���������� ���

����� ����� ���� ���� �� � ���� ���� ����� ��� ρzn �� �����
 ����� �����

�������� �� ����� ���� ���� � ������ � ��� ����� ������� ! ��� �������


��� ���� ���������� �������
 �� ������ ��� ��� ����� �������� ������� ���

����� ����� ���� ���� ���� � ����� ������ ����
 ��� ����"���� ���������

��������� ���������� ���� ρzn
 ����� �� �������� ���� ��� ������� "��� �

#����
 �� ��� $%&&'( �� )���������� �� *��� $%&+,(�

����������	 
�����	 ��� 		������	� �� ����� �����	� �	� ��� ������ �� ������	� �����

#����� ��� ���������� ������ ��� �������� �" ����� ������ ��

��� ������ �� ������� ����� (ρzv) ���� �� ���������� �-��� ��� ��� ������

����������� �� ��������� $������ ++
 ����� 	(
 ��� ���� ����������

����� ��� ����"���� ��������� $������ ++
 ����� �(� 	������� �� ����� '


��� |ρzv| ����� �� &
 ��� �������������� �-��� "��� ������� ����� �������

���



��������� 	
��� �
� ��� ��������� ����� ��� �
� ������� ������ ���� ���

�
����� �
�� ���� �
� ��������� ��
����� ��� �
� �������� ���������

���� ��� ���� �
�� ��� �
� ������� ��������� ����� �
�� ���������� ��

�������� ��� �
� ������ �� ���
������� ��� �
��� ���� ! ������� ρzv 
��

������ ����� �� ���������� �
� ����������� ����� �� �
� ��"� ������#�

������ �� �
� ������� ��������� �����

����������	 
�����	 ��� 		������	� �� ��� ������	� ����� �	� ��� ������ �� ��� �	�
�����
�� ���

������ ����� �����	�

$
�� 
������ 	
�� �
� ����������� ���	��� �
� ����������� �� �
�

�������� %���� ��� �
� �
���� �� �
� ������������ �"������ ����� �������

(ρvε) ������& '����� ��� (���
 ) ����� �
� ��� 	����
 ����������� ���

���������� ���� �
� ���� �%���� ��� '����� ��� (���
 * ����� �
� ��� �
���

�� 	����
 �� ������� $
�� ρvε ��������� ��� ��� �� ��+� �
� ��� 	����


����������� ��� ���������� �����% �
����� �
� ��� �
��� �� 	����
 ��

������� 
�	����� �
�	� � �������� ����������� 	��
 ρvε ������ ���������� �����

���



� ����� ���� ��� 	
����������� ���� �
�� ��� �������� ����� ������ ��
����

����� ��� ���� 
���
���� ���� �
�� ��� ���� 
���
�� ���� �������� ��
������

���
���
�� �� ρvε ��
������ ��� 	�
������ ����� �
�� ��� ��	�
��� 	
�����


����� ���� ����
� ��� 	
�������� �
�� ��� 	�
��� 	
�����
 ������

�� ������	 
��

�������� ������
� �
��� ���� ��� ���
� �� ������ �� ����� ������

��
���� �� ��� �������
 �		
����� 
���
����� ��� ���� �������� ���� �� ����

��� ������ ���� 
���
�� ����� 	
������ ��� ��
��� ���� ���� ���� ����� ���


������ �
�� ��� ������ ���� 
���
�� ����� ��� ���
���
� ����� ����� �

	�	���
 !������ ������ ������� 
��������� �� ��
�� !������ ������
�

���� "�����
� ����� #��� ��� ���� 
���
�� �
� 	
��������� ������
� ���

���
� �� ������ �� ����� ������ ����� ��
���� �� ��
��� ������� ���� ��

���� ��� 	�
��� 	
�����
 ����� 	
������ $��
��	����� ��� !������ 
���� ��

%&'&� %&&(� '))% ��� '))*� ������� ��������� ��� 
���� ��������� �� ���� �����

����� ��
 ���������� ����
��� 
���
����� ����� ��� ���� ���� �����

���



���������� �	��
�� ���
� ��� �����
�	 ��� ������ ��� ���� �������	 ��

���� �	������� �� 
������� ������ 
��	������ ��	 ����
�������� ���� �����

������� ����� ���� �� �� ��� ���� �� ���� �	������� �� 
������� ������


��	������ ��	 ����
�������� ���� ��� ���	�
��� �� �������
� ��� ����������

	�
����� ���� ��� �����
� ���	�
��� ��	�� ����� ���� ���������
�  !� ���� ��

��� "!���������� ������!	� �� �������� ������� ���� ���������� �!��� ����� ��

��� 	�#����� ��	���$ %� ���� ��
���� % ����!��� ��� ������� ���� �� ��� ��������

���� �����
� �� ��� �����
� ���	�
��� ��	�� ��� ����	� ���
� ���!��� ��	�� ��	

��� &���!��	 ��� ��	�� ���� ��� ���
� ������ �� ��	���	 �� ��� �������
�

���	�
���� �������

�� ������� 	
�������

�� ����!�� ������� 
������ % !�� ��� ���!� �!�
����� �
���� 	�#�����

��	���� '���� ���� % ���� �����	 ��� ������ ��������� 
���
�� ��	 ���!�

�!�
����� ��� ��� �����	� �� ��� ���� 
�
�� % ���� ���� ��� ���!� �!�
����� �� �

�����
!��� ��� ��� � �!(
���� ��������
 ��� ������� �#�
��� )�� V0
(
xi,t, μ̂t|t

)
��

���



��� ����� ��	
���	 ��� ��� ������	� ������ �	� Vn (xi,t, ft) �� ��� �����

��	
���	 ��� ��� ����	����� ����� ��
� �� ��� ����
� ����
�� ����� � ���

������ ���
� ���	� ����� � ��� ��	���� ��� ������ �	 ����� 	������	�� μ̂t|t

�� ��� 
�	�����	�� ����
�����	 �� �	��������� ����
��� ���
� ���	 �	� ft ��

��� ������� ����� ��
��� ��� ft �	 ����
� ����
�� ����� � ��	���� ���

����� �� ��� ������	� ������ �	 
�	����� ft �	 ������ ���
� ���	� ����� �� �

	��� ������� ��
���� ��� ����
� ��	
���	� �� ��� ��� ���� �� ��� �����	�

������	� ������

� 
������ 
�	�������	 
����	�� ��������	� �� � ����
��� ��� �� ���

����� �!

E

⎧⎨
⎩
[
Vn (xi,t, ft)

V0
(
xi,t, μ̂t|t

)
]1/(1−γ)

− 1

⎫⎬
⎭ "#�$%&

 ��� i ∈ Iage �	� xi,t �� ��� ���� �	 ���� V0 �	� Vn� ���� ��'	����	 �� ���


�	�������	 
����	�� ��������	� ��
���� � 
�	��� ��� 
��	�� �� ��� �����

�	�� ��� ����	���	 �� ����	����� ����� ����	� ��� �	
�	�����	��

���



����������	
 �������� ���� ��	�������	 ������	�� �������	� �� ��������

���	 ����� �����	� ��� ��������� ����� �	 ��� ��������� ��������� ������


������ �� ����� ��� ��	�������	 ������	�� �������	� �� ��� ������	�

������ ������� �� ��� ������	� ���� ��� ��� ���� ����� ���	 ���	��	� ρvε

����  
! ��  
"
 #���� $ ����������� ������	���� ������� ���� ���� �������	� ���

�������� ��������� �� ��� ������� ��������� ����� ������� �� ���	� ��� �������

�	�����	� ������ ���	 �� ��� ��������� ��������� �����
 #���� % �����

���� ��� ������� ������ ��� ��	 ���� ������	���� ���� �������	� ��� �
�
�
 �����

�����	� ������ �	� #���� & ������� ���� ������� ���� ���� ����	� ���

�	�����	� ����� ���� ��� '�	����� ()� ����� �� �	 ��� ������


*����� ���������	� ��	 �� ����	 ����� �	 ������ ��
 ������ ��� �������

������ ��� ���	�������� ���	�+��	�, ���� ��� ���� !- �� .- �� ��	�������	

�������	� ���	 ��� �	����� ������� ��� �������� ���� ��� ������� ���������

������ ���� /- �� ��- ���	 ��� �	����� ������� ��� �������� ���� ��� �
�
�


����� �����	� ����� �	� ���� !- �� 0- ���	 �	����� ������� ��� ��������

���



���� ��� �	
��	� ��� ����� ����
� ����� ����	�� ������ ����������

������	�� ���� ρvε� ���
 ��� �������� �� ����� �� ������� �������� (ρvε ≈ 1)�

��� ����	�� ���� ������� ���
 �	����� ����� ��� ����	�� ������ ���� ��� �����

����� �����
� ���� 	
 ������� �������� ���� ��
 �� ��� �	���� � 	�

	���
 	�� !"� �����	� 	���	�� ��	��� 	������	���
 �� �	���� � 	� ���

�����
��� ��������
� 	�� �� #!� $
 ��� ��
��	��� ��� ����	�� ������ ���� ���

�	
��	� ��� ���� �	� 	 ��	� 	� 	���
 	�� %"�

�� ������ �
����	
 ����� ����	�� ��	��� 	
 �	�
������ �� �� �������

�� ���	�� ��	� ����
 ��� �������
�� ��� ��
�������
 �������
�� ����	�� ��

�
���	��
� �
 	���	�� ��
�������
 	
 ����	��
� �
 ��� ���	������ ��

��
�������
� & �	
 ��������� ���	�
 	
 �
����� �
 ����� ��� ����	��

�'���
��� 	�� ����
� ���� �� ����	��
� ��� ��	
 ��	
�� �� ��
�������


	
 ��� ��	
�� �� ��	
	� ���	���
 �� ��
�������
 ���� ��� ���� ������ �� �

��� & �(
� ��� 	���	�� ��	
�� �� ��
�������
 ��� 	 �	������	� 	�� 	�

Et

(
C1−C2

C2

)
� ����� C1 �� ��� ��
�������
 ����	� ���� ��� (��� ���� 	
 C2

���



�� ���� ��	 �	
��� ���	� ��� ��	 
����	 �� �������� �	������� ��


���������� �� SD(C1)−SD(C2)
SD(C2)

�

�����	 �� ���� ��	 �	�� 
����	 �� 
���������� ��� ��	 
����	 ��

�������� �	������� �� 
���������� ��� ��	 ���	��	 ���	 �	����	 �� ��	

�	��	
� ��	��
��� ���	 ������� � ��� ��� ��	 ������ ���
� �	����� ���	

������� � ���  � ��� ��	 !������� " � ���	 ������� # ��� ��� "�	

$�$� ���	 �����
	� ��	 ���	�� 
����	 �� 
���������� �������% ��	� ��	

&������ ��	� ���	� ��	 ��	�	�	�
	� ��� ������	� 
����������� ���� ��
�	��	�


���������� ��	'����% �������	� ���� � &	���	 ��� ���� 	��	����% �	��

��(���)	� �� ��� ��	 ������� ��	 *+�� ,�����%��� ��	 �	�� �� &	���	 ���	�

�	��
�	� �� �����	 ���

"�	 �	��	
� ��	��
��� ���	 �� ��	 ���	� ���� �	�	���	� � �&	� �	��


���������� 
����	 ��	� ��	 ��	 
%
	� -��
	 ��	 �������� ��	� ��	 ���	

����	 ���� ������ ���
� �	����� ���	� 
���������� ���������% �� �
���%

�&	� &��� ��	 �	��	
� ��	��
��� ���	 �	����	 �� ��	 ������ ���
� �	�����

���



����� ��� 	
�	�� ����
�� �� �	� ����
�� ������

�	�� ������� �� �	� ������ ��� ������ �	� ������ ����

�����	�� �	� ��� � ���� �� �� ���� �
����  !� "��	 #$ ������ �	�

��� �	��� �� ��������
�� ���	�� �	� ����
� � �� �� ��
����  !� "��	

# �� �$�

��� �����	
���


%� �	
� ����� % &�
���' ��'(� �	� 
���
��
��� �� � 
��������

����
��
�� �'����� ���
����
)��� ���� 
����� �
�� �� �*��������' 
������

�
+�
�
�' ������
��� �� ���
�� ��������
�� �� �������
� ���
�
��� ���� �	�

�
�� �'���� %� �	� �������� �� � 
�������� ����
���� �� �	� �����������

�*������ ����� �������� �	� ���
�� �������
� �	�
�� 
� �	��� �� �� ����

��������
�� �	� �	� ����
���� �' � 
�
��� �� ������� ����
���� ����� �	��

��
����� �� �	� �������� �� ����  ,!- �� .� /� �
0����� ���� ��	���

�� 1��� �.� �$ �	
�	 ��� �	� ���	����	��
� ��
�
�' ���� ��
� �� ��*��'

����� �� ������� ������ �������
��� �	
� ���� �������� �	� ������
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���������� �	��
�	 �����
���� �	� ������������ �� �	� �������� �� �����

���
���� ������� ���	 �	� ��� ����� �	� ��������� �������� ���� ����	��

�	� ��� ������ �	�� �	� ����� ����� ���
��� ���� �� �	� ������� ��������

����� ��������� �	�� �	� ������������ �� �����
�� ���� �	� �������

�������� ����� ������ ��� ������������ (ρzε, ρzv, ρzn, ρvε) ������ ����������

�	��	 �� ������� ���� ��� �� �	� �����
���� �� ���	������ ��  	��� !��"#$�

%����� � &������� ������ �	�
� ��' ���� ��������� �� �	��� ������������

�	�� ������ ���������� ������

(� ����
�� �	� ����&�� �� ������ �	� ��������� �������� ���� ����
��� )

������� �	� ������� ���� �� �	� ������� ��������� ����� �� *���
�� (+�

���� �������� �� �������� ����� (	� ������� ������� ���� �� ������� ����

��������� �	� �
��� ������� �' �	� ����� ����� ���
��� ����� (	� �������

�������� ���� 	�� �	� �������� ������� ����� �� �	� *���
�� (+� ����

�� �� �	� ����� %����� �� ���������� �������' 
��,
��' ���'��� �� � ������

����������� ��
��� �� �	� 
����������� �-����� ����� ���
�� ���� �� ��

���



��������� ����	�
��� ����	��� ��� 	�	������� ������� ��		�

���� ���������	 �� ��	����� ������ ��� �������� ����������� ��

�
������ ����	��� �� ����������	� �
������ �� ��� ����
����	 	�� �	 ���

��	� ���
�
 ��� ���	�	����� �� ��� ���	������� �������� ����� �����		�

����	��� ��	������ ��	��������	 ��� ��� ����
����	 ��������	 �������  ��

����!� ��� "�	��� ��� #��
���� ����$��� � 	�����	��� ���������� �� 	����

�����	 ��� �� �������� 
���� �� ��	���� %�� ���	� �����	���	 ���� ��&���

���������� ��
��������� ����� �� ������� ��� ��	���� ��&���� 	������

�������� �� ���� ������ �
����� �� ����	������� �� ���� ����� ���������

������ ���� ���������� ��� ������� ���	������ ������ �� �������	 ��

��	�����	 ������	����� 
����� ����� ��� '������� ����	���	�

���� ������	


�� � ������� �	 
��������� ������ ����������

(�����
 )�! �(	�� ���!��� *�!!�+ #���	� ���� � ��� � ��� ���

�����
 ������	 	�� ���� ����� ,���� ��	�������� �	 
���������� ���
��� -�

���



��������� ���	
� ���� ��� ������� ����� ���������� 
����� Σww ��

�������	��� ��� � � �� �� �����

�� E(x|y) = μx + ΣxyΣ
−1
yy (y − μy)

�� V ar(x|y) = Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σ

′
yx

���� ������
 �������� 	� ���� �� �������
 �� ������� ��� 	�����������

������ �� ���
 ��� ���������� ��������� ��

�� �������	�
 ��� 	����	�


• μt �� ��� 	����������� �������� ����� ���	��

• qt �� ��� ���������� �������� ������

• Er �� ��� 	������������ ����������� �� μt 

• Eq �� ��� 	������������ ����������� �� qt 

• dt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
rt

qt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠� Dt = (d0, d1, ..., dt)� ����� Dt �� ��� �	�� ������� �� dt 

���



• et = E (dt|μt, Dt−1) �� ��� ������	��
� 
� 
����	�� dt �
�����
�	� 
� ���

������� ��
����	�� μt 	�� ����
���	� 
������ �	���� 
� dt �� �
 ����

t− 1�

• μ̂t|t−1 = E (μt|Dt−1) �� ��� ������	��
� 
� ��
����	�� μt �
�����
�	� 
�

��� ����
���	� 
������ �	���� 
� dt �� �
 ���� t− 1�

• d̂t|t−1 = E (dt|Dt−1) �� ��� ������	��
� 
� 
����	�� dt �
�����
�	� 
� ���

����
���	� 
������ �	���� 
� dt �� �
 ���� t− 1�

• μ̂t|t = E(μt|Dt) �� ��� �����	��
� 
� ��
����	�� μt �
�����
�	� 
� ���

����
���	� 
������ �	���� 
� dt �� �
 ���� t�

• Gt = Cov (dt, μt|Dt−1) �� ��� �
�	��	��� ������ ��� 
����	�� �	��	���

dt 	�� ��� ��
����	�� μt �
�����
�	� 
� ��� ����
���	� 
������ �	�	 ��

�
 ���� t− 1�

• Pt = V ar (μt|Dt−1) �� ��� �	��	��� 
� ��
����	�� μt �
�����
�	� 
� ���

����
���	� 
������ �	�	 �� �
 t− 1�

���



• Rt = V ar (dt|μt, Dt−1) �� ��� �����	
� �� dt 
�	����	�� �	 ��� 
����	�

�	���������� ����
�� ���
� �����	 (μt) �	 ��� �������
�� ������� ���

�� �� ���� t− 1�

• Qt = V ar (μt|Dt) �� ��� �����	
� �� ��� �	���������� μt 
�	����	�� �	

��� �������
�� ������� ��� �� �� t�

• St = V ar(dt|Dt−1) �� ��� �����	
� �� dt 
�	����	�� �	 ��� �������
��

������� ��� �� �� ���� t− 1�

�� ������� 	�
������ ����������

��	
� ��� ����
�� ���
� �����	 (μt) �� �	����������� ��� 
�����
��

������� ��������� ���������	 	��� � ����
����	 ���� �������� ��� ���

����� �� ���� �� �	�! �	����� ��� ���������� ���������� ��� ���
� �����	� (rt)

�	 ��� ����
��� (qt)� "�� ��	# ���� ����
����	� $ ������ ��� ���� ��� ��

%����� �	 �������#� ��&'� �	 ��� ���� ����� �� �������� ���

���������� �� ��� �������
� ����
���� �!���� 
�	����	�� �	 ��� ��� �������

���



����� ��� �	
� 
��� �
 � 
�� �� ��� 	���	
��� �	���� � ������ ���������

�����
 � ��� ���
�	����� �������� 
��� 	���	� �
��� ��� �
�	��� �����

�������� ��	 
	������

��� 	���	
�� �����
 ���� μ0|D0� ���	� D0 �
 ��� ����� 
��� �� ���� ��


���� ���	� �	� � �
�	�����
 � dt� � �
� ��� ����������� ���� � μt �
 ���

�
������� � ���
�	����� �������� 
��� 	���	�
� μ̂0|0 = E(μ0|D0) = Er�

������	��� ��� Q0 = V ar (μ0|D0) = Vμμ �
 ��� ����������� ��	����� � μt�

�� ���� �� � ��� �	����� ��� �����
 � d1 ��������� � D0� �

�����

���� ��� �	��

 � μt �
 
������	�� � ����� E (μ1|D0) = αq + φμE (μ0|D0)�

���
 ������
 

μ̂1|0 = E (μ1|D0) = Er!

P1 = V ar (μ1|D0) = Σμμ!

���

d̂1|0 = E (d1|D0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

αq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+ E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
μ0

q0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ |D0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒

���



d̂1|0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
Er

Eq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠��� S1 = V ar (d1|D0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Σrr Σrq

Σqr Σqq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦�

�� (d1|D0) ��� (μ1|D0) ��		�
 ��������� �����	 ������������� � ���

������ ��� ��		�
��� ������� ���	���� ������� ��

e1 = E (d1|μ1, D0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
Er

Eq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Σrμ

Σqμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦Σ−1

μμ

(
μ1 − μ̂1|0

)

���

R1 = V ar (d1|μ1, D0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Σrr Σrq

Σqr Σqq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Σrμ

Σqμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦Σ−1

μμ

[
Σrμ Σqμ

]

������ � ��� ��� �����	�� ��� e1 ��� R1 �� ��		�
��

e1 = d̂1|0 +G1P
−1
1

(
μ1 − μ̂1|0

)
� �!"#


���� G1 = Cov (d1, μ1|D0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Σrμ

Σqμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���

R1 = S1 −G1P
−1
1 G′

1 � � $#

���



����� S1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Σrr Σrq

Σqr Σqq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ��� P−1

1 = Σ−1
μμ

�������� 	�� 
��� �������

��	�

��� �� 	��������
 �������
�� �����
�� � 	�� ����� �� ��

�����

�������� f (μ1|d1, D0) =
f(d1|μ1,D0)f(μ1|D0)

f(d1|D0)
� ���	� D1 = (d1, D0)� � ���� �

�������
�� ������ ���	��� �� ��

����

f (μ1|d1, D0) ∝ f (d1|μ1, D0) f (μ1|D0) ������

 ��� � �!���� �� ���� ���� ���� �� ������� ������ �� ��

���"

f

([
r1 q1

]
|μ1, D0

)
f (μ1|D0) =

(
1√
2π

)2

|P1|−1|R1|−1exp
{
− 1

2

[
(d1 − e1)

′
R−1 (d1 − e1) +

(
μ1 − μ̂1|0

)
P−1

(
μ1 − μ̂1|0

)]}

∝ exp

{
− 1

2

(
d1 − d̂1|0 +G1P

−1
1

(
μ1 − μ̂1|0

))′
R−1

(
d1 − d̂1|0 +G1P

−1
1

(
μ1 − μ̂1|0

))

+
(
μ1 − μ̂1|0

)
P−1

(
μ1 − μ̂1|0

)}

#��� ����������� �� ���� ��� �������� �� ����
���� �������	 ����

���



�� d1� � ��� ��	�
� 	�� ������

f

(
[ r1, q1 ]|μ1, D0

)
f (μ1|D0) ∝

exp

{
− 1

2

[(
d1 − d̂1|0

)′
G1P

−1
1 R−1

(
μ1 − μ̂1|0

)
+
(
μ1 − μ̂1|0

)′ (
P−1
1

)′
G′

1R
−1

(
d1 − d̂1|0

)

+
(
μ1 − μ̂1|0

)′ (
P−1
1

)′
G′

1R
−1G1P

−1
1

(
μ1 − μ̂1|0

)
+
(
μ1 − μ̂1|0

)
P−1

(
μ1 − μ̂1|0

)]}
�

�
��� μt� Pt ���
(
d1 − d̂1|0

)′
G1P

−1
1 R−1 ��� ������� � ��� ����
	� 	�
�

������ ��

f

(
[ r1, q1

]|μ1, D0

)
f (μ1|D0) ∝

exp
{
−1

2

[
2P−1

1 G′
1R

−1
(
d1 − d̂1|0

) (
μ1 − μ̂1|0

)
+

(
P−1
1 +

(
P−1
1

)′
G′

1R
−1G1P

−1
1

) (
μ1 − μ̂1|0

)2]}

= exp
{
−1

2

[
2P−1

1 G′
1R

−1
(
d1 − d̂1|0

) (
μ1 − μ̂1|0

)

+P−1
1 P1

(
P−1
1 +

(
P−1
1

)′
G′

1R
−1G1P

−1
1

)
P1P

−1
1

(
μ1 − μ̂1|0

)2]}

= exp
{
−1

2

[
2P−1

1 G′
1R

−1
(
d1 − d̂1|0

) (
μ1 − μ̂1|0

)
+

P−1
1

(
P1 +G′

1R
−1G1

)
P−1
1

(
μ1 − μ̂1|0

)2]}

∝ exp

{
−

[
μ1−μ̂1|0−P1(P1+G

′
1R

−1G1)
−1
G′

1R
−1(d1−d̂1|0)

]2
2P1(P1+G′

1R
−1G1)

−1
P1

}
�

��
� 
� 	�� ����� �� 	�� ����� �
�	�
��	
�� ���
�� ������ ��	�� 	��

���



�������� �	
���� ��
������� 	���������� 
������ �� μt �� ����� � ������


������������ ��
 ��� ��
������� ������� ����

μ̂1|1 = E (μ1|D1) = μ̂1|0 + P1

(
P1 +G′

1R
−1
1 G1

)−1
G′

1R
−1
1

(
d1 − d̂1|0

)
������

��


V ar (μ1|D1) = Q1 = P1

(
P1 +G′

1R
−1
1 G1

)−1
P1 ������

��� ��
��� ��� ��
������� 	���������� 
�������� ��
 ������� �� μt ��� � � ��

��� � �� � �� ���� �!� �"������� ���#� $ ���%� �� ����� ��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rt − rf − Er

qt − Eq

μt − Er

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 φq 0

0 0 φμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rt−1 − rf − Er

qt−1 − Eq

μt−1 − Er

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zt

vt

εt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����#�

&������� �!� '&( ��	�������
 �� ����#� �� ����������� � ������ �!�

����� ����

���



E (μt − Er|Dt−1) = φμE (μt−1 − Er|Dt−1) =⇒

E (μt|Dt−1) =
(
1− φμ

)
Er + φμE (μt−1|Dt−1)�

����� ��� μt �	 
���	������� � ��� ��� ������ ��� E(.) �� E (μt−1|Dt−1)�

����������� ��� ���
�� ������ � ����� �� �	�

μ̂t|t−1 =
(
1− φμ

)
Er + φμμ̂t−1|t−1 ������

��������� � ��� ����� d̂t|t−1 �	 ��� ����������

d̂t|t−1 = E (dt|Dt−1) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

μ̂t−1|t−1

(
1− φq

)
Eq + φqqt−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ������

���

Pt = V ar (μt|Dt−1) = φ2μV ar (μt−1|Dt−1) + σ2ε = φ2μQt−1 + σ2ε ���� �

!�"�� �� ������� ��� ���� 
����� ���
���� � ��#� ��� ������� �� ����

	���	 �� ��� $%& ����'��

���



V ar

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rt

qt

μt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
|Dt−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 φq 0

0 0 φμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

V ar

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rt−1 − Er

qt−1 − Eq

μt−1 − Er

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
|Dt−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 φq 0

0 0 φμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+V ar

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zt

vt

εt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
|Dt−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 φx 0

0 0 φμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0

0 0 0

0 0 Qt−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 φq 0

0 0 φμ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2z ρzvσzσv ρzεσzσε

σ2v ρvεσvσε

σ2ε

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
St Gt

G′
t Pt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

������ � �	
���

et = E (dt|μt, Dt−1) = d̂t|t−1 +GtP
−1
t

(
μt − μ̂t|t−1

)
�����

���



Rt = V ar (dt|μt, Dt−1) = St −GtP
−1
t G′

t ������

���	 
�� ����
����� �����
� �� μt

μ̂t|t = E (μt|Dt) = μ̂t|t−1 + Pt
(
Pt +G′

tR
−1
t Gt

)−1
G′
tR

−1
t

(
dt − d̂t|t−1

)
������

Qt = V ar (μt|Dt) = Pt
(
Pt +G′

tR
−1
t Gt

)−1
Pt ������

������� ���	
���� ���������� �� �����	�	�

����
� [mt, nt] = Pt
(
Pt +G′

tR
−1
t Gt

)−1
G′
tR

−1
t � ����	 ������� 
�

������	 � ����

μ̂t|t = μ̂t|t−1 + [mt, nt]

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
rt − rf − μ̂t−1|t−1

xt − Et−1(qt)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=
(
1− φμ

)
Er + φμμ̂t−1|t−1 +mt

(
rt − rf − μ̂t−1|t−1

)
+ ntvt

��� ���
 ������
� ����  ����� μ̂t|t−1 =
(
1− φμ

)
Er + φμμ̂t−1|t−1

�����
��� ���!��

����	 � ��"��
� 
��� ������� �� �����"��

���



μ̂t|t =
(
1− φμ

)
Er +

(
φμ −mt

)
μ̂t−1|t−1 +mt(rt − rf) + ntvt ������

���	
 � ���� 	�� �������	 ����� �� rt+1 − rf �����	����� �� �������	���

�	 	��� 	 ��

ωt+1 = (rt − rf)− Et (rt − rf) ������

����� rt+1 − rf = μt + zt+1 �����	��� ������
 � ����

Et (rt+1 − rf) = Et (μt) = μ̂t|t�

���
 �������� Et (rt − rf) ��	� μ̂t|t �� ������
 � �!	���

ωt+1 = rt+1 − rf − μ̂t|t�

"������ � 	��� ����	���
 � �!	��� �� 	�� �������� #

rt+1 − rf =
(
1− φμ

)
Er + φμ(rt − rf) + ntvt −

(
φμ −mt

)
ωt + ωt+1 ����$�

���



��������� �	
�� ���� �	
�� � ������ � ��� �������� ������ ����������

�� ���� ���������� ���� �� ������� 

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rt+1 − rf =
(
1− φμ

)
Er + φμ(rt − rf) + ntvt −

(
φμ −mt

)
ωt + ωt+1

qt+1 = αq + φqqt + vt+1

�	
�!

�� ������ ������ � ��� ������ ��� ���� ����" �� mt ��� nt ��� ������� ���

�������� ������ �	
�! �� ��� ��������� #$%&$�'�' �����


⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
rt − rf

qt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Er

Eq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
φμ 0

0 φq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
rt−1 − rf

qt−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Er

Eq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

− (
φμ −m

)
n

0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
ωt−1

vt−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
ωt

vt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�	
��

(��� ��)�� ��� ����� �������� �� ξt = (ωt, vt, ωt−1, vt−1)
′
 *���

���



���������� 	
�� ��� �� ��������� �� � ����� ����� 	
�� �
�������� 
� �


��������
� ������
� ��� � ����� ������
� ��� ����	���� �� ��� ��	��

 ���� ��
����	!

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d∗t = Ad∗t−1 +Hξt

ξt = Fξt−1 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
et

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�"!#$�

����� d∗t = dt − [Er, Eq]
′� A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
φμ 0

0 φq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦� H12 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

− (
φμ −m

)
n

0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ �

F =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

02×2 02×2

I2×2 02×2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦� H =

[
I2×2 H12

]
� et = [ωt, vt]

′� ���

V ar(et) = Σ∗!

%���� � ��	�� 
� dt� ��� &
��� �'���

� ������
� 
� ��� ����� �����

	
�� �"!#$� �� L =
T

Π
t=1
f (d∗t |d∗t−1) � ����� f (d

∗
t |d∗t−1) �� ��� �
�����
��

��
������� ������� 
� d∗t ! (� ������
��� ��� ����	��� ��� ����	����� ��

���



���������� �	
 ������� �����
�	��� �����������

−2ln(L) =
T

Σ
t=1

(
ln|Vt|t−1|+

[
d∗t − d̂∗t|t−1

]′
V −1
t|t−1

[
d∗t − d̂∗t|t−1

])
������

�	
 �
��� �� 
������� ������ ��
 �
��
� �� �	
 ��������

• V ar(rt) = σ2r = (1− φμ)
−1

[
nσ2vn+ (1− φ2μ +m2)σ2ω + 2mσvωn

]
�� 

• Cov(rt, qt) = σqr = (1− φμφq)
−1

[
φqσ

2
vn+

(
1− (φμ −m)φq

)
σvω

]
�� 

• V ar(qt) = σ2q = (1− φ2q)
−1σ2v 

• d̂∗t|t−1 = Et−1(d
∗
t ) = Ad∗t−1 +H12Σ

∗V −1
t−1|t−2

[
d∗t−1 − d̂∗t−1|t−2

]
 ���

• Vt|t−1 = Vt−1(d
∗
t ) = H12

(
Σ∗ − Σ∗V −1

t−1|t−2Σ
∗
)
H ′

12 + Σ∗

������ �	
�������		� ������	� ������ �� ���� 	� �� �	
������ 	� �� �����	� �������� ��	� ������	�

������

�������
  ������ 	� �	�� ���� 	� ������! " 	�����

σ2
r = φ2μσ

2
r − 2φμ(φμ −m)σ2

ω + (φμ −m)2σ2
ω + n2σ2

v + σ2
ω − 2(φμ −m)nσvω + 2φμnσvω� #	�  ���� �����	�

�	� σ2
r

�������
 �	 ������ ��$� rt ��� qt ���� 	� ����%�! " 	����� �� �����	�

σqr = φqφμσxr + nφqσ
2
v − (φμ −m)φqσvω + σvω� ���! σqr �� ��	� �	� ��
 ���� �����	��

���



��� �����	
 �� ���
��� d̂∗t|t−1 �� ���� 
���� Et−1(·) �� �� ��� ����� �� ��

������
��� ���
��� �� �������

d̂∗t|t−1 = Et−1(d
∗
t ) = Ad∗t−1 +Hξ̂t|t−1

= Ad∗t−1 +HFξ̂t−1|t−1

= Ad∗t−1 +

[
H12 02×2

](
ξ̂t−1|t−2 + Σξd∗V

−1
t−1|t−2

[
d∗t−1 − d̂∗t−1|t−2

])

= Ad∗t−1 +

[
H12 02×2

]

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ω̂t−1|t−2

v̂t−1|t−2

ω̂t−2|t−2

v̂t−2|t−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

[
H12 02×2

]
Σξd∗V

−1
t−1|t−2

[
d∗t−1 − d̂∗t−1|t−2

]
�

��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
ω̂t−1|t−2

v̂t−1|t−2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = 0 
��

[
H12 02×2

]
Σξd∗ = H12Σ

∗� ��� ���
��� �
�

�� ����	���� 
� 

d̂∗t|t−1 = Ad∗t−1 +H12Σ
∗V −1

t−1|t−2

[
d∗t−1 − d̂∗t−1|t−2

]
�

�� � Vt|t−1� �� ���
� �����	
 �� ���� 
���� V ar(·) �� ��� ����� ��

���
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 �����

Vt|t−1 = Vt−1(d
∗
t ) = HFV art−1(ξt)F

′H ′ +HFV ar

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
et

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠F ′H ′

=

[
I2×2 H12

]⎡⎢⎢⎢⎢⎣
02×2 02×2

I2×2 02×2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
(
Σξξ − ΣξdV

−1
t−1|t−2Σ

′
dξ

)
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

02×2 I2×2

02×2 02×2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
I2×2

H12

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�

[
I2×2 H12

]⎡⎢⎢⎢⎢⎣
02×2 02×2

I2×2 02×2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦Σ∗

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

02×2 I2×2

02×2 02×2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
I2×2

H12

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

��	��

[
I2×2 H12

]⎡⎢⎢⎢⎢⎣
02×2 02×2

I2×2 02×2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = H12� � �����

Vt|t−1 = H12

(
Σ∗ − Σ∗V −1

t−1|t−2Σ
∗
)
H ′

12 + Σ∗

����� ��� 	�������� �	����� ������ 
�� �����	� ��� ������������� 
�	����	

���!� ����

• d̂∗1|0 = 0" �	 

• V1|0 = V ar(dt) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
V ar(rt) Cov(rt, qt)

V ar(qt)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
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������� ��� 	
��  ��� ������ ��� ���������� �� ���������� ��

���	� ����� ���� !� "�� ����� ��#�$��� �� �� %�� ��� ��$������� �����& ��

�'������� �(! ) � !� Ω =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2z σzv σzε

σ2v σvε

σ2ε

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
� *�����������+� �� Ω� σvv �� ��� ���+

���� ���� ��� �� ������%��� �� �� �������� ��� ����� ����� ��Ω� ��$�����+� �

���� �������� ����� �� ��� ������� ������� ��� ������� �� ���	� �����

���� ! ������ �'��� �� ���� �� ��� �������� ��� ����� ����(!� ��� �������

#� ���� �� ���	� ����� ��� �� �������� �� �����#�,

• σ2r = (1− φμ)
−1

[
nσ2vn+ (1− φ2μ +m2)σ2ω + 2mσvωn

]

• σqr = (1− φμφq)
−1

[
φqσ

2
vn+

(
1− (φμ −m)φq

)
σvω

]

• Cov (rt, rt−1)

= Cov
(
φμ(rt−1 − rf) + nvt−1 −

(
φμ −m

)
ωt−1 + ωt, rt−1 − rf

)

���



= φμσ
2
r + nCov (vt−1, rt−1 − rf)−

(
φμ −m

)
Cov (ωt−1, rt−1 − rf)

• Cov (rt−1, qt)

= Cov
(
rt−1, φqqt−1 + vt

)

= φqCov (rt−1, qt−1)

• Cov (rt, qt−1)

= Cov
(
φμrt−1 + nvt−1 −

(
φμ −m

)
ωt−1 + ωt, qt−1

)

= φμσrq + nCov (vt−1, qt−1)−
(
φμ −m

)
Cov (ωt−1, qt−1)

�� ��� ����� ���	
 ����	 �� ��� �� ��	�� ������
 � ��� ����� 	���

��� ��������� ������ �������� ������ ����� ��� ������� �� ������� ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2r

σqr

Cov (rt, rt−1)

Cov (rt−1, qt)

Cov (rt, qt−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

���



⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/
(
1− φ2μ

)
1 0 0 0

0 0 φq/
(
1− φμφq

)
1 0

φμ/
(
1− φ2μ

)
0 0 0 1

0 0 φ2q/
(
1− φμφq

)
φq 0

0 0 1/
(
1− φμφq

)
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2ε

σ2z

σvε

σzv

σzε

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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���� �	���� �	��� ������� ���� �� �	� ���� �� ���	 ��	��� �	�� ������

�������� � ����� �	���!���� ������� ���"����� #	�� $ ��%���� �	� ���	� 	���

���� �! �	�� �������� #��	 �	� ������%������ ����������� !��� �	� 
���

����� �������

�	� ���& �! �	�� ������ �������� � ���� ��� 	�#�"��� !��� ������� �	�

������ ��# ��� �� ���������� � �	� !����	 ��#� #	��	 ��&�� �	�� ������
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ2r = σ2ε/
(
1− φ2μ

)
+ σ2z

σqr = φqσvε/
(
1− φμφq

)
+ σzv

Cov (rt, rt−1) = σzε + φμσ
2
ε/
(
1− φ2μ

)

Cov (rt, qt−1) = σvε/
(
1− φμφq

)

������

������ ��	
� ���� ��� ����� �����	� ������ ��� �	� ����� �	���	�

��� � �	���	� ������ �	� 	������ ��� �	���	� ������ � ��������� ��� �����

�����	� ������ ������ 
�� ������� �	 σzε� ������� ��� ��������� �

��	����� � ��� ������	�� ����� � ���	��� �� �	��	
��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ2z = σ2r − (Cov (rt, rt−1)− σzε) /φμ

σ2ε = (Cov (rt, rt−1)− σzε)
(
1− φ2μ

)
/φμ

s.t. ρzv < 1 and ρvε < 1

�
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� �����

���������� ��������� ����� � ������� ��������� ����� �"" ����� 
� ������ 	���# �����
	 ����� ���

 $%&���&��� �
'�	��� ���
 ��� �	������
	 �� ��� �(������ 	���# �����
 �	 ���� ����
 
� ����

��	�����'���� ��� 	���
� ��� ����� )� * 
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����
	 ��� 
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�
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	 �� ��� ������
� ����� �
� ��� 	����	 �� ��� �
��	������� 	���� �����
	� ψ �	 ��� ���	������

�� �
����������� 	��	�������
� b �	 ��� �����	� ������ ρzu �	 ��� ����������
 ������
 ��� �

������
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� �� ����� �
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�

������
	 �� ������
� ����� �����		 �
� ��� 	����	 �� ��� ����
�
� ���� �� ����� �
���� ρvu �	

��� ����������
 ������
 ��� �

������
	 �� ������
� ����� �����		 �
� ��� ���
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�� �
��	������� �������� 	���� �����
	 �
� ��� ���
	����� ����
�
� �� ����� �
���� E [ln (Nt)] �	
��� ����������
 �� �������� �� ��� ����
�
� ���
�
� 	����	 �� ��� ����� �
���� E [ln (Ut)] �	 ���
����������
 �� �������� �� ��� ���
	����� ���
�
� 	����	 �� ��� ����� �
���� �
� β �	 ��� ��	���
�

������ �� ��� ������� ��
����
�

��������	 ����� ��������	 �����

σz  �!"#" φq  �$%%

ρzu  � σr  �!$&!

σε  � $'% Er  � "$

σv  �  #$( rf  � !&$

φμ  �! && ρvu  � 

σn  �! σu  �!

ρzε � �( ρεn  � 

ρvz � �(&� ρεu  � 

ρvε  �%" ρzn  �!%

E [ln (Nt)] � �  % Eq  � �&"

E [ln (Ut)] � �  % γ %

ψ  �% β  �$"

Trading Cost  � &$ b &�%
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 ��	
�
 �������	 
�� �� ������	 �� ρzε

����� � ���	�
�	 ��� �
�����
�� ����
�	 �� ��� �
��	������� ������� 	��� �����
 (μt) �
� ���


��� �������	 	��� �����
 (rt+1) ���� ������
� ���������
	 ������
 ��� 	���	 �� ��� 	��� ������

�
� ��� �

������
	 �� �
��	������� ������� 	��� �����
	 (ρzε)� E (μt|rt, qt) �	 ��� �
�����
��

���������
 �� ��� ����
� �
��	����� ������� 	��� �����
 ��	�� �
 ��� ����
� ��	����� �����


(rt) �
� ������
� ����� (qt)� σμt|rt,qt �	 ��� �
�����
�� 	��
���� ��������
 �� ��� ����
� �
��	�����

������� 	��� �����
 ��	�� �
 ��� ����
� ��	����� �����
 (rt) �
� ������
� ����� (qt)� �
� σrt+1|rt,qt
�	 ��� �
�����
�� 	��
���� ��������
 �� 
��� �������	 	��� �����
 ��	�� �
 ��� ����
� ��	�����

�����
 (rt) �
� ������
� ����� (qt)�

ρzε E (μt|rt, qt) σμt|rt,qt σrt+1|rt,qt
���� Er − 0.185 [rt − rf − Er] + 0.88 [qt − Eq] ��� ! ��!""

���#$��	���
�% Er − 0.274 [rt − rf − Er] + 0.79 [qt − Eq] ���"& ��!"�

��� Er − 0.363 [rt − rf − Er] + 0.69 [qt − Eq] ���'" ��!#"

!#!
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�

��� �

������
	 �� ������
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�����
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 �� ��� ����
�
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��	������� ������� 	��� �����
 ��	�� �
 ��� ����
� ��	����� �����
 (rt) �
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(qt)� σμt|rt,qt �	 ��� �
�����
�� 	��
���� ��������
 �� ��� ����
� �
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��	�� �
 ��� ����
� ��	����� �����
 (rt) �
� ������
� ����� (qt)� �
� σrt+1|rt,qt �	 ��� �
�����
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	��
���� ��������
 �� ��� �������
� �������	 	��� �����
 ��	�� �
 ��� ����
� ��	����� �����
 (rt)
�
� ������
� ����� (qt)�

ρzv E (μt|rt, qt) σμt|rt,qt σrt+1|rt,qt
���� Er − 0.277 [rt − rf − Er] + 0.96 [qt − Eq] ��� ! ��" #

���$!%&��	���
�' Er − 0.274 [rt − rf − Er] + 0.79 [qt − Eq] ��� ! ��" #

���( Er − 0.273 [rt − rf − Er] + 0.65 [qt − Eq] ��� ! ��" #

"$!
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(rt) �
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� ����� (qt)� σμt|rt,qt �	 ��� �
�����
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���� ��������
 �� ��� ����
� �
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	������� ������� 	��� �����
 ��	�� �
 ��� ����
� ��	����� 	��� �����
 (rt) �
� ��� ������
�

����� (qt)� �
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�����
�� 	��
���� ��������
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��� �������	 �����
 ��	�� �
 ���

����
� ��	����� �����
 (rt) �
� ��� ������
� ����� (qt)�

ρvε E (μt|rt, qt) σμt|rt,qt σrt+1|rt,qt
��� Er − 0.28 [rt − rf − Er]− 0.10 [qt − Eq] ��� !" ��" ##

��# Er − 0.28 [rt − rf − Er] + 0.39 [qt − Eq] ��� � ��" #!

��$�%��	���
�& Er − 0.27 [rt − rf − Er] + 0.79 [qt − Eq] ��� �� ��" !'

�� Er − 0.27 [rt − rf − Er] + 1.37 [qt − Eq] ���(' ��" !�

"(!
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rt+1 − rf = α + βft + zt+1, ����

ft+1 = μ+ φ(ft − μ) + εt+1, ����

����� ��� ��� ����������� {zt+1, εt+1} ��� ������ ������ ��������� ���� ����

����� �� ���� ��� ��������� σ2z ��� σ
2
ε� ����������� � !��������������

����������� ������� ����� ����������� �� �������� ����� ����������� ������� ���

��������� ������"� ���������� lnNt� ��� {zt, εt} ��� ���� �#���� $���

��������� �� ��� ����% ���%�� �� �������� � ��� ������"������� ������ �& ���

&����� (ft) ���������" ����% ���%�� ������� (φ > 0) ��� ��"����� �����������

������� ��� �#���� ����% ���%�� ������ ���������� (zt+1) ��� ��� ����������

�� ��� &����� (εt+1)� '�� �& ��� %� ������������� �& ��� ����� �� ��
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����!������� "� � �����#� ��������� (ρ) �� ��� ������� ����� ��	���� 	����	� �� ��������

��� ��� ��������	 ��#��� ��	 ������� ��� ��������� 	�$������%

hedg(ρ) = 100 ∗ (αfactor(ρ)− αI.I.D.(ρ)) & αI.I.D.(ρ)� "� ����� �����	������� �� ���� ���� ���
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vo(xit, ft) �� ��� ����� 
����� 
�� ��� �������� ����� �� vn (xit, ft) ��

��� ����� 
����� 
�� � �	 ������ �� ������� � ������� �
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��� �����


�� � ���������� ��� �����  age! ��"

μage = ������� �


[(
vn(xit, ft)

v0(xit, ft)

) 1
1−γ

− 1

]

�� ��� i ∈ Iage �� ��� 
����� ������. #�$!

���� �� ��� ����������  ������ 
����� ������! �������� ���������
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���� ���	�� �� �	 �	����� ������� ������� ���� 	� ��� �	������ �� �� ���

����� ����� � ������� �� ������� ���	���	�� ��� ���� �!����

"����� # ��	�� ��� ���� �!��� ��������! �$��������� ���� ������� ���

�������� ���� 	� ��� ��� �	�� �� ��� �	������	� �� ������� ��� ���

�� ��� ��	 	���� �	���% ��� ��� �� ��� ����� �	��� &���� � �����������

����������� ������� �	���� ��	� �	��	���� ��� ��� �	�� �������� �	 ���

	������ �	���	��	 ���� �� ��� �������� 	� ��� ��� ����	�� �� ��� �������

�	���� ��� ���� �	�� ����������� ���� �	��	���� ��� ����� ���	�������	��

���� ������ ��������! ����� ���� ��� ������	�� 	� ��� ������� �	���	��	

���	����	�� ��� ���� ������ ������� ��� ����� ���	�������	� �� ��� ���

�	�� ���� ��� 	��� ������� ��� ��� �� ��� �	���� ��� ���������	� �	��
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	��� ������� ��� ��� !"# ����	 ��� � ����
� �� ��$� ��	����  ��

��	���� �� ��� ����	� %�	��	�& ����� � ' 
��� �
� ��� 	�� ���	� ��������

��
��	���� ���� ���
��� ��� ��
	���� ����� �� ��� ���� ����	� ��� ����

����	  �������� � 	���� ��	���� 	��� �� ��� ���� ���� �� ���� ���� ���� 
�� 

��� !"# ����	 �� � ����� ��� ���������� ���� �� ()�� �� $)�� ��� ��������

��� ��	���� 	��� �
� ��� ��� ���� � ��� �
�	����� ��������

*� ��+� ����� ����������� ����� �� ��� ���
	�� � , 
�� -� ,���& ���

��	���� 	����� ��� ��������		� � �'����. ���� ��� ����� $� �� ����
�����

��
��	���� ������� �� ��� ����'�����& ��� ��� ���������� � �
�������	

��	���� 	��� �� � �
�����	� ����
����� %�����& ��� !"# ����	 ��� ��� 	�� ���

��	����  �� ��	���� �� ��� ����� ����	� /��� ��� ����0� ��� ��� ����	 ���

��� 	�� ��� ��	���� 	��� ������� �� !"# ��� ��� ����	� ��� ��� ����	

� � �� ���������� ������� ����& ��� ���������� ���� ��� �������� ���
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�� ���� ������� ��� �������� ������ � �� � ��� �� ������	 �����!

������� ��� ������������ �� "�� #$���% ��� ��� ������ &���������!	 �� �����

��������� ��� � ��! �� ���� ��� �������� ���	 '() ��� ����* �������


������ �++,-� ��� $��,-�� .�� ��������	 � �� � ��������� �������

������
����� �� ������ ��� �� �� �++,	 ���� �++, ������ �� ��� ��� ��������

��� ��� '() �� ���* ��� ���� ��� ������ ����� ��� ��� �������� ����* ������

�� ����* �������� ����� �������� �� �� � �������� ������ ��� � ��! �� ����


������ �++,-� ��� $��,-�� .�� �� �� ����� �� �� /�	 ��� �������	 �� ����*

��� � ������� �� ���� ����� ������ � �� ��� �++,-� 0$��,-� ������ ���

� ���� �� ��� ����� ������� � ��! 1�������

2� ���� 
� ������� �� ����� ��� ���������� 
! ������� ��� ������ �� ���

��� ��3����� ������� .���� + ����� ��� ��� ���� ������ � �� �� ��� ��3�����
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#���������	�� !$%%&''� � 	 ������ �	����� �	������ ���� ��	 ���	

���	������ ���	� ������� 	���	�  (��� )��	���� �� *�	��� �	�����
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 �
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�	 ��	������� 	����	��	 �� ��� ��������� ���� ���� ��� ��	� ������� �� ���� �� ���
����� ������� �� ����� ��� r ��
���	 ��� �������� �����
 �
 ��� ���  �� �
 �!�		 �� ���������
"�# ����� #$ ��
���	 ��� ��������� %����� ����% ������� �����
� �� $#& �
��!� '$ �	 ��� ���������
%����� ����% �����(�� �����
�� ��� ����� �������� �������� �	 ��������� �
	������
 )����� �����
*"+,-� "�# �
� rf �����	 �� ��� �
	���� ���� �
��! �
� ��� ��.��� �.���� ���� ��	��������/ �
�
��� ��)
������ ���� "'�� �	 )����

������� �����	��	

����0��0�� 1����0��02� r IV RV IV −RV CAY CPI rf

3��
*4- ���5 ���� ���� ��6� ���6 ���� ����
�7*4- 8�56 ���6 ���5 ��8 ���5 ���5 ����
9����	�	 2��6 5���  6��2 2��52 ���5 ���6  
�:�)
�		 .��6 ��� ��6 .2��6 .��6 .��2� ��2�
+'*�- ��� ��6� ��68 .���8 ��55 ������ ����

"���������
 3����!

����0��0�� 1����0��02� r IV RV IV −RV CAY CPI rf

r ���� .�� � .��6� .����� .����� .���� �����
IV 1 ���� ��8 ��26 ���� .���5 ����
RV 1 1 ���� .��62 ���� .��6� ��2

IV −RV 1 1 1 ���� ��� ��25 .���6
CAY 1 1 1 1 ���� ��� 5 ��2
CPI 1 1 1 1 1 ���� .��8�
rf 1 1 1 1 1 1 ����
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	 ��	�� �
 ��� ��������� ���� ���� ��� ��	� ������� �� ����
�� ��� ���� ������� �� ����� ��� ���������	 ������� �� ��� �������� �����		�
 �	
� �� �	 �
�������� ��� �	������ ���� ��� �����!
� ��	������ �"�#[
V RPt+1

rt+1 − rf

]
=

[
Const
α

]
+

[
φ 0
β 0

] [
V RPt

rt − rf

]
+

[
εt+1

zt+1

]

��� ���������	 ������� �� ��� �������� �����		�
 �	
� $"% �	 � �������� ��� �	������
���� ��� �����!
� ��	������ �"�#[
CAYt+1 − E (CAY )

rt+1 − rf

]
=

[
0
α′

]
+

[
φ 0
β 0

] [
CAYt − E (CAY )

rt − rf

]
+

[
εt+1

zt+1

]
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 ��� $"% "�(�) ����� 	 E(CAY ) ∗ (1 − φ) �
� α 
 ���
�������� �����		�
 	 α′ − β ∗ E(CAY )�

����*��*�� +����*��*,� V RP CAY
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� ����-. (��/�) ������, (���,)
α ��� ����. (��0-)
β ,�� (0�0.) ��� (��0)
φ 1���. (1��.0) ���, (�����)
ρz,ε 1���0 1��-�

σε ����/0 ����.
σz ���/0� ���/.
σr ���/� ���/�

"�2� R2 (3) �- -�-
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